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　　摘　要：　强化学习是一种Ａｇｅｎｔ在与环境交互过程中，通过累计奖赏最大化来寻求最优策略的在线学习方法．
由于在不稳定环境中，某一时刻的ＭＤＰ模型在与Ａｇｅｎｔ交互之后就发生了变化，导致基于稳定ＭＤＰ模型传统的强化
学习方法无法完成不稳定环境下的最优策略求解问题．针对不稳定环境下的策略求解问题，利用ＭＤＰ分布对不稳定
环境进行建模，提出一种基于公式集的策略搜索算法———ＦＳＰＳ．ＦＳＰＳ算法在学习过程中搜集所获得的历史样本信息，
并对其进行特征信息的提取，利用这些特征信息来构造不同的用于动作选择的公式，采取策略搜索算法求解最优公

式．在此基础之上，给出所求解策略的最优性边界，并从理论上证明了迁移到新ＭＤＰ分布中策略的最优性主要依赖于
ＭＤＰ分布之间的距离以及所求解策略在原始ＭＤＰ分布中的性能．最后，将ＦＳＰＳ算法用于经典的ＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎ问题，
实验结果表明，所求解的策略具有较好的性能．
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１　引言
　　强化学习（ＲｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔＬｅａｒｎｉｎｇ，ＲＬ）是一种从环
境状态到动作映射的学习：强化学习的 Ａｇｅｎｔ选择动作

（ａｃｔｉｏｎ），状态（ｓｔａｔｅ）随之发生改变，环境对此给出一个
立即奖赏（ｒｅｗａｒｄ）作为激励信号．强化学习的目标是期
望从环境中得到长期最大累计奖赏（ｒｅｔｕｒｎ，Ｒ）［１，２］．基于
强化学习的算法通常利用马尔科夫决策过程（Ｍａｒｋｏｖ
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ＤｅｃｉｓｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓ，ＭＤＰ）进行建模．在建模过程中，一般假
设环境是稳定的，因此在学习过程中所建立的ＭＤＰ模型
不会随着时间的变化而改变．但是，在很多实际情况中，
环境虽然在某个较短时间是相对稳定的，从长期来看是

并非是稳定而是会发生变化的．这导致了在原先环境中
所建立的ＭＤＰ模型很可能无法适用于新的环境．进一步
分析可以发现，这种不稳定环境可以分解看成由多个生

存期较短的“瞬时”稳定环境所组合而成的．相应的，在这
种环境下，强化学习的目标就从获得长期较高累计奖赏

转变为获得“瞬时”稳定环境期间较高累计奖赏．故而，不
稳定环境的 Ａｇｅｎｔ不仅要考虑获取最优策略，还要考虑
在学习过程中所搜集的立即奖赏以及其他历史信息，使

之在每个“瞬时”稳定环境建立ＭＤＰ模型中，都获得较高
的累计奖赏．但是两个主要的原因致使传统的强化学习
算法不能很好地解决此类问题．首先，由于传统的强化学
习算法通常只是求解一个最优策略，不考虑学习过程中

所收集到的奖赏值，因此难以实现上述目标．其次，对于
每个“瞬时”ＭＤＰ，Ａｇｅｎｔ可以与之交互一次，并取得一个
状态样本转移序列，称之为单轨迹样本．在不稳定环境
中，Ａｇｅｎｔ还必须额外考虑解决单轨迹样本学习过程中平
衡探索和利用的难题．目前虽然也有一些工作将学习过
程中的立即奖赏考虑进来［３～６］，通过最小化无折扣累计

奖赏损失函数加快算法的收敛，如Ｍｉｃｈｅａｌ等人通过构造
复杂的小公式以引入学习过程中的探索信息来指导 Ａ
ｇｅｎｔ的动作选择［７］，但是这些方法大多都无法求解不稳

定环境下的最优策略．
迁移学习是机器学习领域的一个研究热点［８］．有

研究人员利用迁移学习将知识从源任务迁移到目标任

务，以提高强化学习的性能［９］．例如，Ｓｏｒｇ和 Ｓｉｎｇｈ提出
利用ＭＤＰ之间的软同态特征，构造不同问题中的状态
之间的映射关系，实现不同问题之间的迁移学习，并给

出知识迁移过程中损失函数的理论边界［１０］；Ｌａｚａｒｉｃ等
人在假设目标任务与历史任务具有类似的状态转移函

数以及奖赏函数的情况下，将历史任务中收集到的样

本数据迁移到目标任务中，并结合目标任务中的样本

数据，利用基于批处理的强化学习方法进行学习，以减

少目标任务中所需要生成的样本数据，加快算法的收

敛［１１］；Ｃａｓｔｒｏ等人通过自模拟度量方法构造不同任务中
状态之间的相似性关系，将动作选择策略在相似状态

之间进行迁移，并从理论上证明策略迁移的合理

性［１２，１３］．但是在不稳定环境下，上述的方法通常难以求
解一个较优的策略，以达到对于任意“瞬时”ＭＤＰ都能
够取得较大累计奖赏的目的，因此，无法将上述方法直

接用于不稳定环境下策略的求解及迁移．
本文针对不稳定环境下的强化学习问题，利用

ＭＤＰ分布来描述不稳定的环境，结合小公式集的构造

方法，提出一种基于公式集的策略搜索算法，并从理论

上证明策略的最优性边界值．在此基础之上，利用自模
拟度量［１３］构造ＭＤＰ分布之间的距离度量公式，将所求
解的策略在不同ＭＤＰ分布之间进行迁移，并从理论上
证明迁移之后策略的最优性边界．

２　背景知识
　　ＭＤＰ通常可用一个四元组＜Ｘ，Ｕ，ｆ，ρ＞表示，其中
Ｘ是状态集合，Ｕ是动作集合，ｆ：Ｘ×Ｕ→Ｘ是状态转移
函数，ρ：Ｘ×Ｕ→ＲＲ是奖赏函数．在时刻 ｋ，状态为 ｘｋ，选
择动作ｕｋ，获得的奖赏值为ｒｋ＋１，即：

ｒｋ＋１＝ρ（ｘｋ，ｕｋ） （１）
为了强调ｒｋ＋１是在状态ｘｋ下所获得的奖赏值，奖赏值也
记为ｒ（ｘｋ），则：ｒｋ＋１＝ｒ（ｘｋ）＝ρ（ｘｋ，ｕｋ）

如果根据策略 ｈ，从状态 ｘｋ迁移到下一个状态
ｘｋ＋１，即ｘｋ＋１＝ｆ（ｘｋ，ｈ（ｘｋ）），则奖赏函数可记为

ｒｋ＋１＝ｒ（ｘｋ）＝ρ（ｘｋ，ｈ（ｘｋ）） （２）
对于某状态序列｛ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ，ｘｎ＋１｝，其中状态 ｘｉ

（０≤ｉ≤ｎ）的后继状态为 ｘｉ＋１（０≤ｉ≤ｎ），ｘｎ＋１表示终止
状态，所获得的折扣累计奖赏为

Ｒｈ（ｘ）＝∑
∞

ｋ＝０
γｋｒ（ｘｋ）＝∑

∞

ｋ＝０
γｋρ（ｘｋ，ｈ（ｘｋ）） （３）

强化学习的算法通常利用动作值函数 Ｑｈ（ｘ，ｕ）和
状态值函数 Ｖｈ（ｘ）对策略 ｈ进行评估．动作值函数
Ｑｈ（ｘ，ｕ）是指根据策略ｈ，在状态ｘ下，采取动作ｕ所获
得的累计奖赏，而状态值函数Ｖｈ（ｘ）是指根据某个策略
ｈ，从特定状态ｘ所获得的累计奖赏［１４］．

根据定义［１４］，动作值函数的计算为

Ｑｈ（ｘ，ｕ）＝ρ（ｘ，ｕ）＋γＲｈ（ｆ（ｘ，ｕ））
根据策略ｈ，采取动作ｕ，某一个状态ｘ的后继状态

ｘ′＝ｆ（ｘ，ｈ（ｘ））＝ｆ（ｘ，ｕ），因此可以得到
Ｑｈ（ｘ，ｕ）＝ρ（ｘ，ｕ）＋γＲｈ（ｆ（ｘ，ｕ）） （４）

对某状态动作对序列｛（ｘ０，ｕ０），（ｘ１，ｕ１），…，（ｘｎ，
ｕｎ），（ｘｎ＋１，ｕｎ＋１）｝，其中状态动作对（ｘｉ，ｕｉ）（０≤ｉ≤ｎ）
的后继状态动作对为（ｘｉ＋１，ｕｉ＋１）（０≤ｉ≤ｎ），（ｘｎ＋１，
ｕｎ＋１）表示终止状态动作对，结合式（３）和式（４）可以得
到Ｑｈ（ｘ０，ｕ０）的折扣累积奖赏为
Ｑｈ（ｘ０，ｕ０）＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋Ｒ

ｈ（ｘ１）

＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋∑
∞

ｋ＝１
γｋρ（ｘｋ，ｈ（ｘｋ））

＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋∑
∞

ｋ＝１
γｋρ（ｘｋ，ｕｋ）

＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋γ∑
∞

ｋ＝１
γｋ－１ρ（ｘｋ，ｕｋ）

＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋γρ（ｘ１，ｕ１）＋γ∑
∞

ｋ＝２
γｋ－１ρ（ｘｋ，ｕｋ）

８５２
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＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋γρ（ｘ１，ｕ１）＋∑
∞

ｋ＝２
γｋ－１ρ（ｘｋ，ｕｋ[ ]）

＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋γρ（ｘ１，ｕ１）＋∑
∞

ｉ＝２
γｉρ（ｘｉ，ｕｉ[ ]）

其中，ρ（ｘ１，ｕ１）＋∑
∞

ｉ＝２
γｉρ（ｘｉ，ｕｉ）为Ｑ

ｈ（ｘ１，ｕ１）的计算方

式．因此可知
Ｑｈ（ｘ０，ｕ０）＝ρ（ｘ０，ｕ０）＋γＱ

ｈ（ｘ１，ｕ１）
于是可以得到

Ｑｈ（ｘ，ｕ）＝ρ（ｘ，ｕ）＋γＱｈ（ｘ′，ｕ） （５）
其中，ｘ′是ｘ的后续状态．

根据定义［１４］，状态值函数的计算为

Ｖｈ（ｘ）＝Ｒｈ（ｘ） （６）
类似Ｑｈ（ｘ，ｕ）的折扣累积奖赏，可以得到Ｖｈ（ｘ）的折扣
累积奖赏计算方法

Ｖｈ（ｘ）＝ρ（ｘ）＋γＶｈ（ｘ′） （７）
其中，ｘ′是ｘ的后续状态．

在不稳定环境中，下一个状态是具有随机性的，不

能通过当前状态和选择的动作确定，相应的动作值函

数Ｑｈ（ｘ，ｕ）和状态值函数Ｖｈ（ｘ）也需要考虑不确定性．
于是，在不稳定环境的ＭＤＰ模型中，使用状态转移概率
函数珓ｆ：Ｘ×Ｕ×Ｘ→［０，１］替代确定环境中的状态转移
函数ｆ．这样，根据策略ｈ，在时刻ｋ、状态为ｘｋ、选择动作
ｕｋ，状态转移至后续状态ｘｋ＋１∈Ｘｋ＋１的概率

［１４］

ｐ（ｘｋ＋１∈Ｘｋ＋１ ｘｋ，ｕｋ）＝∫Ｘｋ＋１珓ｆ（ｘｋ，ｕｋ，ｘ′）ｄｘ′ （８）

其中，Ｘｋ＋１Ｘ是在时刻 ｋ、状态 ｘｋ的所有可能后续状
态ｘｋ＋１的集合，ｘｋ＋１∈Ｘｋ＋１．与奖赏值的表示类似，如果
根据策略 ｈ，从状态 ｘｋ迁移到下一个状态 ｘｋ＋１，则状态
转移概率函数亦可记为ｐｈ（ｘｋ＋１｜ｘｋ）．

相应的，在不确定环境下，在状态ｘｋ中采取动作ｕｋ
之后，转移到状态ｘｋ＋１，其奖赏值也对应的变为

珓ρ（ｘｋ，ｕ）＝ｐ（ｘｋ＋１ ｘｋ，ｕ）ｒｋ＋１ （９）
在不稳定环境中，状态ｘ服从分布·，根据策略 ｈ，从某
个起始状态ｘ０得到的折扣累计奖赏为

Ｒｈ（ｘ０）＝Ｅｘｋ＋１～珓ｆ（ｘｋ，ｈ（ｘｋ），·） ∑
∞

ｋ＝０
γｋ珓ρ（ｘｋ，ｈ（ｘｋ{ }）） （１０）

其中：Ｅ表示期望；ｈ（ｘｋ）表示根据策略 ｈ，在状态 ｘｋ下
采取的动作；珓ｆ是从状态ｘｋ迁移到状态 ｘｋ＋１的状态转移
概率函数；ｘｋ＋１～珓ｆ（ｘｋ，ｈ（ｘｋ），·）表示从分布·中抽取
下一个状态ｘｋ＋１．

因此，结合式（５）和式（８），可知不确定环境中的
Ｑｈ值计算的一般形式为
Ｑｈ（ｘ，ｕ）＝Ｅｘ′～珓ｆ（ｘ，ｈ（ｘ），·） 珓ρ（ｘ，ｈ（ｘ））＋γＱ

ｈ（ｘ′，ｕ{ }）

（１１）
其中，ｘ′是ｘ的后续状态．

不稳定环境还需要考虑奖赏值的不稳定，因此在计

算奖赏值的时候再乘以一个概率．这样，式（１１）的等式左
部分所表示的不稳定环境的奖赏值的计算相应的变为

珓ｒ（ｘ，ｕ）＝∫ＲＲｐｈ（ｒ｜ｘ，ｕ）ｒｄｒ （１２）

其中，ｐｈ（ｒ｜ｘ，ｕ）表示根据策略ｈ，在状态ｘ下，采取动作
ｕ，获得奖赏值ｒ的概率．

如果考虑所采取的动作也存在不确定性，即：ｈ所
对应的动作是可采取动作集合中的某一个，那么，在计

算Ｑｈ的时候也需要考虑采取某个动作的概率，这样，式
（１１）的等式右部分的计算相应的变为

Ｑｈ（ｘ′，ｕ）＝∫Ｕｐｈ（ｕ′｜ｘ′）Ｑｈ（ｘ′，ｕ′）ｄｕ′ （１３）

其中，Ｕ是所有可采取的动作集，ｐｈ（ｕ′｜ｘ′）是根据策略
ｈ在状态ｘ′下采取动作ｕ′的概率．

因此，可以得到不稳定环境中Ｑｈ的计算公式

Ｑｈ（ｘ，ｕ）＝∫ＲＲｐｈ（ｒ｜ｘ，ｕ）ｒｄｒ＋∫Ｕｐｈ（ｕ′｜ｘ′）Ｑｈ（ｘ′，ｕ′）ｄｕ′
（１４）

类似的，可以得到不稳定环境中Ｖｈ的计算方式

Ｖｈ（ｘ）＝∫ＲＲｐｈ（ｒ｜ｘ）ｒｄｒ＋∫ｐｈ（ｘ′｜ｘ）Ｖｈ（ｘ′）ｄｘ′
（１５）

在强化学习中，能够获得最大化期望回报的策略

称为最优策略ｈ，与之相对应的最优动作值函数为Ｑ

（ｘ，ｕ），最优状态值函数为 Ｖ（ｘ）．因此，对于任意策略
ｈ及状态动作对（ｘ，ｕ），都存在Ｑ（ｘ，ｕ）≥Ｑｈ（ｘ，ｕ）；对
于任意策略ｈ及状态都存在 Ｖ（ｘ）≥Ｖｈ（ｘ）．虽然一个
强化学习问题可能同时存在多个最优策略，但是其最

优动作值函数或最优状态值函数却是唯一的，其更新

方式如式（１６）和式（１７）所示

　Ｑ（ｘ，ｕ）＝∫ＲＲｐｈ（ｒ｜ｘ，ｕ）ｒｄｒ
＋γ∫Ｕｐｈ（ｕ′｜ｘ′）ｍａｘｕ′ Ｑｈ（ｘ′，ｕ′）ｄｕ′ （１６）

Ｖ（ｘ）＝∫ＲＲｐｈ（ｒ｜ｘ）ｒｄｒ＋γｍａｘ∫ｐｈ（ｘ′｜ｘ）Ｖ（ｘ′）ｄｘ′
（１７）

接下来，给出有界ＭＤＰ的定义．本文所讨论的ＭＤＰ
都是有界的，也是后续证明所需要满足的前提条件．

定义１（有界 ＭＤＰ）．假设 Ｘ和 Ｕ都是一个有限集
合，奖赏值函数 ρ有界，即 Ｒｍｉｎ≤ρ（ｘ，ｕ）≤Ｒｍａｘ，其中
Ｒｍｉｎ和Ｒｍａｘ是常数；设 β＝１／（１－γ），其中 γ∈（０，１）为
折扣因子，则在任意策略 ｈ下，对于ｘ∈Ｘ及（ｘ，ｕ）
∈Ｘ×Ｕ，βＲｍｉｎ≤Ｖ

ｈ（ｘ）≤βＲｍａｘ和βＲｍｉｎ≤Ｑ
ｈ（ｘ，ｕ）≤βＲｍａｘ

成立．
在不稳定环境下，假设 ｈ为某一策略，ｄｉｓＭ（·）为

某一ＭＤＰ中的状态的分布（用Ｍ表示该ＭＤＰ），则策略
ｈ在该“瞬时”ＭＤＰ下的性能指标可以表示为

９５２
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ＪｈＭ＝Ｅｘ～ｄｉｓＭ（·）｛Ｊ
ｈ
Ｍ（ｘ）｝ （１８）

其中ＪｈＭ（ｘ）的计算方式如式（１９）所示

ＪｈＭ（ｘ）＝｛∑
∞

ｋ＝０
γｋｒ（ｘｋ）｜ｘ０ ＝ｘ｝ （１９）

其中ｘｋ＋１～ｐ（·｜ｘｋ，ｈ（ｘｋ）），ｈ（ｘｋ）表示根据策略 ｈ在
ｘｋ下所采取的动作．假设所有与 Ａｇｅｎｔ交互的 ＭＤＰ都
服从分布ＰＭ（·），在不稳定环境下，目标从获得某一
ＭＤＰ下的最优策略转变为获取某一 ＭＤＰ分布 ＰＭ（·）
下的最优策略．式（２０）给出策略在分布ＰＭ（·）下的性
能指标

ＪｈＰＭ＝ＥＭ～ＰＭ｛Ｊ
ｈ
Ｍ｝ （２０）

接下来，讨论 ＭＤＰ的分布．在有模型的强化学习
中，我们可以使用模型参数的先验分布来表示．类似地，
我们使用ＭＤＰ分布来表示某一未知ＭＤＰ的不确定性，
对分布中的每个 ＭＤＰ，都可以使用强化学习的方法来
解决．我们将概率分布赋给整个ＭＤＰ集合，这样集合中
的每个ＭＤＰ都有一个概率．不失一般性，我们给出 ＰＭ
（·）的具体形式，并假设任意 ＭＤＰ都以某一概率被
采样．

假设１　假设ＰＭ（·）满足多项式分布，其中包含Ｋ
个可能的 ＭＤＰ，Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｋ，与之相对应的概率分别
为ｐ１，ｐ２，…，ｐｋ．因此，在 ｎ次采样中，假设 Ｍ１出现 ｎ１
次，Ｍ２出现ｎ２次，…，Ｍｋ出现ｎｋ次，则概率质量函数可
以表示为

ｐ（Ｍ１＝ｎ１，…，Ｍｋ＝ｎＫ）＝
ｎ！

ｎ１！…ｎＫ！
ｐｎ１１…ｐ

ｎＫ
Ｋ （２１）

３　基于公式集的策略搜索
　　在经典强化学习算法中，常常使用如ε－贪心策略
（εＧｒｅｅｄｙＰｏｌｉｃｙ）、Ｂｏｌｔｚｍａｎ探索策略等软策略（ＳｏｆｔＰｏｌｉ
ｃｙ）来解决学习过程中探索和利用的平衡问题．而事实
上，这些策略通常由某一个公式或者函数所决定，如Ｂｏｌｔ
ｚｍａｎ探索策略是基于动作值函数的．但是，在不稳定环
境中，对于任意“瞬时”ＭＤＰ，在交互过程中，无法根据有
限的样本信息求解最优值函数并有效地平衡探索和利

用，以获取较高的长期累计奖赏．本文根据Ｍｉｃｈａｅｌ等人
提出的小公式集的概念［７］，结合交互过程中的历史信息，

构造更加复杂的公式，利用复杂公式中所蕴含的启发式

信息指导动作选择，以加快求解最优策略的效率．
假设当前时刻为 ｋ，状态为 ｘｋ，轨迹样本为 Ｈｋ＝

｛ｘ０，ｕ０，ｒ１，ｘ１，ｕ１，ｒ２，ｘ２，…，ｘｋ－１，ｕｋ－１，ｒｋ，ｘｋ｝，所构造的
公式可以表示：Ｆ：Ｈ×Ｘ×Ｕ→ＲＲ，则该时刻的动作选择
策略可以表示为：ｈ（Ｈｋ，ｘｋ）＝ａｒｇｍａｘｕ∈ＵＦ（Ｈｋ，ｘｋ，ｕ）．令
Ｆ为公式空间，可以通过以下四种方式构造公式Ｆ：

①通过二元操作符构造 Ｆ：Ｆ＝Ｂ（Ｆ′，Ｆ″），其中 Ｂ
属于二元操作符集合Ｂ，Ｆ′，Ｆ″∈Ｆ．

②通过一元操作符构造Ｆ：Ｆ＝Ｕ（Ｆ′），其中Ｕ属于
一元操作符集合Ｕ，Ｆ′∈Ｆ．

③通过变量构造 Ｆ：Ｆ＝Ｖ，其中 Ｖ属于某一变量集
合Ｖ，Ｖ可以是状态值函数、动作值函数、奖赏函数等．

④通过常量构造Ｆ：Ｆ＝Ｃ，其中变量 Ｃ属于某一常
量集合Ｃ．

由于无法直接利用历史信息构造公式，因此，考虑

将历史信息提取为一组特征变量集合，Ｖ＝｛ρ（ｘｋ，ｕ），
Ｎ（ｘｋ，ｕ），Ｑ（ｘｋ，ｕ），Ｖ（ｘｋ），ｋ，γ

ｋ｝，其中Ｎ（ｘｋ，ｕ）是状态
动作对（ｘｋ，ｕ）出现的次数．另外，定义一组操作符集合

Ｂ＝｛＋，－，×，÷，ｍａｘ，ｍｉｎ｝和 Ｕ＝｛ （·槡 ），ｌｎ（·），
ａｂｓ（·）｝以及常数集合 Ｃ＝｛１，３，５，７｝．根据上述定

义，我们可以给出具体的公式，如 Ｆ＝ａｂｓ（
ρ（ｘｋ，ｕ）
Ｎ（ｘｋ，ｕ）

＋

ｌｎ（Ｑ（ｘｋ，ｕ））
３ ），并根据公式确定具体的动作选择策略，

如式（２２）所示
　　ｈＦ（Ｈｋ，ｘｋ）＝ａｒｇｍａｘｕ∈ＵＦ（ρ（ｘｋ，ｕ），Ｎ（ｘｋ，ｕ），

Ｑ（ｘｋ，ｕ），Ｖ（ｘｋ），ｋ，γ
ｋ） （２２）

其中ｈＦ表示根据公式Ｆ所确定的动作选择策略．
下面给出基于公式集的策略搜索算法（ｆｏｒｍｕｌａｓｅｔ

ｂａｓｅｄｐｏｌｉｃｙｓｅａｒｃｈ，ＦＳＰＳ），如算法１所示．

算法１　基于公式集的策略搜索算法———ＦＳＰＳ

输入：ＭＤＰ分布ＰＭ（·）以及公式集Ｆ

输出：带来最大 Ｊ^ｈＦＰＭ值的公式Ｆ，确定策略ｈ
Ｆ

１：　初始化：对于任意Ｆ∈Ｆ，^ＪｈＦＰＭ＝０，ＭＤＰ样本数目 Ｎ，最大搜索次

数Ｋｍａｘ
２：　ｆｏｒｉ＝１ｔｏ｜Ｆ｜ｄｏ
３：　　采样一组包含 Ｎ个 ＭＤＰ的样本集合，ＭＤＰ－Ｓｅｔ＝Ｓａｍｐｌｅ（ＰＭ

（·），Ｎ）
４：　　将当前公式Ｆｉ所确定的ｈＦｉ与每一个ＭＤＰ样本交互，^ＪｈＦｉＰＭ＝ｅｘ

ｅｃｕｔｅ（ｈＦｉ，ＭＤＰ－Ｓｅｔ），其中 Ｊ^ｈＦｉＰＭ是Ｊ
ｈＦｉＰＭ的近似值

５：　ｅｎｄｆｏｒ
６：　ｆｏｒｉ＝１ｔｏＫｍａｘｄｏ
７：　　采样一组包含 Ｎ个 ＭＤＰ的样本集合，ＭＤＰ－Ｓｅｔ＝Ｓａｍｐｌｅ（ＰＭ

（·），Ｎ）
８：　　初始化ｍａｘＦ为一个尽可能小的负值
９：　　ｆｏｒａｌｌＦ∈Ｆｄｏ
１０：　　　 得到公式Ｆ被选择的次数ｎＦ

１１：　　　 计算 Ｊ^ｈＦＰＭ＋
２ｌｎｉ
ｎ槡Ｆ

１２：　　　 ｉｆ^ＪｈＦＰＭ＋
２ｌｎｉ
ｎ槡Ｆ
＞ｍａｘＦｔｈｅｎ

１３：　　　　 ｍａｘＦ＝Ｊ^ｈＦＰＭ＋
２ｌｎｉ
ｎ槡Ｆ

１４：　　　　 Ｆｓｅｌ＝Ｆ
１５：　　　 ｅｎｄｉｆ

０６２
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１６：　　ｅｎｄｆｏｒ
１７：　　ｎＦｓｅｌ＝ｎＦｓｅｌ＋１

１８：　　将当前公式Ｆｓｅｌ所确定的ｈＦｓｅｌ与每一个ＭＤＰ样本交互，^ＪｈＦＰＭ＝

ｅｘｅｃｕｔｅ（ｈＦｓｅｌ，ＭＤＰ－Ｓｅｔ）
１９：　ｅｎｄｆｏｒ
２０：　ｒｅｔｕｒｎ带来最大 Ｊ^ＰＭ

ｈＦｓｅｌ值的公式Ｆｓｅｌ，确定策略ｈＦｓｅｌ

４　ＭＤＰ分布之间的距离
　　在介绍ＭＤＰ分布之间的距离之前，我们介绍一些
预备知识．首先给出度量的定义，如定义２所示．

定义２（度量）．定义在状态集合 Ｘ上的一个半度
量ｄ：Ｘ×Ｘ→［０，∞），对于ｘ′，ｘ″，ｘ∈Ｘ满足以下性
质：①ｘ′＝ｘ″ｄ（ｘ′，ｘ″）＝０；②ｄ（ｘ′，ｘ″）＝ｄ（ｘ″，ｘ′）；③ｄ
（ｘ′，ｘ）≤ｄ（ｘ′，ｘ″）＋ｄ（ｘ″，ｘ）．如果上述性质的逆命题
也成立，则被称作状态集Ｘ上的度量．

Ｇｉｖａｎ等人将自模拟关系引入ＭＤＰ并度量ＭＤＰ中状
态之间关系［１５］．简单而言，如果两个状态之间满足自模拟
关系，那么这两个状态应该共享相同的值函数以及最优动

作．接下来，给出自模拟关系的定义，如定义３所示．
定义３（自模拟）．若关系 ＥＸ×Ｘ是一个自模拟

关系，则对于任意ｘ′，ｘ″∈Ｘ，ｘ′Ｅｘ″满足以下性质：①对于
ｕ∈Ｕ，ρ（ｘ′，ｕ）＝ρ（ｘ″，ｕ）；②对于ｕ∈Ｕ，Ｃ∈Ｘ／

Ｅ，∑
ｔ∈Ｃ

Ｐｕｘ′（ｔ）＝∑
ｔ∈Ｃ
Ｐｕｘ″（ｔ）．

其中，Ｘ／Ｅ是状态集合Ｘ关于 Ｅ的等价集合．若两
个状态ｘ′，ｘ″∈Ｘ，满足自模拟关系，记作ｘ′～ｘ″．

由于自模拟关系太过于严格，对于任意满足自模

拟关系的两个状态，只要奖赏函数或者状态转移函数

发生微小的变化，都直接导致这两个状态不再满足自

模拟关系．但是实际上这两个状态依然非常类似，也应
该具有类似的值函数以及最优动作．Ｆｒｅｎｓ等人在自模
拟关系的基础上，利用 Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ距离，提出一种用于
度量两个状态之间距离的自模拟度量［１３］．两个概率分
布Ｐ和Ｑ的Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ距离Ｔｋ（ｄ）（Ｐ，Ｑ）可以用带约
束的线性规划描述为

Ｔｋ（ｄ）（Ｐ，Ｑ）＝ ｍａｘ
ｃｉ，ｉ＝１，…，｜Ｘ｜

∑
｜Ｘ｜

ｉ＝１
（Ｐ（ｘｉ）－Ｑ（ｘｉ））ｃｉ

服从：
ｉ，ｊ．ｃｉ－ｃｊ≤ｄ（ｘｉ，ｘｊ）

ｉ．０≤ｃｉ≤１
（２３）

其中，ｄ是状态集合Ｘ上的一个度量．
该线性规划等价于对偶线性规划

ｍｉｎ
ｌｋｊ，ｉ＝１，…，｜Ｘ｜，ｊ＝１，…，｜Ｘ｜

∑
｜Ｘ｜

ｋ，ｊ＝１
ｌｋｊｄ（ｘｋ，ｘｊ）

服从：

ｋ．∑
ｊ
ｌｋｊ＝Ｐ（ｘｋ）

ｊ．∑
ｋ
ｌｋｊ＝Ｐ（ｘｊ）

ｋ，ｊ．０≤ｌｋｊ≤１

通过其对偶形式，很容易求解 Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ距离，其计算
的时间复杂度是Ｏ（｜Ｘ｜２ｌｏｇ｜Ｘ｜）［１５］．

定理１　令Ｄ是定义在状态集Ｘ上的度量集合，且
度量 ｄ∈Ｄ．定义 Ｇ：Ｄ→Ｄ，Ｇ（ｄ）（ｘ′，ｘ″）＝ｍａｘ

ｕ∈Ｕ
（ＣＲｄａ

（ｘ′，ｘ″）＋ＣＰＴＫ（ｄ）（Ｐ
ｕ
ｘ′－Ｐ

ｕ
ｘ″）），其中，ｄｕ（ｘ′，ｘ

″）＝
｜珋ｒ（ｘ′，ｕ）－珋ｒ（ｘ″，ｕ）｜，珋ｒ（ｘ，ｕ）是状态动作对（ｘ，ｕ）下的
期望立即奖赏，ＣＲ＋ＣＰ≤１，则 Ｇ存在一个最小不动点
ｄ～，且ｄ～是一个自模拟度量．

Ｆｒｅｎｓ等人的相关研究工作［１５］证明了定理１的成
立．同时，Ｆｒｅｎｓ等人还证明了，在给定度量误差 ζ的情
况下，可以通过迭代计算逼近最优自模拟度量ｄ～，且需

要的迭代次数至少是
ｌｎζ
ｌｎＣＰ

．

接下来，给出两个ＭＤＰ之间距离的度量．
假设２　两个ＭＤＰ，Ｍ１和 Ｍ２，来自同一个分布 ＰＭ

（·），具有相同的状态集合Ｘ以及动作集合，奖赏函数
和状态转移函数不同，即 Ｍ１＝〈Ｘ，Ｕ，ｆ１，ρ１〉，Ｍ２＝〈Ｘ，
Ｕ，ｆ２，ρ２〉．

为了区分两个不同ＭＤＰ中的对应状态，分别用 ｘＭ１

和ｘＭ２表示．
定义４　假设两个ＭＤＰ，Ｍ１和Ｍ２，满足假设１的条

件，ｄ～是状态集上的一个自模拟度量．则两者之间的距
离 ｄＭ～ （Ｍ１，Ｍ２）可 以 表 示 为 ｄＭ～ （Ｍ１，Ｍ２） ＝
ＥｘＭ１～ＤｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ＤｉｓＭ２（·）ｄ（ｘ

Ｍ１，ｘＭ２）．
根据上述定义，给出计算两个 ＭＤＰ之间距离的算

法，如算法２所示．

算法２　ＭＤＰ之间距离度量

输入：两个ＭＤＰ：Ｍ１和Ｍ２
输出：Ｍ１和Ｍ２的距离ｄＭ～（Ｍ１，Ｍ２）

１：　初始化：对于任意ｉ，ｊ∈［１，｜Ｘ｜］，ｄ（ｘＭ１ｉ ，ｘＭ２ｊ ）＝０，初始化 Ｃｐ，ＣＲ
以及ζ

２：　ｆｏｒｋ＝１ｔｏｋ＞ ｌｎζ
ｌｎＣＰ

ｄｏ

３：　　ｆｏｒｉ＝１ｔｏ｜Ｘ｜ｄｏ
４：　　　ｆｏｒｇ＝１ｔｏ｜Ｘ｜ｄｏ
５：　　　　ｆｏｒｊ＝１ｔｏ｜Ｕ｜ｄｏ
６：　　　　　ＴＫ（ｄ）（ｆ（ｘＭ１ｉ ，ｕｊ，·），ｆ（ｘＭ２ｇ ，ｕｊ，·））
７：　　　　ｅｎｄｆｏｒ
８：　　　ｄ（ｘＭ１ｉ ，ｘＭ２ｇ ）＝ｍａｘｕ∈Ｕ｛ＣＲｄｕ（ｘ

Ｍ１
ｉ ，ｘＭ２ｇ ）＋ＣＰＴＫ（ｄ）

（ｆ（ｘＭ１ｉ ，ｕｊ，·），ｆ（ｘＭ２ｇ ，ｕｊ，·））｝
９：　　　ｅｎｄｆｏｒ
１０：　　ｅｎｄｆｏｒ
１１：　ｅｎｄｆｏｒ
１２：　ｒｅｔｕｒｎｄＭ～（Ｍ１，Ｍ２）＝ｍａｘｉ＝１，…，｜Ｘ｜ｄ（ｘＭ１ｉ ，ｘＭ２ｉ ）

在给出两个ＭＤＰ之间距离的基础之上，我们给出

１６２
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两个ＭＤＰ分布之间距离的定义．尽管这个距离并不是
一个度量，但是在两个 ＭＤＰ分布满足假设 １且其中
ＭＤＰ满足假设２的条件下，该距离依然可以有效地计
算并反映两个ＭＤＰ分布之间的远近关系．

定义５　假设两个 ＭＤＰ分布，ＰＭ１和 ＰＭ２，满足假设
１，且两个分布中的 ＭＤＰ满足假设２，则 ＰＭ１和 ＰＭ２之间
的距离ｄＰＭ～（ＰＭ１，ＰＭ２）可以表示为：
ｄＰＭ～（ＰＭ１，ＰＭ２）＝ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２｛ｄ

Ｍ
～（Ｍ１，Ｍ２）｝

＝ ∑
Ｍ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２

ｐ（Ｍ１）ｐ（Ｍ２）ｄ
Ｍ
～（Ｍ１，Ｍ２）

（２４）
其中ｐ（Ｍ１），ｐ（Ｍ２）分别是Ｍ１和Ｍ２在分布ＰＭ１和ＰＭ２中
的概率．

５　策略最优性边界
　　策略最优性边界主要衡量所求解策略与最优策略
之间的性能误差．在给出策略最优性边界之前，为了后
续证明的方便，给出一些符号的描述，如表１所示．

表１　一些符号的描述

符号 描述

Ｆ 公式集

ｈＦ 基于公式集所求解的最优策略

ｈ 策略空间中的最优策略

ＰＭ（·） ＭＤＰ分布

Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｎ 采样于某一ＭＤＰ分布的ｎ个ＭＤＰ样本

ＪｈＭ 策略ｈ在Ｍ中的性能指标

ＪｈＰＭ 策略ｈ在ＰＭ（·）中的性能指标

Ｊ^ｈＰＭ
ＪｈＰＭ的近似值，且 Ｊ^

ｈ
ＰＭ ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＪｈＭｉ，Ｊ

ｈ
ＰＭ ＝ＥＭ～ＰＭ

｛ＪｈＭ｝

　　引理１　对于任意τ∈（０，１）以及任意策略ｈ，至少

有１－τ的概率使得式 ｜^ＪｈＰＭ －Ｊ
ｈ
ＰＭ｜≤

Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ２
τ
２槡ｎ

成立．
证明　根据定义１、式（１８）以及 Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ不等式，

可得，

Ｐ（｜Ｊ^ｈＰＭ －Ｊ
ｈ
ＰＭ ｜≥ε）

＝Ｐ（｜１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ＪｈＭｉ －Ｊ

ｈ
ＰＭ ｜≥ε）

≤２ｅｘｐ（ －２ε２ｎ２

∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｒｍａｘ／（１－γ）－Ｒｍｉｎ／（１－γ））

２
）

＝２ｅｘｐ（－２ε
２ｎ（１－γ）２

（Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ）
２）

令 τ＝２ｅｘｐ（－２ε
２ｎ（１－γ）２

（Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ）
２ ），求解可得 ε＝

Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ（２／τ）
２槡 ｎ ．因此，对于任意τ∈（０，１），至少有

１－τ的概率使得式 ｜^ＪｈＭ －Ｊ
ｈ
Ｍ｜≤

Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ（２／τ）
２槡 ｎ

成立．
引理２　假设｜^Ｊｈ



ＰＭ －Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜＝δＰＭ（ｈ

，ｈ），则对于任意
τ∈（０，１）以及任意策略 ｈ，至少有１－τ的概率使得式

｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜≤

Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ（２／τ）
２槡 ｎ ＋δＰＭ（ｈ

，ｈ）成立．

证明　对｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜推导可得，

｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜

＝｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ

ＰＭ＋Ｊ^
ｈ

ＰＭ－Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜

≤｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ

ＰＭ｜＋｜^Ｊ
ｈ

ＰＭ－Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜

＝｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ

ＰＭ｜＋δＰＭ（ｈ
，ｈ）

再根据引理１，对于任意τ∈（０，１），至少有１－τ的

概率使｜Ｊｈ


ＰＭ －Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜≤

Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ（２／τ）
２槡 ｎ ＋δＰＭ（ｈ

，ｈ）

成立．
定理２　对于任意τ∈（０，１）以及任意策略ｈ，至少有

１－τ的概率使得式｜Ｊｈ


ＰＭ －Ｊ
ｈ
ＰＭ｜≤２

Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

２ｌｎ（２／τ）
槡 ｎ

＋δＰＭ（ｈ
，ｈ）成立．

证明　对｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ
ｈ
ＰＭ｜推导可得，

｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ
ｈ
ＰＭ｜

＝｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ
ＰＭ＋Ｊ^

ｈ
ＰＭ－Ｊ

ｈ
ＰＭ｜

≤｜Ｊｈ


ＰＭ－Ｊ^
ｈ
ＰＭ｜＋｜^Ｊ

ｈ
ＰＭ－Ｊ

ｈ
ＰＭ｜

再根据引理１以及引理２可得，可得对于任意 τ∈
（０，１），至少有 １－τ的概率使得 ｜Ｊｈ



ＰＭ －Ｊ
ｈ
ＰＭ ｜≤２

Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｎ２／τ
２ｌ槡 ｎ＋δＰＭ（ｈ

，ｈ）成立．

引理 ３　假设 ｄＰＭ～（ＰＭ１，ＰＭ２）＝θ，ＣＰ≤
１
１＋γ

，ＣＲ≤

ＣＰ
γ
，则｜Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜≤ θＣＲ

，｜Ｊｈ


ＰＭ１
－Ｊｈ



ＰＭ２
｜≤ θＣＲ

．

证明　根据式（１８）和式（２０）可知，
　　　ＪＰＭ１

ｈＦ ＝ＥＭ１～ＰＭ１｛Ｊ
ｈＦ
Ｍ１｝

＝ＥＭ１～ＰＭ１ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·）｛ＪＭ１
ｈＦ（ｘＭ１）｝

　　　ＪＰＭ２
ｈＦ ＝ＥＭ２～ＰＭ２｛ＪＭ２

ｈＦ｝

＝ＥＭ２～ＰＭ２ＥｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）｛ＪＭ２
ｈＦ（ｘＭ２）｝

因此，

｜Ｊｈ

Ｆ

ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜

＝｜ＥＭ１～ＰＭ１ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·）｛Ｊ
ｈＦ
Ｍ１（ｘ

Ｍ１）｝

２６２
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　－ＥＭ２～ＰＭ２ＥｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）｛Ｊ
ｈＦ
Ｍ２（ｘ

Ｍ２）｝｜
＝ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）｜Ｊ

ｈＦ
Ｍ１（ｘ

Ｍ１）－Ｊｈ

Ｆ

Ｍ２（ｘ
Ｍ２）｜

由式（１９）及Ｆｅｒｎｓ等人的研究工作［１３］，可得，

Ｊｈ

Ｆ

ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２

＝ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）
｜Ｅｕ～ｈＦ｛ρＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ）＋γ∑ｘ′∈ＸｆＭ１（ｘ
Ｍ１，ｕ，ｘ′）Ｖｈ


Ｆ（ｘ′）｝

－Ｅｕ～ｈＦ｛ρＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ）＋γ∑ｘ′∈ＸｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝｜

（２５）
很明显，式（２５）不大于所有动作集合中计算出的最大
值，即：

ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）
ｍａｘｕ∈Ｕ｜｛ρＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ）＋γ∑
ｘ′∈Ｘ
ｆＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝

－｛ρＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ）＋γ∑

ｘ′∈Ｘ
ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝｜

在式（２５）两端各乘以ＣＲ，可以得到，
ＣＲ Ｊ

ｈＦ
ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２

≤ＣＲＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）
ｍａｘｕ∈Ｕ｜｛ρＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ）＋γ∑
ｘ′∈Ｘ
ｆＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝

　－｛ρＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ）＋γ∑

ｘ′∈Ｘ
ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝｜

＝ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）
ｍａｘｕ∈Ｕ｜ＣＲ｛ρＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ）＋γ∑
ｘ′∈Ｘ
ｆＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝

　－ＣＲ｛ρＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ）＋γ∑

ｘ′∈Ｘ
ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝｜

整理不等式右边，可以得到

ＣＲ Ｊ
ｈＦ
ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２

≤ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）
ｍａｘｕ∈Ｕ｜ＣＲ｛ρＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ）－ρＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ）｝＋ＣＲ｛γ∑

ｘ′∈Ｘ

　ｆＭ１（ｘ
Ｍ１，ｕ，ｘ′）Ｖｈ


Ｆ（ｘ′）－γ∑

ｘ′∈Ｘ
ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝｜

由条件ＣＲ≤
ＣＰ
γ
可得到，

ＣＲ｜Ｊ
ｈＦ
ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜

≤ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）
ｍａｘｕ∈Ｕ｜ＣＲ｛ρＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ）－ρＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ）｝＋ＣＰ｛∑

ｘ′∈Ｘ

·ｆＭ１（ｘ
Ｍ１，ｕ，ｘ′）Ｖｈ


Ｆ（ｘ′）－∑

ｘ′∈Ｘ
ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）｝｜

根据式（２３）关于Ｔｋ（ｄ）（Ｐ，Ｑ）的定义
［１３］可以得到，

∑
ｘ′∈Ｘ
ｆＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）＝ＣＰＴＫ（ｄ～）（ｆＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ，ｘ′））

∑
ｘ′∈Ｘ
ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′）Ｖｈ

Ｆ（ｘ′）＝ＣＰＴＫ（ｄ～）（ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′））

将其代入上述不等式，可以得到，

ＣＲ｜Ｊ
ｈＦ
ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜

≤ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）

ｍａｘｕ∈Ｕ｜ＣＲ｛ρＭ１（ｘ
Ｍ１，ｕ）－ρＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ）｝＋ＣＰＴＫ（ｄ～）
·（（ｆＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ，ｘ′），ｆＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ，ｘ′））｜

≤ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（·），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）
ｍａｘｕ∈Ｕ｜ＣＲ｛ρＭ１（ｘ

Ｍ１，ｕ）－ρＭ２（ｘ
Ｍ２，ｕ）｝｜＋ｍａｘｕ∈Ｕ｜ＣＰ

·ＴＫ（ｄ～）（（ｆＭ１（ｘ
Ｍ１，ｕ，ｘ′），ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′））｜
由定理１可得，
ｄｕ（ｘ

Ｍ１，ｘＭ２）＝ｍａｘｕ∈ＵＣＲ｛ρＭ１（ｘ
Ｍ１，ｕ）－ρＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ）｝
将其代入上述不等式，可以得到，

ＣＲ｜ＪＰＭ１
ｈＦ －ＪＰＭ２

ｈＦ｜

≤ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２

ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（· ），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（· ）
ｍａｘｕ∈Ｕｄ～（ｘ

Ｍ１，ｘＭ２）＋ｍａｘｕ∈Ｕ｜ＣＰＴＫ（ｄ～）

·（（ｆＭ１（ｘ
Ｍ１，ｕ，ｘ′），ｆＭ２（ｘ

Ｍ２，ｕ，ｘ′））｜
由算法２第８步可知，

　　ｄ（ｘＭ１，ｘＭ２）＝ｍａｘｕ∈ＵＣＰＴＫ（ｄ）（（ｆ（ｘ
Ｍ１，ｕ，·），

ｆ（ｘＭ２，ｕ，·））
因此，

ＣＲ｜ＪＰＭ１
ｈＦ －ＪＰＭ２

ｈＦ｜

≤ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２

ＥｘＭ１～ｄｉｓＭ１（· ），ｘＭ２～ｄｉｓＭ２（·）ｄ～（ｘ
Ｍ１，ｘＭ２）

＝ＥＭ１～ＰＭ１，Ｍ２～ＰＭ２ｄ
Ｍ
～（Ｍ１，Ｍ２）

＝ｄ～
ＰＭ（ＰＭ１，ＰＭ２）

＝θ
故而，对于任意状态 ｘ∈Ｘ，都有式｜Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ１
（ｘ）－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２

·（ｘ）｜≤ θＣＲ
成立．

同理，我们可以扩展到最优策略ｈ中，即对于任意

状态ｘ∈Ｘ，｜Ｊｈ


ＰＭ１
（ｘ）－Ｊｈ



ＰＭ２
（ｘ）｜≤ θＣＲ

．

定理 ３　假设 ｄＰＭ～（ＰＭ１，ＰＭ２）＝θ，ＣＰ≤
１
１＋γ

，ＣＲ≤

ＣＰ
γ
，ｈＦ 是根据算法１在ＰＭ１（·）中所求得的最优策略．

对于任意 τ∈（０，１），至少有 １－τ的概率使得下式
成立，

｜Ｊｈ


ＰＭ２
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜≤２θＣＲ

＋２
Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ（２／τ）
２槡 ｎ ＋δＰＭ１（ｈ

，ｈ）

证明　对｜Ｊｈ


ＰＭ２
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜推导可得，

｜Ｊｈ


ＰＭ２
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜

＝｜（Ｊｈ


ＰＭ２
－Ｊｈ



ＰＭ１
）＋（Ｊｈ



ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ１
）＋（Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ１ －Ｊ
ｈＦ
ＰＭ２
）｜

≤｜Ｊｈ


ＰＭ２
－Ｊｈ



ＰＭ１
｜＋｜Ｊｈ



ＰＭ１
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ１
｜＋｜Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ１ －Ｊ
ｈＦ
ＰＭ２
｜

再根据定理２可得，
　　｜Ｊｈ



ＰＭ２
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜≤｜Ｊｈ



ＰＭ２
－Ｊｈ



ＰＭ１
｜＋｜Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ１ －Ｊ
ｈＦ
ＰＭ２
｜

＋２
Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ（２／τ）
２槡 ｎ ＋δＰＭ１（ｈ

，ｈＦ）

再根据引理３可得，可得对于任意 τ∈（０，１），至少

３６２
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有１－τ的概率使得 ｜Ｊｈ


ＰＭ２
－Ｊｈ


Ｆ

ＰＭ２
｜≤２θＣＲ

＋２
Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

２ｌｎ２
τ

槡ｎ ＋δＰＭ１（ｈ
，ｈＦ）成立．

根据定理３，我们可以发现策略ｈＦ 从ＰＭ１（·）迁移
到ＰＭ２（·）后，当ＭＤＰ样本足够大时，其性能主要依赖
于ＰＭ１（·）和ＰＭ２（·）之间的距离ｄ

ＰＭ
～（ＰＭ１，ＰＭ２）以及ｈ


Ｆ

在ＰＭ１（·）中的δＰＭ１（ｈ
，ｈＦ）．因此，如果当两个ＭＤＰ分

布足够接近时，我们可以直接将策略从一个 ＭＤＰ分布
直接迁移到另一个ＭＤＰ分布，实现策略的迁移，并保证
所迁移策略在新分布中具有较好的性能．另外，当我们
固定τ的值，

且令
２θ
ＣＲ
＋２
Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ
１－γ

ｌｎ２（２／τ）
２槡 ｎ ＋δＰＭ１（ｈ

，ｈＦ）＝σ时，

通过计算可得

ｎ＝
２ｌｎ（２

τ
）Ｃ２Ｒ（Ｒｍａｘ－Ｒｍｉｎ）

２

（ＣＲσ－ＣＲδＰＭ１（ｈ
，ｈＦ）－２θ）

２（１－γ）２
，

即至少以１－τ概率在采样ｎ次之后能够保证最优策略
ｈ和迁移策略ｈＦ 之间的性能误差在σ以内．

６　实验结果分析
　　马尔可夫链（ＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎ）是马尔可夫过程中的一
个特例．在马尔可夫链中，系统根据概率分布，可以从一
个状态变到另一个状态，也可以保持当前状态，马尔可夫

链是具有马尔可夫性质的随机变量的一个数列［１６］．
本文以ＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎ问题为实验平台验证算法所

求解策略的性能以及该策略被迁移后的最优性边界．
在该 ＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎ问题实验中，有两个 ＭＤＰ分布，ＰＭ１
以及ＰＭ２，一个具有状态｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５｝的状态集，以
及一个具有动作｛ｕ１，ｕ２｝的动作集．在任意状态下，采取
任意动作都有一定的概率转移到后续状态或者转移到

第一状态，例如，在状态 ｘ３下采取动作 ｕ１以８０％的概
率转移到状态ｘ４，反之转移到状态 ｘ１．当转移到状态 ｘ５
时，奖赏是９１，其他情况下，奖赏是１２．图１是在动作ｕ１
下的状态转移示意图．

在实验中，为了方便计算，假定转移概率以及奖赏值

分别服从均匀分布，即在区间［ａ，ｂ］上，随机变量ｘ的概率
密度函数为ｆ（ｘ）＝１／（ｂ－ａ），ａ≤ｘ≤ｂ．状态转移概率按照
均匀分布进行采样，分别构造ＭＤＰ分布ＰＭ１以及ＰＭ２，其中

ＰＭ１用于求解最优策略，而ＰＭ２用于迁移所学习的最优策略，
并测试所迁移策略的性能．在解决其他问题时，可以根据实
际情况设置为其他概率分布，如泊松分布（Ｐｏｉｓｓｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕ
ｔｉｏｎ）、高斯分布（Ｇａｕｓｓｉａｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）等．

在实验过程中，设定每个 ＭＤＰ分布包含２００个子
ＭＤＰ，即Ｋ＝２００；ＭＤＰ分布之间距离的阈值ζ＝０．０１，折扣
因子γ＝０．９，τ＝０．０１，ＣＲ＝０．３，ＣＰ＝０．７，ε贪心策略中ε＝
０．７；从ＭＤＰ分布中采样得到的子ＭＤＰ的数量默认是２００；
根据算法２，求解ＰＭ１和ＰＭ２之间的距离是３４．５４．

在不稳定ＭＤＰ环境下，包括贪心策略（ＧｒｅｅｄｙＰｏｌｉ
ｃｙ）、ε贪心策略或者模拟退火策略等在内的传统强化
学习无法很好地平衡算法执行过程中的探索和利用问

题．例如，贪心策略在算法执行过程中仅利用 Ａｇｅｎｔ已
经学习到的动作，不强调探索，因此有可能会错失更优

的动作；ε贪心策略虽然在利用已经学习到的动作时，
会随机进行动作的探索，但是由于这种探索方式是随

机的、盲目的，因此无法保证在任意ＭＤＰ下都能得到较
优的累计奖赏值．在稳定ＭＤＰ环境下，算法可以不需要
关注学习过程中所收集到的奖赏值，而关注是否能获

得最优策略，因此，算法可以利用 ε贪心策略进行动作
的探索；然而，在不稳定环境下，ε贪心策略的随机探索
行为可能带来较小累计奖赏值的动作，这一点是算法

应该尽量避免的．
首先，我们通过实验比较各策略在ＰＭ１和ＰＭ２中的性

能．表２给出在ＰＭ１和ＰＭ２下各策略在执行５０个时间步后
所能带来的累计奖赏值，其中ＰＭ１和ＰＭ２之间的距离是３４．
５４．从表 ２中可以看出，除了最优策略以外，｜３－

ρ（ｘ，ｕ槡 ）｜、｜ρ（ｘ，ｕ）－ Ｖ（ｘ，ｕ槡 ）｜以及｜ρ（ｘ，ｕ）－ｔ｜的累
计奖赏值较大，说明这些策略能带来较优的执行性能，而

贪心策略、贪心策略和随机策略（ＲａｎｄｏｍＰｏｌｉｃｙ）较差．从
表的右侧数据可以发现，将策略迁移到新的 ＭＤＰ分布

ＰＭ２时，｜３－ ρ（ｘ，ｕ槡 ）｜、｜ρ（ｘ，ｕ）－ Ｖ（ｘ，ｕ槡 ）｜以及｜ρ（ｘ，
ｕ）－ｔ｜所对应的策略仍然可以获得较大的累计奖赏，说
明这些策略迁移后，仍然可以具有较优的性能，而贪心策

略、ε贪心策略和随机策略依然效果不佳．
表２　ＰＭ１和ＰＭ２中策略性能比较

策略
性能

ＰＭ１ ＰＭ２

ＯｐｔｉｍａｌＰｏｌｉｃｙ ２９８．２８ ２９５．４７

｜３－ ρ（ｘ，ｕ槡 ）｜ １３６．３０ １３１．０６

｜ρ（ｘ，ｕ）－ Ｖ（ｘ，ｕ槡 ）｜ １３１．６２ １２６．５９

｜ρ（ｘ，ｕ）－ｔ｜ １２５．７８ １２７．０６

ＧｒｅｅｄｙＰｏｌｉｃｙ １０４．１３ １０４．４５

εＧｒｅｅｄｙＰｏｌｉｃｙ １０３．６８ １０２．１２

ＲａｎｄｏｍＰｏｌｉｃｙ １０４．２０ ９５．５４

４６２
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　　接着，我们通过实验比较各策略在不同 ＭＤＰ样本
数量下的性能．在实验中，我们设定ＭＤＰ样本的数量分
别是１０、２０、４０、８０、１５０以及２００．图２是在不同ＭＤＰ采
样情况下，与各策略的性能比较图．从图２中可以看出
在不同ＭＤＰ样本情况下，相比与贪心策略、ε贪心策略

以及随机策略，｜３－ ρ（ｘ，ｕ槡 ）｜对应的策略始终能够取

得较优的实验结果．同时，观察｜３－ ρ（ｘ，ｕ槡 ）｜在同

ＭＤＰ样本情况下累计奖赏值，可以发现｜３－ ρ（ｘ，ｕ槡 ）｜
的曲线相对是比较稳定的，这也是由于该策略能够较

好的平衡学习过程中的探索和利用问题．另外，相对于

基于值函数的动作选择策略，｜３－ ρ（ｘ，ｕ槡 ）｜更加容易
计算，这也可以在一定程度上，加快算法的执行速度．

最后，我们实验比较从原始ＭＤＰ分布ＰＭ１中所学习
到的最优策略迁移到目标ＭＤＰ分布ＰＭ２的最优性边界．
在本阶段的实验中，设置不同 ＭＤＰ样本数量下迁移策
略的最优性边界．图３给出不同 ＭＤＰ样本数量下迁移
策略的最优性边界，其中上图是迁移策略在 ＰＭ２下的最
优性边界，下图是在不同样本数量情况下，所迁移策略

在ＰＭ１下累计奖赏值与最优值的近似误差δＰＭ１（ｈ
，ｈＦ）．

从图３中可以发现，随着样本数量的增加，所迁移策略
在ＰＭ２最优性边界将逐渐收敛至一个相对稳定的值，同
时，在ＰＭ１中被迁移策略的最优性误差在前期震荡之
后，也逐渐收敛至一个稳定的值．另外，在实验过程中，
最优性边界大约是２８９．６３，策略在ＰＭ１的近似误差大约
是１５９．因此根据定理３，我们可以大约计算出，如果需
要达到该最优性边界，算法至少需要 ２０９９个 ＭＤＰ样
本，而从图３中可以看出，在ＭＤＰ的样本数量达到２１００
左右后，最优性边界逐渐趋向于一个稳定的值．

通过实验可以看出，两个具有相同状态空间和动

作空间分布的ＭＤＰ之间是可以进行最优策略迁移的，
在采样样本数量达到一定规模时，迁移之后策略的最

优性边界依赖于两个ＭＤＰ之间的距离以及所迁移策略
在原始的ＭＤＰ中的性能．这与本文相关的理论证明和
分析一致．实验结果表明，本文所提出的ＦＳＰＳ算法在解
决ＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎ问题时，所求解的策略具有较好的
性能．

７　结束语
　　本文主要针对传统强化学习算法无法求解非稳定
ＭＤＰ环境下的预测及控制问题，提出利用ＭＤＰ分布来描
述不稳定ＭＤＰ环境，并设计了一种基于公式集的策略搜
索算法．该算法在学习过程中搜集所获得历史样本信息，
并对其进行特征信息的提取，利用该特征信息构造不同

的用于动作选择的公式，最终利用策略搜索算法求解最

优公式，并证明基于该公式的最优策略的最优性边界．此
外，在自模拟度量方法的基础上，本文给出ＭＤＰ距离及
ＭＤＰ分布之间距离的定义，并给出ＭＤＰ分布之间距离的
计算方法．结合基于公式集的策略搜索算法所求得的最
优策略，将该策略在不同的 ＭＤＰ分布之间进行迁移，并
证明所迁移的最优策略在新的 ＭＤＰ分布中性能的最优
性边界主要依赖于两个ＭＤＰ分布之间的距离以及该策
略在原始ＭＤＰ分布中的性能．

然而，在计算两个ＭＤＰ分布之间距离时，算法所需
要的计算量很大．在实验中，我们发现当 ＭＤＰ分布中
ＭＤＰ的数量超过３００且每个 ＭＤＰ中状态的数量超过
５０之后，个人计算机难以计算两个 ＭＤＰ分布之间的距
离．本文提出的距离计算方法难以应用于大状态空间
和连续状态空间问题中．因此，下一步的工作就是考虑
研究更加高效、简洁的ＭＤＰ分布之间的距离计算方法．
另外，公式集中所构造的公式的优劣直接影响最终算

法所获得的最优策略，因此，更加合理地构造公式集也

是将来所要继续研究的问题．
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