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改进的投影孪生支持向量机

陈素根１，２，吴小俊１

（１．江南大学物联网工程学院，江苏无锡２１４１２２；２．安庆师范大学数学与计算科学学院，安徽安庆 ２４６１３３）

　　摘　要：　针对投影孪生支持向量机（ＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎＴｗｉｎＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＰＴＳＶＭ）在训练和求解过程中存在
的问题，提出了一类改进的投影孪生支持向量机（ＩｍｐｒｏｖｅｄＰＴＳＶＭ），简称为 ＩＰＴＳＶＭ．该文首先构造了改进的线性投
影孪生支持向量机，然后利用核技巧轻松将其推广到了非线性形式．本文的主要贡献有：（１）提出了投影孪生支持向
量机的新模型，克服了原始ＰＴＳＶＭ在训练之前需要求解两个逆矩阵的问题；（２）继承了传统ＳＶＭ（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａ
ｃｈｉｎｅ）的精髓，利用核技巧直接将线性ＩＰＴＳＶＭ推广到非线性形式；（３）引入了一个新的参数，可以调节模型的性能，
提高了ＩＰＴＳＶＭ的分类精度．实验结果表明，与ＰＴＳＶＭ算法相比较，ＩＰＴＳＶＭ不仅提高了分类精度，而且克服了ＰＴＳＶＭ
的一些不足．
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ｏｆＩＰＴＳＶＭ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｓｅｖｅｒａｌｄａｔａｓｅｔｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈａｔ，ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈＰＴＳＶＭ，ＩＰＴＳＶＭｎｏｔｏｎｌｙ
ｉｍｐｒｏｖｅｓｔｈｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙｂｕｔａｌｓｏｏｖｅｒｃｏｍｅｓｓｏｍｅｄｅｆｉｃｉｅｎｃｉｅｓｔｏａｃｅｒｔａｉｎｅｘｔｅｎｔ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｓｕｐｐｏｒｔｖｅｃｔｏｒｍａｃｈｉｎｅ；ｎｏｎｐａｒａｌｌｅｌｈｙｐｅｒｐｌａｎｅｓｕｐｐｏｒｔｖｅｃｔｏｒｍａｃｈｉｎｅ；ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｔｗｉｎｓｕｐｐｏｒｔｖｅｃｔｏｒ
ｍａｃｈｉｎｅ；ｐａｔｔｅｒｎｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ

１　引言

　　支持向量机（ＳＶＭ）是经典的分类算法之一［１］，因

为它具有坚实的理论基础和良好的泛化性能而得到广

泛应用［２，３］．传统的 ＳＶＭ算法在解决小样本、非线性和
高维模式问题中表现出了许多优势，但由于在训练过

程可能会求解大规模的逆矩阵问题，就会表现出训练

速度慢和效率低下等问题．为了解决这些问题，一方面，
诸多学者对如何设计高效的求解算法进行了深入研

究，取得了许多优秀研究成果，如 Ｃｈｕｎｋｉｎｇ算法［４］、分

解算法［５］和ＳＭＯ（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＭｉｎｉｍａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ（序列
最小优化算法））算法［６］等；另一方面，构建新型 ＳＶＭ
算法也逐渐引起了大家的关注，非平行平面支持向量

机算法就是代表性成果之一．最早开始研究非平行平
面支持向量机算法的是 Ｍａｎｇａｓａｒｉａｎ和 Ｗｉｌｄ，２００６年，
他们提出了广义特征值中心支持向量机算法（ＧＥＰＳ
ＶＭ，ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓＰｒｏｘｉｍａｌＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａ
ｃｈｉｎｅ）［７］来处理两类分类问题，对每一类训练样本构造
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一个分类超平面，将问题转化为求解两个规模较小的

广义特征值问题，开辟了新的分类和决策思路．２００７
年，Ｋｈｅｍｃｈａｎｄａｎｉ等人在 ＧＥＰＳＶＭ算法的基础上提出
了孪生支持向量机算法（ＴｗｉｎＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，
ＴＷＳＶＭ）［８］，ＴＷＳＶＭ将问题转化为求解两个规模较小
的二次规划（ＱＰ）问题，训练速度相当于传统ＳＶＭ的四
分之一．２０１１年，陈小波等人提出了投影孪生支持向量
机算法（ＰＴＳＶＭ）［９］，寻找两个最优的投影方向，使得本
类样本投影之后尽可能聚集在该类的投影中心周围，

同时它类样本投影之后尽可能远离该投影中心．于是，
诸多学者又纷纷提出了各种改进的投影孪生支持向量

机算法，如 ＲＰＴＳＶＭ（ＡＲｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎＦｏｒＴｈｅＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
ＴｗｉｎＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）［１０］、ＬＳＰＴＳＶＭ（ Ｌｅａｓｔ
ＳｑｕａｒｅｓＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎＴｗｉｎＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）［１１，１２］．从
此，非平行平面支持向量机算法得到了广泛和深入的

研究，其中代表性的成果有：ＴＢＳＶＭ（ＴｗｉｎＢｏｕｎｄｅｄＳｕｐ
ｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）［１３］，ＴＰＭＳＶＭ（ＴｗｉｎＰａｒａｍｅｔｒｉｃＭａｒ
ｇｉｎＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）［１４］，ＮＰＳＶＭ（Ｎｏｎｐａｒａｌｌｅｌ
ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）［１５］，Ｌ１ＮＰＳＶＭ

［１６］和 ＮＨＳＶＭ
（ＮｏｎｐａｒａｌｌｅｌＨｙｐｅｒｐｌａｎｅＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）［１７］等．
为了克服ＴＷＳＶＭ和ＴＢＳＶＭ存在需计算逆矩阵和对线
性与非线性问题分别构造不同模型的缺陷，田英杰等

人通过引入 ε不敏感损失函数构造了 ＮＰＳＶＭ和 Ｌ１
ＮＰＳＶＭ算法．然而，ＮＰＳＶＭ和Ｌ１ＮＰＳＶＭ模型的规模比
ＴＷＳＶＭ和ＴＢＳＶＭ要复杂．另外，丁世飞等人对非平行
平面支持向量机算法进行了综述［１８］．

虽然ＰＴＳＶＭ算法是非常优秀的非平行平面支持向
量机算法之一，但它依然有一些不足之处．首先，ＰＴＳＶＭ
算法在训练之前必须计算两个矩阵的逆矩阵，当矩阵

规模巨大时会增加模型的计算量．甚至在有些时候会
出现矩阵奇异的情况，往往会利用近似逆矩阵来代替，

导致解的不稳定性；其次，原始ＰＴＳＶＭ算法没有给出非
线性的形式．另外，在目前已有的非平行平面支持向量
机算法中，很多算法在构造非线性模型时采用构造两

个与线性模型不同的优化问题，没有继承传统 ＳＶＭ基
于核技巧推广到非线性模型的精髓．针对以上问题，受
ＮＰＳＶＭ和Ｌ１ＮＰＳＶＭ模型的启发，本文首先提出了改
进的投影孪生支持向量机的线性模型，简称为 ＩＰＴＳＶＭ
（ＩｍｐｒｏｖｅｄＰＴＳＶＭ），然后利用核技巧直接将其推广到
非线性形式．与ＰＴＳＶＭ算法或大多数已有的非平行平
面支持向量机算法相比较，ＩＰＴＳＶＭ算法有如下优点：
（１）在训练模型之前无需求解两个逆矩阵，回避了可能
的奇异和解不稳定的问题；（２）继承了传统 ＳＶＭ的精
髓，利用核技巧直接将线性模型推广到非线性模型，无

需对线性和非线性问题分别构造两个不同的优化模

型；（３）引入了一个新的参数，可以更好地调节模型的

性能，提高了ＩＰＴＳＶＭ算法的分类精度．最后，在人工数
据集和标准的ＵＣＩ分类数据集上验证了本文算法的有
效性．

２　投影孪生支持向量机
　　考虑二类分类问题，假设给定的训练集为

Ｔ＝｛（ｘ１，＋１），（ｘ２，＋１），…，（ｘｐ，＋１），
　　（ｘｐ＋１，－１），（ｘｐ＋２，－１），…（ｘｐ＋ｑ，－１）｝

（１）

其中：ｘｉ∈Ｒ
ｎ，ｉ＝１，２，…，ｐ＋ｑ．对于线性分类问题，ＰＴＳ

ＶＭ［９］寻找两个最优的投影方向 ｗ１和 ｗ２，使得本类训
练样本投影后聚集在本类投影中心的周围，同时它类

样本投影后尽可能分散．具体问题可归结为求解以下
两个二次规划问题：

ｍｉｎ
ｗ１，ξ－

１
２∑

ｐ

ｉ＝１
（ｗＴ１·ｘｉ－ｗ

Ｔ
１·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）

２＋Ｃ１∑
ｐ＋ｑ

ｋ＝ｐ＋１
ξｋ

ｓ．ｔ．ｗＴ１·ｘｋ－ｗ
Ｔ
１·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ＋ξｋ≥１，

　　　　ｋ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｐ＋ｑ
　ξｋ≥０，ｋ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｐ＋ｑ

（２）

ｍｉｎ
ｗ２，ξ＋

１
２∑

ｐ＋ｑ

ｉ＝ｐ＋１
（ｗＴ２·ｘｉ－ｗ

Ｔ
２·
１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ）

２＋Ｃ２∑
ｐ

ｋ＝１
ξｋ

ｓ．ｔ．ｗＴ２·ｘｋ－ｗ
Ｔ
２·
１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ＋ξｋ≥１，ｋ＝１，２，…，ｐ

　ξｋ≥０，ｋ＝１，２，…，ｐ
（３）

其中：Ｃ１＞０，Ｃ２＞０是惩罚参数，ξ＋ ＝（ξ１，ξ２，…，ξｐ）
Ｔ，

ξ－＝（ξｐ＋１，ξｐ＋２，…，ξｐ＋ｑ）
Ｔ，ξｋ是非负松弛变量．

为了求解优化问题式（２）和式（３），作者通过引入
拉格朗日函数并结合 ＫＫＴ（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ）条件，
将优化问题转化为其对偶形式：

　ｍｉｎ
α

１
２α

Ｔ（Ｂ－１ｐｅ２ｅ
Ｔ
１Ａ）Ｓ

－１
１ （Ｂ－

１
ｐｅ２ｅ

Ｔ
１Ａ）

Ｔα－ｅＴ２α

ｓ．ｔ．０≤α≤Ｃ１ｅ２ （４）

　ｍｉｎ
β

１
２β

Ｔ（Ａ－１ｑｅ１ｅ
Ｔ
２Ｂ）Ｓ

－１
２ （Ａ－

１
ｑｅ１ｅ

Ｔ
２Ｂ）

Ｔβ－ｅＴ１β

ｓ．ｔ．０≤β≤Ｃ２ｅ１ （５）
其中：α和β是拉格朗日乘子，ｅ１＝（１，１，…，１）

Ｔ∈Ｒｐ，
ｅ２＝（１，１，…，１）

Ｔ∈Ｒｑ，Ａ和 Ｂ分别表示正类训练样本
和负类训练样本的集合，Ｓ１和 Ｓ２分别表示类内协方差
矩阵，且：

　Ｓ１ ＝∑
ｐ

ｉ＝１
（ｘｉ－

１
ｐ·∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）（ｘｉ－

１
ｐ·∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）

Ｔ和

　Ｓ２ ＝∑
ｐ＋ｑ

ｉ＝ｐ＋１
（ｘｉ－

１
ｑ·∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ）（ｘｉ－

１
ｑ·∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ）

Ｔ

通过求解对偶问题式（４）和式（５），可以最终获得最优

９０４
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的投影方向ｗ１和ｗ２．对于新的测试样本ｘ∈Ｒ
ｎ，根据分

类规则式（６）将测试样本进行分类．
ｌａｂｅｌ（ｘ）＝ａｒｇｍｉｎ

ｉ＝１，２
｛ｄｉ｝ （６）

其中：ｄ１ ＝ ｗＴ１·ｘ－ｗ
Ｔ
１·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ，

ｄ２ ＝ ｗＴ２·ｘ－ｗ
Ｔ
２·
１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ．

３　改进的投影孪生支持向量机
　　ＰＴＳＶＭ是一类重要的非平行平面支持向量机，然
而，ＰＴＳＶＭ依然存在引言中所指出的一些问题．为此，
本文提出一类改进的投影孪生支持向量机，简称为

ＩＰＴＳＶＭ．
３．１　线性ＩＰＴＳＶＭ

对于给定的训练样本集式（１），线性 ＩＰＴＳＶＭ模型
求解如下两个优化问题：

ｍｉｎ
ｗ＋，ξ－，η＋，η＋

１
２‖ｗ＋‖

２＋Ｃ１∑
ｐ

ｉ＝１
（ηｉ＋η


ｉ）＋Ｃ２∑

ｐ＋ｑ

ｋ＝ｐ＋１
ξｋ

ｓ．ｔ．　ｗＴ＋·ｘｉ－ｗ
Ｔ
＋·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ≤ε＋ηｉ，ｉ＝１，２，…，ｐ

－（ｗＴ＋·ｘｉ－ｗ
Ｔ
＋·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）≤ε＋η


ｉ，ｉ＝１，２，…，ｐ

ｗＴ＋·ｘｋ－ｗ
Ｔ
＋·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ≥１－ξｋ，ｋ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｐ＋ｑ

ηｉ，η

ｉ ≥０，ξｋ≥０，ｉ＝１，２，…，ｐ；
ｋ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｐ＋ｑ （７）

与 ｍｉｎ
ｗ－，ξ＋，η－，η－

１
２‖ｗ－‖

２＋Ｃ３∑
ｐ＋ｑ

ｉ＝ｐ＋１
（ηｉ＋η


ｉ）＋Ｃ４∑

ｐ

ｋ＝１
ξｋ

　ｓ．ｔ．　ｗＴ－·ｘｉ－ｗ
Ｔ
＋·
１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ≤ε＋ηｉ，

　　ｉ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｐ＋ｑ

　 －（ｗＴ－·ｘｉ－ｗ
Ｔ
－·
１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ）≤ε＋η


ｉ，

　　ｉ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｐ＋ｑ

　 －（ｗＴ－·ｘｋ－ｗ
Ｔ
－·
１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ）≥１－ξｋ，ｋ＝１，２，…，ｐ

　ηｉ，η

ｉ≥０，ξｋ≥０，ｉ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｐ＋ｑ；ｋ＝１，２，…，ｐ

（８）
其中：Ｃｉ＞０，ｉ＝１，２，３，４是惩罚参数，ξ＋ ＝（ξ１，ξ２，…，
ξｐ），η＋＝（η１，η２，…，ηｐ），η


＋ ＝（η


１，η


２，…，η


ｐ），ξ－

＝（ξｐ＋１，ξｐ＋２，…，ξｐ＋ｑ），η－＝（ηｐ＋１，ηｐ＋２，…，ηｐ＋ｑ），
η－＝（η


ｐ＋１，η


ｐ＋２，…，η


ｐ＋ｑ），ξｋ，ηｉ，η


ｉ 是非负松弛变量，

ε是一个新引入正常数．
为了求解模型式（７）和式（８），我们引入拉格朗日

函数将问题转化为对偶问题．为此，对于模型式（７），构
造拉格朗日函数如下：

　Ｌ（ｗ＋，η＋，η

＋，ξ－，α＋，α


＋，β－，γ＋，γ


＋，λ－）

＝１２‖ｗ＋‖
２＋Ｃ１∑

ｐ

ｉ＝１
（ηｉ＋η


ｉ）＋Ｃ２∑

ｐ＋ｑ

ｋ＝ｐ＋１
ξｋ

＋∑
ｐ

ｉ＝１
αｉ（ｗ

Ｔ
＋·ｘｉ－ｗ

Ｔ
＋·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ－ε－ηｉ）

＋∑
ｐ

ｉ＝１
αｉ（－（ｗ

Ｔ
＋·ｘｉ－ｗ

Ｔ
＋·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）－ε－η


ｉ）

＋∑
ｐ＋ｑ

ｋ＝ｐ＋１
βｋ（１－ξｋ－ｗ

Ｔ
＋·ｘｋ＋ｗ

Ｔ
＋·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）

－∑
ｐ

ｉ＝１
γｉηｉ－∑

ｐ

ｉ＝１
γｉη


ｉ －∑

ｐ＋ｑ

ｋ＝ｐ＋１
λｋξｋ （９）

根据ＫＫＴ条件，可得：

　　 Ｌ
ｗ＋

＝ｗ＋＋∑
ｐ

ｉ＝１
（αｉ－α


ｉ）（ｘｉ－

１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）

－∑
ｐ＋ｑ

ｋ＝ｐ＋１
βｋ（ｘｋ－

１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）＝０ （１０）

　　 Ｌ
η＋

＝Ｃ１ｅ＋－α＋－γ＋＝０ （１１）

　　 Ｌ
η＋

＝Ｃ１ｅ＋－α

＋－γ


＋＝０ （１２）

　　 Ｌ
ξ－
＝Ｃ２ｅ－－β－－λ－＝０ （１３）

其中：ｅ＋＝（１，１，…，１）
Ｔ∈Ｒｐ，ｅ－ ＝（１，１，…，１）

Ｔ∈Ｒｑ，
α＋＝（α１，α２，…，αｐ）

Ｔ∈Ｒｐ，α＋ ＝（α

１，α


２，…，α


ｐ）

Ｔ∈
Ｒｐ，β－ ＝（βｐ＋１，βｐ＋２，…，βｐ＋ｑ）

Ｔ∈Ｒｑ，γ＋ ＝（γ１，γ２，…，
γｐ）

Ｔ∈Ｒｐ，γ＋ ＝（γ

１，γ


２，…，γ


ｐ）

Ｔ∈Ｒｐ，λ－ ＝（λｐ＋１，
λｐ＋２，…，λｐ＋ｑ）

Ｔ∈Ｒｑ．
因为γ＋≥０，γ


＋≥０，λ－≥０，根据式（１１），式（１２）

和式（１３），我们可以得到：
　０≤α＋≤Ｃ１ｅ＋，０≤α


＋≤Ｃ１ｅ＋，０≤β－≤Ｃ２ｅ－ （１４）

根据式（１０），我们可以得到：

ｗ＋＝∑
ｐ

ｉ＝１
（αｉ －αｉ）（ｘｉ－

１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）

　　 ＋∑
ｐ＋ｑ

ｋ＝ｐ＋１
βｋ（ｘｋ－

１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ）

（１５）

将式（１５）代入式（９），结合式（１１）～（１３），我们可以得
到模型式（８）的对偶问题如下：

ｍｉｎ
α＋，α＋，β－

１
２∑

ｐ

ｉ＝１
∑
ｐ

ｊ＝１
（αｉ －αｉ）（α


ｊ －αｊ）

·（（ｘｉ－
１
ｐ∑

ｐ

ｓ＝１
ｘｓ）·（ｘｊ－

１
ｐ∑

ｐ

ｓ＝１
ｘｓ））

－∑
ｐ

ｉ＝１
∑
ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
（αｉ －αｉ）βｊ（（ｘｉ－

１
ｐ∑

ｐ

ｓ＝１
ｘｓ）

·（ｘｊ－
１
ｐ∑

ｐ

ｓ＝１
ｘｓ））＋∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
βｊ

＋１２∑
ｐ＋ｑ

ｉ＝ｐ＋１
∑
ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
βｉβｊ（（ｘｉ－

１
ｐ∑

ｐ

ｓ＝１
ｘｓ）

０１４
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·（ｘｊ－
１
ｐ∑

ｐ

ｓ＝１
ｘｓ））－ε∑

ｐ

ｉ＝１
（αｉ ＋αｉ）

　　ｓ．ｔ．　０≤α＋≤Ｃ１ｅ＋，０≤α

＋≤Ｃ１ｅ＋，

０≤β－≤Ｃ２ｅ－ （１６）
为了表示方便，我们记：

Ａ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｐ）
Ｔ∈Ｒｐ×ｎ，Ｂ＝（ｘｐ＋１，ｘｐ＋２，…，ｘｐ＋ｑ）

Ｔ∈Ｒｑ×ｎ，

Ｈ＝Ａ－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ａ∈Ｒ

ｐ×ｎ，Ｇ＝Ｂ－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Ａ∈Ｒ

ｑ×ｎ，

珘π＝（α＋，α

＋，β－）∈Ｒ

（２ｐ＋ｑ），

珓ｆ＝（εｅ＋，εｅ＋，－ｅ－）∈Ｒ
（２ｐ＋ｑ），

珘Ｃ＝（Ｃ１ｅ＋，Ｃ１ｅ＋，Ｃ２ｅ－）∈Ｒ
（２ｐ＋ｑ），

珟Ｆ＝
－Ｈ
Ｈ









Ｇ
∈Ｒ（２ｐ＋ｑ）×ｎ，

珟Ｑ＝
ＨＨＴ －ＨＨＴ －ＨＧＴ

－ＨＨＴ ＨＨＴ ＨＧＴ

－ＧＨＴ ＧＨＴ ＧＧ









Ｔ

∈Ｒ（２ｐ＋ｑ）×（２ｐ＋ｑ）．

具体写出矩阵珟Ｑ的元素构成，如下：

ＨＨＴ＝（Ａ－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ａ）（Ａ－

１
ｐｅ＋ｅ

Ｔ
＋Ａ）

Ｔ

＝ＡＡＴ－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋ＡＡ

Ｔ－１ｐＡＡ
Ｔｅ＋ｅ

Ｔ
＋＋
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋ＡＡ

Ｔｅ＋ｅ
Ｔ
＋，

ＨＧＴ＝（Ａ－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ａ）（Ｂ－

１
ｐｅ－ｅ

Ｔ
＋Ａ）

Ｔ

＝ＡＢＴ－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋ＡＢ

Ｔ－１ｐＡＡ
Ｔｅ＋ｅ

Ｔ
－＋
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋ＡＡ

Ｔｅ＋ｅ
Ｔ
－，

ＧＨＴ＝（Ｂ－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Ａ）（Ａ－

１
ｐｅ＋ｅ

Ｔ
＋Ａ）

Ｔ

＝ＢＡＴ－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋ＡＡ

Ｔ－１ｐＢＡ
Ｔｅ＋ｅ

Ｔ
＋＋
１
ｐ２
ｅ－ｅ

Ｔ
＋ＡＡ

Ｔｅ＋ｅ
Ｔ
＋，

ＧＧＴ＝（Ｂ－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Ａ）（Ｂ－

１
ｐｅ－ｅ

Ｔ
＋Ａ）

Ｔ

＝ＢＢＴ－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋ＡＢ

Ｔ－１ｐＢＡ
Ｔｅ＋ｅ

Ｔ
－＋
１
ｐ２
ｅ－ｅ

Ｔ
＋ＡＡ

Ｔｅ＋ｅ
Ｔ
－．

于是，式（１５）和式（１６）分别转化为：
ｗ＋＝Ｈ

Ｔ（－α＋＋α

＋）＋Ｇ

Ｔβ－＝珘Ｆ
Ｔ珘π （１７）

ｍｉｎ
珘π

１
２
珘πＴ珟Ｑ珘π＋珓ｆＴ珘π

ｓ．ｔ．０≤珘π≤珟Ｃ （１８）
很明显，式（１８）与式（４）或式（５）具有完全一样的形式，
都可以利用 ＳＯＲ（（ＳｕｃｃｅｓｓｉｖｅＯｖｅｒｒｅｌａｘａｔｉｏｎ（超松弛求
解算法））［１３，１７］技巧来求解．类似地，模型式（９）的求解
及其对偶形式可以转化为：

ｗ－＝Ｒ
Ｔ（－α－＋α


－）－Ｓ

Ｔβ＋＝Ｆ^
Ｔπ^ （１９）

　ｍｉｎ^
π

１
２π^

ＴＱ^π^＋^ｆＴπ^

ｓ．ｔ．　０≤π^≤Ｃ^ （２０）

其中：Ｒ＝Ｂ－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｂ∈Ｒ

ｑ×ｎ，Ｓ＝Ａ－１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Ｂ∈Ｒ

ｐ×ｎ，

π^＝（α－，α

－，β＋）∈Ｒ

（２ｑ＋ｐ），^ｆ＝（εｅ－，εｅ－，－ｅ＋）∈Ｒ
（２ｑ＋ｐ），

Ｃ^＝（Ｃ３ｅ－，Ｃ３ｅ－，Ｃ４ｅ＋）∈Ｒ
（２ｑ＋ｐ），

Ｆ^＝
－Ｒ
Ｒ
－









Ｓ
∈Ｒ（２ｑ＋ｐ）×ｎ，

Ｑ^＝
ＲＲＴ －ＲＲＴ ＲＳＴ

－ＲＲＴ ＲＲＴ －ＲＳＴ

ＳＲＴ －ＳＲＴ ＳＳ









Ｔ

∈Ｒ（２ｑ＋ｐ）×（２ｑ＋ｐ）；

具体写出矩阵 Ｑ^的元素构成，如下：

ＲＲＴ＝（Ｂ－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｂ）（Ｂ－

１
ｑｅ－ｅ

Ｔ
－Ｂ）

＝ＢＢＴ－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－ＢＢ

Ｔ－１ｑＢＢ
Ｔｅ－ｅ

Ｔ
－＋
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－ＢＢ

Ｔｅ－ｅ
Ｔ
－，

ＲＳＴ＝（Ｂ－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｂ）（Ａ－

１
ｑｅ＋ｅ

Ｔ
－Ｂ）

Ｔ

＝ＢＡＴ－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－ＢＡ

Ｔ－１ｑＢＢ
Ｔｅ－ｅ

Ｔ
＋＋
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－ＢＢ

Ｔｅ－ｅ
Ｔ
＋，

ＳＲＴ＝（Ａ－１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Ｂ）（Ｂ－

１
ｑｅ－ｅ

Ｔ
－Ｂ）

Ｔ

＝ＡＢＴ－１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－ＢＢ

Ｔ－１ｑＡＢ
Ｔｅ－ｅ

Ｔ
－＋
１
ｑ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
－ＢＢ

Ｔｅ－ｅ
Ｔ
－，

ＳＳＴ＝（Ａ－１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Ｂ）（Ａ－

１
ｑｅ＋ｅ

Ｔ
－Ｂ）

Ｔ＝ＡＡＴ－１ｑｅ＋

　·ｅＴ－ＢＡ
Ｔ－１ｑＡＢ

Ｔｅ－ｅ
Ｔ
＋＋
１
ｑ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
－ＢＢ

Ｔｅ－ｅ
Ｔ
＋．

经上述分析，我们发现通过求解出优化问题式

（１８）和式（２０）之后，利用式（１７）和式（１９）式可以计算
出两个最优的投影方向ｗ＋和ｗ－．对于新的测试样本ｘ
∈Ｒｎ，利用式（２１）对其进行分类．

ｌａｂｅｌ（ｘ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｉ＝＋，－

｛ｄｉ｝ （２１）

其中：ｄ＋＝ ｗＴ＋·ｘ－ｗ
Ｔ
＋·
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
ｘｊ ＝ 珘πＴ·Ｕ＋ ，

ｄ－＝ ｗＴ－·ｘ－ｗ
Ｔ
－·
１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
ｘｊ ＝ π^Ｔ·Ｕ－ ，

Ｕ＋＝

－Ａｘ＋１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ａｘ＋

１
ｐＡＡ

Ｔｅ＋－
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋ＡＡ

Ｔｅ＋

Ａｘ－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ａｘ－

１
ｐＡＡ

Ｔｅ＋＋
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋ＡＡ

Ｔｅ＋

Ｂｘ－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Ａｘ－

１
ｐＢＡ

Ｔｅ＋＋
１
ｐ２
ｅ－ｅ

Ｔ
＋ＡＡ

Ｔｅ















＋

；

Ｕ－＝

－Ｂｘ＋１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｂｘ＋

１
ｑＢＢ

Ｔｅ－－
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－ＢＢ

Ｔｅ－

Ｂｘ－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｂｘ－

１
ｐＢＢ

Ｔｅ－＋
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－ＢＢ

Ｔｅ－

－Ａｘ＋１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Ｂｘ＋

１
ｑＡＢ

Ｔｅ－－
１
ｑ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
－ＢＢ

Ｔｅ















－

１１４
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综合上述分析，可得到定理１．
定理１　对于训练样本集式（１），线性 ＩＰＴＳＶＭ模

型式（７）和式（８）的对偶问题分别为模型式（１８）和式
（２０），最优投影方向ｗ＋和ｗ－分别由式（１７）和式（１９）
计算确定．对于新的测试样本 ｘ∈Ｒｎ，可以利用式（２１）
对其进行分类．
３．２　非线性ＩＰＴＳＶＭ

观察优化模型式（１８），式（２０）和决策函数式（２１），
我们发现，这里面的运算仅仅涉及到向量之间的内积，

容易利用核技巧推广到非线性情形．于是，对于非线性
分类问题，与ＴＷＳＶＭ［８］和 ＴＢＳＶＭ［１３］不同，我们不需要
重新构造两个新的优化问题．具体来说，我们引入核函
数Ｋ（ｘ，ｘ′）＝（Φ（ｘ）·Φ（ｘ′）），相应的变换为 ｘ ＝Φ
（ｘ），利用核技巧就可以直接将线性 ＩＰＴＳＶＭ模型推广
到非线性ＩＰＴＳＶＭ模型．对于寻找最优投影方向ｗ＋，可
以求解优化问题式（２２），并得到最优解式（２３）．

ｍｉｎ
珘π

１
２
珘πＴ珟Ｑ珘π ＋珓ｆＴ珘π

ｓ．ｔ．０≤珘π≤珟Ｃ
（２２）

ｗ＋＝珟Ｆ
Ｔ·珘π （２３）

其中：Ｈ ＝Φ（Ａ）－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Φ（Ａ），

Ｇ ＝Φ（Ｂ）－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Φ（Ａ），

珘π＝（α＋，α

＋，β－）∈Ｒ

（２ｐ＋ｑ），

珓ｆ＝（εｅ＋，εｅ＋，－ｅ－）∈Ｒ
（２ｐ＋ｑ），

珟Ｃ ＝（Ｃ１ｅ＋，Ｃ１ｅ＋，Ｃ２ｅ－）∈Ｒ
（２ｐ＋ｑ），

珟Ｆ ＝
－Ｈ

Ｈ

Ｇ











，

珟Ｑ ＝
ＨＨＴ －ＨＨＴ －ＨＧＴ

－ＨＨＴ ＨＨＴ ＨＧＴ

－ＧＨＴ ＧＨＴ ＧＧ









Ｔ

∈Ｒ（２ｐ＋ｑ）×（２ｐ＋ｑ），

具体写出矩阵珟Ｑ的元素构成，如下：

ＨＨＴ＝Ｋ（Ａ，ＡＴ）－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）

－１ｐＫ（Ａ，Ａ
Ｔ）ｅ＋ｅ

Ｔ
＋＋
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋ｅ
Ｔ
＋，

ＨＧＴ＝Ｋ（Ａ，ＢＴ）－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ｂ

Ｔ）

－１ｐＫ（Ａ，Ａ
Ｔ）ｅ＋ｅ

Ｔ
－＋
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋ｅ
Ｔ
－，

ＧＨＴ＝Ｋ（Ｂ，ＡＴ）－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）

－１ｐＫ（Ｂ，Ａ
Ｔ）ｅ＋ｅ

Ｔ
＋＋
１
ｐ２
ｅ－ｅ

Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋ｅ
Ｔ
＋，

ＧＧＴ＝Ｋ（Ｂ，ＢＴ）－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ｂ

Ｔ）

－１ｐＫ（Ｂ，Ａ
Ｔ）ｅ＋ｅ

Ｔ
－＋
１
ｐ２
ｅ－ｅ

Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋ｅ
Ｔ
－．

对于寻找最优投影方向 ｗ－，可以求解优化问题式
（２４），并得到最优解式（２５）．

ｍｉｎ
π^

１
２π^

ＴＱ^π^ ＋^ｆＴπ^

ｓ．ｔ．０≤π^≤Ｃ^
（２４）

ｗ－＝Ｆ^
Ｔ·π^ （２５）

其中：

Ｒ ＝Φ（Ｂ）－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Φ（Ｂ），

Ｓ ＝Φ（Ａ）－１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Φ（Ｂ），

π^ ＝（α－，α

－，β＋）∈Ｒ

（２ｑ＋ｐ），

ｆ^ ＝（εｅ－，εｅ－，－ｅ＋）∈Ｒ
（２ｑ＋ｐ），

Ｃ^ ＝（Ｃ３ｅ－，Ｃ３ｅ－，Ｃ４ｅ＋）∈Ｒ
（２ｑ＋ｐ），

Ｆ^ ＝
－Ｒ

Ｒ

－Ｓ











，

Ｑ^ ＝
ＲＲＴ －ＲＲＴ ＲＳＴ

－ＲＲＴ ＲＲＴ －ＲＳＴ

ＳＲＴ －ＳＲＴ ＳＳ









Ｔ

∈Ｒ（２ｑ＋ｐ）×（２ｑ＋ｐ），

具体写出矩阵 Ｑ^的元素构成，如下：

ＲＲＴ＝Ｋ（Ｂ，ＢＴ）－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）

－１ｑＫ（Ｂ，Ｂ
Ｔ）ｅ－ｅ

Ｔ
－＋
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－ｅ
Ｔ
－，

ＲＳＴ＝Ｋ（Ｂ，ＡＴ）－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ａ

Ｔ）

－１ｑＫ（Ｂ，Ｂ
Ｔ）ｅ－ｅ

Ｔ
＋＋
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－ｅ
Ｔ
＋，

ＳＲＴ＝Ｋ（Ａ，ＢＴ）－１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）

－１ｑＫ（Ａ，Ｂ
Ｔ）ｅ－ｅ

Ｔ
－＋
１
ｑ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－ｅ
Ｔ
－，

ＳＳＴ＝Ｋ（Ａ，ＡＴ）－１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ａ

Ｔ）

－１ｑＫ（Ａ，Ｂ
Ｔ）ｅ－ｅ

Ｔ
＋＋
１
ｑ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－ｅ
Ｔ
＋．

于是，通过求解优化问题式（２２）和式（２４），并利用
式（２３）和式（２５）分别可以计算出两个最优的投影方向
ｗ＋和ｗ


－．此时，对于新的测试样本 ｘ∈Ｒ

ｎ，将其利用非

线性映射映射到高维空间，得到 Φ（ｘ），利用式（２６）对
其进行分类．

ｌａｂｅｌ（ｘ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｉ＝＋，－

｛ｄｉ｝ （２６）
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其中：

ｄ＋ ＝ ｗＴ＋·（Φ（ｘ）－
１
ｐ∑

ｐ

ｊ＝１
Φ（ｘｊ））

　 ＝ 珘πＴ·Ｕ＋ ；ｄ

－ ＝ ｗＴ－·（Φ（ｘ）－

１
ｑ∑

ｐ＋ｑ

ｊ＝ｐ＋１
Φ（ｘｊ）） ＝ π^Ｔ·Ｕ－ ，

Ｕ＋ ＝

－Ｋ（Ａ，ｘ）＋１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ｋ（Ａ，ｘ）＋

１
ｐＫ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋－
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋

Ｋ（Ａ，ｘ）－１ｐｅ＋ｅ
Ｔ
＋Ｋ（Ａ，ｘ）－

１
ｐＫ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋＋
１
ｐ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ＋

Ｋ（Ｂ，ｘ）－１ｐｅ－ｅ
Ｔ
＋Ｋ（Ａ，ｘ）－

１
ｐＫ（Ｂ，Ａ

Ｔ）ｅ＋＋
１
ｐ２
ｅ－ｅ

Ｔ
＋Ｋ（Ａ，Ａ

Ｔ）ｅ















＋

，

Ｕ－ ＝

－Ｋ（Ｂ，ｘ）＋１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｋ（Ｂ，ｘ）＋

１
ｑＫ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－－
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－

Ｋ（Ｂ，ｘ）－１ｑｅ－ｅ
Ｔ
－Ｋ（Ｂ，ｘ）－

１
ｐＫ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－＋
１
ｑ２
ｅ－ｅ

Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ－

－Ｋ（Ａ，ｘ）＋１ｑｅ＋ｅ
Ｔ
－Ｋ（Ｂ，ｘ）＋

１
ｑＫ（Ａ，Ｂ

Ｔ）ｅ－－
１
ｑ２
ｅ＋ｅ

Ｔ
－Ｋ（Ｂ，Ｂ

Ｔ）ｅ















－

．

　　综合上述分析，可得到定理２．
定理２　对于训练样本集式（１），选定合适的核函

数Ｋ，非线性 ＩＰＴＳＶＭ模型的对偶问题分别为模型式
（２２）和式（２４），最优投影方向ｗ＋和 ｗ


－分别由式（２３）

和式（２５）计算确定．对于新的测试样本 ｘ∈Ｒｎ，可以利
用式（２６）对其进行分类．

仔细分析非线性 ＩＰＴＳＶＭ模型，我们可以发现，当
选择核函数为线性核函数时，非线性 ＩＰＴＳＶＭ模型式
（２２）和式（２４）等价于线性 ＰＴＳＶＭ模型式（１８）和式
（２０）．总结上述过程，我们给出ＩＰＴＳＶＭ算法如下：

算法１　改进的投影孪生支持向量机算法（ＩＰＴＳＶＭ算法）

输入：训练样本集及相关参数；输出：分类精度及均方差．
Ｓｔｅｐ１给定训练样本集式（１）；
Ｓｔｅｐ２选定合适的核函数Ｋ和参数ε＞０，通过１０－折交叉验证选择合

适的参数Ｃｉ＞０，ｉ＝１，２，３，４；
Ｓｔｅｐ３构造优化模型式（２２）和式（２４），利用式（２３）和式（２５）分别求

解最优的投影方向ｗ＋和ｗ－；
Ｓｔｅｐ４利用决策函数式（２６）进行分类．

３．３　ＩＰＴＳＶＭ算法优缺点分析
综上可知，针对两类分类问题，我们提出了 ＩＰＴＳ

ＶＭ算法．ＩＰＴＳＶＭ算法作为ＰＴＳＶＭ算法的一种改进算
法，与经典的非平行平面支持向量机算法（如：ＴＷＳＶＭ、
ＴＢＳＶＭ等）相比较而言，它具有一定的优势，也具有一
些不足．具体来说，有如下几个方面：

（１）原始ＰＴＳＶＭ［９］仅仅给出了线性ＰＴＳＶＭ算法，并
没有给出非线性模型．ＲＰＴＳＶＭ［１０］通过引入正则项，实现
了对ＰＴＳＶＭ算法的改进，同时给出了非线性形式．然而，
在文献［１０］中线性ＲＰＴＳＶＭ和非线性ＲＰＴＳＶＭ是通过

构造两个不同的优化问题来实现的，这样的问题同样出

现在ＴＷＳＶＭ和ＴＢＳＶＭ中．也就是说，当核函数选取为
线性核时，非线性ＴＷＳＶＭ、ＴＢＳＶＭ和ＲＰＴＳＶＭ都不等价
于它们的线性模型．然而，我们所提出的ＩＰＴＳＶＭ算法当
核函数选取为线性核时，非线性 ＩＰＴＳＶＭ模型是与线性
ＩＰＴＳＶＭ等价的，因为我们的模型只需要构造线性形式，
然后可以利用核技巧轻松推广到非线性情形，这真正意

义上继承了传统ＳＶＭ的精髓；（２）在上述非平行平面支
持向量机算法中，它们的求解过程中很多时候都需要在

训练之前计算两个逆矩阵，这些逆矩阵甚至可能会出现

奇异的情形．这将带来两个方面的问题：（ａ）当出现矩阵
奇异的情况下，往往通过增加小的扰动实现近似求解，但

这会导致解的不稳定性；（ｂ）当训练样本集规模较大时，
求解逆矩阵会消耗很长的时间．ＲＰＴＳＶＭ算法通过引入
正则项虽然克服了ＰＴＳＶＭ算法中可能出现的第一个问
题，但依然存在第二个问题．然而，我们的ＩＰＴＳＶＭ算法，
在求解过程中不需要求解任何逆矩阵，不会出现上述两

个问题；（３）我们所提出的ＩＰＴＳＶＭ算法中引入了一个
新的参数ε＞０，实际上相当于利用ε不敏感损失函数代
替原始ＰＴＳＶＭ模型中的Ｌ２损失函数．实验发现，适当选
取参数ε的取值，可以提高模型的分类精度．当然，如何
选取最优的参数ε仍是个需要进一步研究的问题；（４）
从算法计算复杂度的角度进行考虑，我们提出的ＩＰＴＳＶＭ
算法的优势并不明显．事实上，假设我们的训练样本集中
有ｌ个训练样本，而且ｐ≈ｑ≈０．５ｌ．在这种情形下，当利用
ＳＯＲ技术求解ＴＢＳＶＭ、ＰＴＳＶＭ、ＲＰＴＳＶＭ和ＩＰＴＳＶＭ算法
时，我们的提出的 ＩＰＴＳＶＭ的计算复杂度大致为：２×迭
代次数×Ο（１．５ｌ）．然而，ＴＢＳＶＭ、ＰＴＳＶＭ和ＲＰＴＳＶＭ算
法的计算复杂度大致为：２×Ο（ｌ３）＋２×迭代次数 ×Ο
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（０．５ｌ），其中Ο（ｌ３）为求解逆矩阵所消耗的时间．因为逆
矩阵的计算可以在训练之前完成，如果不考虑这个计算

时间的话，那么我们的算法就相对要慢一点；如果将计算

逆矩阵的时间考虑在内的话，我们的算法与上述算法效

率差不多．由于ＩＰＴＳＶＭ模型式（２２）和式（２４）二次规划
问题的规模比ＴＢＳＶＭ、ＰＴＳＶＭ和ＲＰＴＳＶＭ的要大，导致
求解相对耗时，特别是对大规模数据集表现更为明显．这
也是我们算法一个不足之处，所以寻求更有效的求解算

法也是有待深入研究的问题之一．

４　实验结果与分析

　　为了验证ＩＰＴＳＶＭ算法的有效性，分别在人工数据
集Ｒｉｐｌｅｙ［１９］和７个两类分类 ＵＣＩ数据集上［２０］进行实

验，并分别与 ＴＢＳＶＭ、ＰＴＳＶＭ和 ＲＰＴＳＶＭ方法进行对
比．所有实验均以 ＭａｔｌａｂＲ２０１３ａ为实验环境，以 Ｉｎｔｅｌ
Ｐ４（３４０ＧＨｚ）处理器、４ＧＢ内存的 ＰＣ为硬件平台．在
实验过程中，使用逐次超松弛技术（ＳＯＲ）［１３，１７］来求解
各算法中的ＱＰ（ＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ（二次规划））问
题．对于非线性情形，选择 ＲＢＦ（ＲａｄｉａｌＢａｓｉｓＦｕｎｃｔｉｏｎ

（径向基函数））核 Ｋ（ｘ，ｙ）＝ｅ－μ·‖ｘ－ｙ‖
２

为核函数，其中

μ为核参数．在我们的实验过程中，均采用１０－折交叉
验证方法为各算法选择最优参数．除了 ＩＰＴＳＶＭ算法中
的参数ε在｛０．０５，０．１０，０．１５，０．２０，０．２５，０．３０，０．３５，
０．４０，０．４５，０．５０｝中选取以外，其它的参数选取范围均
为｛２ｉ｜ｉ＝－８，－７，…，７，８｝．在所有参数选定之后，每
个实验重复进行１０次，记录平均实验结果和均方差．

对于人工数据集上的实验，我们选择了Ｒｉｐｌｅｙ数据
集进行验证．Ｒｉｐｌｅｙ数据集含有２５０个训练样本和１０００
个测试样本，在这个数据集上，我们分别研究了ＩＰＴＳＶＭ
算法的性能以及参数ε对ＩＰＴＳＶＭ算法性能的影响．表１
给出了非线性情形下ＩＰＴＳＶＭ算法与ＴＢＳＶＭ、ＰＴＳＶＭ和
ＲＰＴＳＶＭ算法性能上的比较，分别给出了训练精度和测
试精度．从表１中发现，我们的 ＩＰＴＳＶＭ算法取得了相
对较好的训练精度和测试精度．图１描述了参数 ε对
ＩＰＴＳＶＭ算法性能的调节作用．图１中的曲线变化说明
了参数ε对 ＩＰＴＳＶＭ算法性能的调节作用，因此，选择
合适的参数ε可以提升 ＩＰＴＳＶＭ算法的性能．对于 ＵＣＩ
数据集上的实验，我们选择了Ａｕｓｔｒａｌｉａｎ、Ｈｏｕｓｅｖｏｔｅｓ、

表１　非线性ＩＰＴＳＶＭ与几种算法在Ｒｉｐｌｅｙ数据集上性能比较

数据集

ＴＢＳＶＭ ＰＴＳＶＭ ＲＰＴＳＶＭ ＩＰＴＳＶＭ

训练精度±方差（％）
测试精度（％）

训练精度±方差（％）
测试精度（％）

训练精度±方差（％）
测试精度（％）

训练精度±方差（％）
测试精度（％）

Ｒｉｐｌｅｙ
８８．４０±５．８０
８５．１０

８８．４０±７．４１
８４．５０

８８．８０±４．１３
８５．２０

８９．２０±６．８１
８５．５０

表２　线性ＩＰＴＳＶＭ与几种算法在两类分类ＵＣＩ数据集上性能比较

数据集

ＴＢＳＶＭ ＰＴＳＶＭ ＲＰＴＳＶＭ ＩＰＴＳＶＭ

精度±方差（％）
时间（ｓ）／ｐ值

精度±方差（％）
时间（ｓ）／ｐ值

精度±方差（％）
时间（ｓ）／ｐ值

精度±方差（％）
时间（ｓ）

Ａｕｓｔｒａｌｉａｎ（６９０×１４）
８６．１０±４．５５
０．２３０８／０．００７８

８６．８１±２．９６
０．２３９６／０．２６９０

８６．６７±３．９１
０．７０４４／０．５７５２

８７．１０±３．４５
１．１９６６

Ｈｏｕｓｅｖｏｔｅｓ（４３５×１６）
９５．４７±３．２１
０．０７３４／０．２２６６

９５．１７±１．５０
０．０５６２／０．３６２０

９５．５６±３．２５
０．０５７０／０．００２６

９５．６４±２．９６
０．１４３５

Ｈｅａｒｔｃ（３０３×１４）
８５．１３±５．０７
０．０５２７／０．３４８６

８４．５０±４．２２
０．０５８５／０．０２７９

８５．３６±４．２６
０．０５１８／０．０７０７

８５．１６±５．２０
０．０８１９

ＨｅａｒｔＳｔａｔｌｏｇ（２７０×１３）
８４．８１±４．７７
０．０４７２／０．００１８

８３．７０±４．７９
０．０６１５／０．２４６３

８５．１９±４．６２
０．０６２０／０．０７１４

８５．１９±４．７２
０．０７５２

Ｍｏｎｋ３（４３２×７）
８４．９１±３．９６
０．０６５８／０．００６６

８３．８８±４．５３
０．０４３３／０．００６４

８３．９７±５．７５
０．０６０２／０．０３８３

８４．３３±５．３２
０．０９１６

Ｓｏｎａｒ（２０８×６０）
８０．１３±４．２８
０．０５７９／０．９８９０

７９．３３±４．９６
０．０５３２／０．００９０

８０．５４±５．２６
０．０３５５／０．６９１８

８０．３３±６．００
０．０４５３

Ｓｐｅｃｔ（２６７×４４）
８０．１９±６．２１
０．０５２７／０．０３０３

８０．１６±５．９７
０．０７２０／０．０１５０

８０．３３±５．４６
０．０３８６／０．３０３０

８０．４６±５．８９
０．０８１０

平均精度 ８５．２５±４．５８ ８４．８０±４．１０ ８５．３７±４．６４ ８５．４６±４．７９

ＷＴＬ ６－０－１ ７－０－０ ４－１－２
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表３　非线性ＩＰＴＳＶＭ与几种算法在两类分类ＵＣＩ数据集上性能比较

数据集

ＴＢＳＶＭ ＰＴＳＶＭ ＲＰＴＳＶＭ ＩＰＴＳＶＭ

精度±方差（％）
时间（ｓ）／ｐ值

精度±方差（％）
时间（ｓ）／ｐ值

精度±方差（％）
时间（ｓ）／ｐ值

精度±方差（％）
时间（ｓ）

Ａｕｓｔｒａｌｉａｎ（６９０×１４）
８６．９６±４．２７
０．６７３５／０．００７６

８６．８１±２．６８
０．１８０５／０．０２１１

８７．１０±２．８４
０．７０５７／０．００２９

８７．２５±３．５４
２．４６１７

Ｈｏｕｓｅｖｏｔｅｓ（４３５×１６）
９５．８７±３．１７
０．０４９８／０．００２３

９５．４０±１．８２
０．０８７３／０．０３９０

９５．８７±２．５８
０．０６００／０．００５１

９６．０９±２．２９
１．１９０８

Ｈｅａｒｔｃ（３０３×１４）
８５．１３±２．４７
０．０５４４／０．００２３

８４．８１±４．０１
０．０４０３／０．００４５

８５．１９±４．１５
０．０７５９／０．６９５９

８５．１９±３．７３
０．０７０１

ＨｅａｒｔＳｔａｔｌｏｇ（２７０×１３）
８４．４４±３．０８
０．０３４２／０．０１６５

８４．４８±２．６２
０．０２８９／０．８７５２

８４．８１±５．９１
０．０８６８／０．７０５２

８５．５６±４．４８０．０８５２

Ｍｏｎｋ３（４３２×７）
９８．２６±１．３２
０．１０９５／０．００３３

９８．０６±３．１３
０．０５９０／０．００２９

９８．１４±３．０６
０．１４３４／０．００５９

９８．２３±３．０１
０．１６７２

Ｓｏｎａｒ（２０８×６０）
８９．２６±７．１９
０．０２１５／０．２２１７

８８．９４±７．６４
０．０１３１／０．００１３

９０．３８±７．２５
０．０１６２／０．０５３６

８９．６２±６．２０
０．０２６６

Ｓｐｅｃｔ（２６７×４４）
８２．３７±５．９１
０．０１６２／０．０４３０

８２．２５±４．５２
０．０２５６／０．５６４３

８２．８５±５．９８
０．０１３８／０．００２１

８２．６４±５．２２
０．０６０３

平均精度 ８８．９０±３．９２ ８８．６７±３．７７ ８９．１９±４．５４ ８９．２３±４．０７

ＷＴＬ ６－０－１ ７－０－０ ４－１－２

Ｈｅａｒｔｃ、ＨｅａｒｔＳｔａｔｌｏｇ、Ｍｏｎｋ３、Ｓｏｎａｒ和 Ｓｐｅｃｔ这７个数据
集进行验证．表２和表３分别给出了４种算法在线性和
非线性情形下的１０折交叉验证结果和训练时间．为了
更好的体现算法的优越性，在表１～表３中，我们用黑
体数字代表特定数据集下获得的最高分类精度．同时，
我们在表２和表３的倒数第２行给出了所有算法的平
均分类精度，在最后一行用“ＷＴＬ”（ｗｉｎｔｉｅｌｏｓｓ）比较
了ＩＰＴＳＶＭ算法与其它算法的性能．为了比较我们所提
出的方法与已有方法的显著性差异，我们采用配对ｔ检
验方法，将显著性水平设置为００５，表２和表３中的有
很多小于０．０５的ｐ值，进一步说明了我们的方法与已

有方法的差异性．总而言之，实验结果说明了 ＩＰＴＳＶＭ
算法在绝大部分数据上都取得了比 ＰＴＳＶＭ算法较好
的实验结果，所以我们的算法确实比 ＰＴＳＶＭ算法有一
定的改进．同时，ＩＰＴＳＶＭ算法在大多数数据集上也取
得的与ＲＰＴＳＶＭ相当或者较好的效果．稍微不足的是，
我们ＩＰＴＳＶＭ算法的训练时间要相对长一点．

５　结论
　　本文针对投影孪生支持向量机（ＰＴＳＶＭ）算法在训
练和求解过程中存在的一些问题，提出了一种改进的

投影孪生支持向量机（ＩｍｐｒｏｖｅｄＰＴＳＶＭ，ＩＰＴＳＶＭ）算法．
与ＰＴＳＶＭ算法相比较，本文的主要贡献在于：首先，提
出了 ＩＰＴＳＶＭ新模型，克服了原始 ＰＴＳＶＭ在训练之前
需要求解两个逆矩阵的问题；其次，轻松利用核技巧将

线性ＩＰＴＳＶＭ推广到非线性形式，继承了传统 ＳＶＭ的
精髓，同时也弥补了原始 ＰＴＳＶＭ没有给出非线性形式
的不足；最后，通过引入新的参数 ε，可以方便调节
ＩＰＴＳＶＭ模型的性能，提高了分类精度．在人工数据集
和标准 ＵＣＩ数据集上的实验结果表明，本文算法与
ＰＴＳＶＭ算法比较具有一定的优势．然而，我们所提出的
ＩＰＴＳＶＭ算法也存在一些不足之处，如：（１）优化问题的
规模约是ＰＴＳＶＭ优化问题的１．５倍，求解速度相当较
慢；（２）有多个参数需要选择．这些问题都有待进一步
研究．另外，将ＩＰＴＳＶＭ算法向多重递归投影方向或多
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类分类问题推广将是我们下一步研究的重点．
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