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　　摘 　要 : 　本文提出了一种用于计算任意取向多个介质椭球电磁散射的混合方法. 利用扩展边界条件 ( EBC) 导出

具有旋转轴对称单个椭球以球面波矢量函数为基底的 T矩阵 ,结合球矢量波函数旋转定理和递推 T矩阵方法 ,给出多

个任意取向介质椭球的散射场. 数值例子验证了该混合方法的计算精度和有效性.
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Abstract : 　This paper presents a hybrid scheme for calculation many dielectric spheroids in arbitrary orientations. Firstly ,the T

matrix of single particle with symmetrical axis is obtained by extend boundary condition method ,and that of the prolate spheroids ,as an

example ,can be work out easily. Then combining with vector spherical wave functions rotation theory and recursive T matrix algorithm ,

the scheme can figure out the scattering field of many spheroids in arbitrary orientations. Verifications of the method are provided with

numerical examples.
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1 　引言
　　1965 年 ,W C Waterman 将传输矩阵 ( T矩阵) 理论推广到

电磁领域 ,为电磁散射计算提供了一种新的解析方法. T矩阵

是用来联系散射体输入系数和输出系数的纽带 ,三维多数情

况下以球矢量波函数 [1 ]为基底. 相对其他波函数 ,球矢量波函

数具有简单 ,应用范围广等特点. 另外也可通过求解波函数方

程 ,得到一些特殊问题的波函数. 如计算椭球时 ,仍可采用椭

球波函数基底[2 ,3 ] ,此时 ,运算速度和精度都很好. 但该类方

法适用面窄 ,只有极少问题能得到本征波函数 ,且理论难度较

大. 多体球的研究最早于 1935 年 ,在 60～70 年代 ,波函数加法

定理[4 ]得到了长足发展 ,为多体散射计算提供了良好数学基

础. 80 年代末 ,美国学者 W C Chew[5 ]等人在综合前人的基础

上 ,提出了系列递推 T矩阵系列算法 ,为多目标计算提供了一

种紧凑快捷方法. 因为球体和圆柱的 T矩阵相对简单 ,在其发

表文献中 ,仅计算了多个典则目标的结果 ,使递推 T矩阵没有

得到更深的应用.

多椭球粒子计算通常利用椭球波函数及其对应的加法定

理来求解. 由于理论的复杂 ,计算中通常仅计算两个放置于 Z

轴的粒子 ,这样可以简化加法定理的计算. Sinha 和 Macphie 得

到两平行放置导体椭球的解析解 [2 ] ,Cooray 和 Ciric 计算两个

介质椭球[3 ] . 椭球波函数旋转定理在较晚时候才得到 ,结合加

法定理和旋转定理 ,Cooray 和 Nag 近年分别计算了任意取向

的导体椭球、介质椭球和损耗椭球. 本文将利用 T矩阵的相关

方法计算任意数目随意放置的介质椭球的散射场 ,且避开对

椭球波函数的复杂运算.

2 　T矩阵相关理论的混合算法

　　本文采用的是 T矩阵相关理论的混合算法 ,通过扩展边

界条件和矢量波函数旋转定理求解旋转轴对称任意取向单目

标 T矩阵 ,利用该计算结果 ,结合递推 T矩阵 ,计算出多目标

聚集系统的 T矩阵 ,从而给出该系统的散射场.

211 　T矩阵和扩展边界条件法

对一任意散射体 ,可把入射波作为散射体系统的输入信

号 ,散射波可以看作是散射体系统的输出信号 ,将他们通过一

定的基底来分解 , T矩阵就是联系两分解矢量的一个纽带 ,

Einc ( r) = R gΨ( r) ·a
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　图 1 　利用扩展边界条件计算 T 矩

阵

Esca ( r) = Ψ( r) ·f

f = T·a (1)

其中 , Ψ 为 谐 波 函 数 ,

R gΨ为驻波函数 , a 是入

射波通过驻波函数分解

得到的向量 , f 是散射波

通过谐波函数分解得到

的向量.

假设入射场以矢量波函

数表示 ,

Einc ( r) = ∑
n , m

{ a
( M)
mn R gΨMmn ( kr) + a

( N)
mn R gNmn ( kr) } (2)

通过电场积分方程和格林函数分解结果 :

a
( M)
mn

a
( N)
mn

= - i k ( - 1) m∫
S

dS′̂n ×iωμH ( r′) ·
M - mn ( kr′)

N - mn ( kr′)

- i k2 ( - 1) m∫
S

dS′̂n ×E ( r′) ·
N - mn ( kr′)

M - mn ( kr′)
(3)

类似 ,我们有 ,

Esca ( r) = ∑
n , m

{ f
( M)
mn Mmn ( kr) + f

( N)
mn Nmn ( kr) } (4)

f
( M)
mn

f
( N)
mn

= i k ( - 1) m∫
S

dS′̂n ×iωμH ( r′) ·
R gM - mn ( kr′)

R gN - mn ( kr′)

+ i k2 ( - 1) m∫
S

dS′̂n ×E ( r′) ·
R gN - mn ( kr′)

R gM - mn ( kr′)
(5)

利用波数为 ks 的波函数展开表面场 :

n̂ ×E( r)′

n̂ ×H ( r)′
= n̂ ×∑

m′, n′

c ( M)
m′, n′

( ks/ iωμ) d ( M)
m′n′

R gMm′n′( ksr′)

+ n̂ ×∑
m′n′

c ( N)
m′n′

( ks/ iωμ) d ( N)
m′n′

R gNm′n′( ksr′) (6)

应用矢量格林定理 ,连接边界条件及矢量波函数的正交完备

性 ,最终有[1 ] ,

T = - R gQtQt
- 1

(7)

其中 ,

Qt =
P R

S U

Pmnm′n′= - i kksJ
(21)
mnm′n′- i k2 J

(12)
mnm′n′Rmnm′n′= - i kksJ

(11)
mnm′n′- i k2 J

(22)
mnm′n′

Smnm′n′= - i kksJ
(22)
mnm′n′- i k2 J (11)

mnm′n′Rmnm′n′= - i kksJ
(12)
mnm′n′- i k2 J (22)

mnm′n′

J
(11)
mnm′n′= ( - 1) m∫

S

dS′̂n ( r′) ·R gMm′n′( ksr′) ×M - mn ( kr′) (8 a)

J (12)
mnm′n′= ( - 1) m∫

S

dS′̂n ( r′) ·R gMm′n′( ksr′) ×N - mn ( kr′) (8 b)

J
(21)
mnm′n′= ( - 1) m∫

S

dS′̂n ( r′) ·R gMm′n′( ksr′) ×M - mn ( kr′) (8 c)

J (22)
mnm′n′= ( - 1) m∫

S

dS′̂n ( r′) ·R gMm′n′( ksr′) ×N - mn ( kr′) (8 d)

其中 dS′̂n ( r′) = r′2sinθ′σ( r′) dθ′dφ′

以旋转椭球体为例 ,
x2 + y2

a2 +
z2

c2 = 1 ,有 ,

r′= r′(θ′) =
sin2θ′

a2 +
cos2θ′

c2

- 1
2

,σ= r̂′+θ̂′r′2sinθ′( 1
a2 -

1
c2 )

通过上述的计算表达式 ,我们可以得出具有固定取向 (对称轴

为 z 轴) 的单个椭球体的 T矩阵.

212 　球矢量波函数的旋转定理

图 2 　欧拉角旋转示意图

大多数情况下 ,散射体

的对称轴与参考系的坐标

轴不一致. 在多目标散射

中 ,这一问题尤其突出 , 因

为多个粒子很可能不是按

同一方向排列. 因此 , T矩阵

在散射体本身的坐标系中

求出后 ,再转移到整个系统

坐标系. 如图所示建立系统

坐标系与粒子本体坐标系 ,

分别依次以 Zl , Y′和 Z″为旋

转轴进行α,β,γ的旋转. 根据文献[1 ] ,我们有波函数的如下

关系 :

Mmn ( krl) = ∑
m′

D
( n)
m′m (αβγ) Mm′m ( krs)

Nmn ( krl) = ∑
m′

D ( n)
m′m (αβγ) Nm′m ( krs)

其中 :

D
( n)
m′m = e im′γd

( n)
m′m (β) e jmα (9)

d ( n)
m′m (β) = ∑

(σ)

( - 1) n - m′- σ

[ ( n + m) ! ( n - m) ! ( n + m′) ! ( n - m′) !]
σ! ( m + m′+σ) ! ( n - m - σ) ! ( n - m′- σ) !

·(sin
β
2

) 2 n - 2σ- m′- m (cos
β
2

) 2σ+ m′+ m (10)

波函数旋转定理可写成更为紧密的形式 ,

Ψ( krl) = Ψ( krs) ·D (αβγ) (11)

同样 ,变换得到

Ψ( krs) = Ψ( krl) ·D - 1 (αβγ) (12)

假设我们已知在无旋转条件下的散射体的 T矩阵 ,通过以上

的公式 ,可以得出在欧拉角旋转之后的散射体 T矩阵 ,

　Einc ( krs) = R gΨ( krs) ·a = R gΨ( krl) ·D - 1 (αβγ) ·a (13)

在上式中 ,可以看成系统入射波被本体坐标系波函数分解结

果 ,其中 ,后面两项的乘积可以看作是分解得到的矢量 ,对应

散射场表达式

　　Esca ( krs) = Ψ( krl) ·T·D - 1 (αβγ) ·a

= Ψ( krs) ·D (αβγ) ·T·D - 1 (αβγ) ·a (14)

对比 T矩阵的定义式 ,可以得到 ,散射体经过欧拉角α,β,γ

旋转后的 T矩阵为 :

Tr (αβγ) = D (αβγ) ·T·D - 1 (αβγ) (15)

213 　递推 T矩阵算法
递推 T矩阵算法是半解析方法. 入射波照射到散射体上 ,

其中一个散射体的入射波可以看作是外界入射波和其余散射

体散射波的总和 ,由于 T矩阵是已知的 ,根据 T矩阵的定义可

以得到一组方程. 而遍历所有的散射体时 ,就可以得到一系列

的方程 ,通过求解该方程组 ,最终可以得到多个目标的散射
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解. T矩阵的递推式具有如下形式[5 ] ,

∑
n+ n′

i = n+1

Aji·Ti ( n + n′) ·βj0 = - Tj (1) ·[βj0 +αj0·τ( n) ] ,

j = n + 1 , ⋯, n + n′　(16)

τn + n′=τ( n) + ∑
n+ n′

i = n+1

(β0 i +τ( n) ·a0 i) ·Ti ( n + n′) ·βi0 (17)

其中

Aji =
- õI - Tj (1) ·αj0·τ( n) ·α0 j」,

Tj (1) ·αj0·τ( n) ·α0 i + Tj (1) ·αji ,
　

i = j

i ≠j
(18)

以上公式中各个物理量的意义可参考文献 [ 5 ]. 递推中 ,

使用到的 Tj (1) 为新增粒子的单体 T矩阵 ,当该粒子的对称轴

与系统设定的坐标轴不重合时 ,必须先确定两者之间的欧拉

角关系 ,再用本文的方法得到在系统坐标系下的 T矩阵作为

Tj (1) . 递推的初值为τ(1) ,它表示的是位于系统坐标系的原点

的散射体的 T矩阵.

3 　数值计算结果

　　为验证上述方法在任意取向多椭球中的应用 ,计算了两

个任意取向椭球形粒子散射. 入射波 Z 轴正向入射 ,极化模

式为 TEz 方向 ,长半轴长度为λ/ 4 ,εr = 3. 0 ,两椭球排列在 Z

轴方向 ,球心间距离为 d. 其中椭球相对另一椭球的欧拉角α

= 30°,β= 45°,γ= 60°. 计算结果如图 3 所示 ,与参考文献 [3 ]

所给数据吻合很好.

图 3 　两介质椭球归一化散射截面

文献[3 ]由于加法定理的复杂性 ,所以仅给出了两个粒子的算

例. 而本文混合方法由于采用的是球面波函数 ,在计算上可以

突破原有文献的限制 ,在此计算了 5 个椭球粒子排列在 XY

平面上 ,其几何位置及欧拉角旋转分别为 :

图 4 　五个介质椭球的散射截面随散射角的变化

X

Y

Z

=

- 0. 5 0 0 0 0. 5

0 - 0. 5 0 0. 5 0

0 0 0 0 0

α

β

γ

=

5

- 45° - 45° 0° 45° 45°

5

在图 4 显示了 5 个图 3 中粒子的散射场随散射角度的变化 .

理论上讲 ,计算粒子的数目仅仅受到计算机等硬件的限制 ,与

上述混合方法本身无关.

4 　结论

　　由于我们采用了扩展边界条件法 ,计算的粒子已不再是

简单的球体或柱体. 理论上来说 ,该方法的简化公式可以计算

任意旋转轴的物体 ,椭球粒子不过是其中稍微简单一点的特

例.而通过波函数旋转公式 ,则可以计算任意取向的粒子 ,扩

展了计算范围. 计算结果表明递推 T矩阵方法对于计算规则

多个目标散射具有很好的适用性.
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