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基于双正交小波变换的矩不变量

刘　斌，高　强
（湖北大学计算机与信息工程学院，湖北武汉 ４３００６２）

　　摘　要：　寻找相对于尺度、平移、旋转不变的小波不变量是多尺度分析在模式识别中的关键问题．矩是一种理论
和应用上比较成熟的方法，本文将矩与多尺度小波分解的近似系数联系起来，利用空间基函数的双正交性推导得到了

双正交小波矩不变量，并用实验验证了结果的正确性．同时以Ｈａａｒ小波为例对结论中的限制条件进行了理论分析和
实验验证，结果表明可以计算高于平滑阶数的小波矩，且计算精度符合要求．由此获得了比较完善的理论和实验结果，
最后指出了它在实际应用中所需注意的问题．

关键词：　模式识别；多尺度分析；双正交小波；不变矩；平滑性
中图分类号：　ＴＰ３９１４１　　　文献标识码：　Ａ　　　文章编号：　０３７２２１１２（２０１７）０４０８２６０６
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ　 ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１７．０４．００９

ＭｏｍｅｎｔＩｎｖａｒｉａｎｔｓＢａｓｅｄｏｎＢｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌＷａｖｅｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍ

ＬＩＵＢｉｎ，ＧＡＯＱｉａｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＨｕｂｅｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｗｕｈａｎ，Ｈｕｂｅｉ４３００６２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｉｔ’ｓａｋｅｙｐｒｏｂｌｅｍｔｏｆｉｎｄｗａｖｅｌｅｔｉｎｖａｒｉａｎｔｓｔｏｔｈｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｓｃａｌｅ，ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎｉｎｐａｔ
ｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎｕｓｉｎｇｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ．Ｍｏｍｅｎｔｉｎｖａｒｉａｎｔｉｓａｍａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄｏｎｔｈｅｏｒｙａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒ
ｌｉｎｋｓｔｈｅｍｏｍｅｎｔｉｎｖａｒｉａｎｔｓｗｉｔｈｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｉｍａｇｅｗａｖｅｌｅｔｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ．Ａｎｏｖｅｌｂｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｗａｖｅ
ｌｅｔｍｏｍｅｎｔｉｎｖａｒｉａｎｔｉｓｄｅｒｉｖｅｄｆｒｏｍｔｈｅｂｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｏｆｔｈｅｓｐａｔｉａｌｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓａｒｅａｌｓｏｐｒｏ
ｖｉｄｅｄｔｏｃｏｎｆｉｒｍｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ．Ａｆｔｅｒｔｈａｔ，ｔｈｅｌｉｍｉｔｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｉｓａｎａｌｙｚｅｄ
ｂｙｔａｋｉｎｇＨａａｒｗａｖｅｌｅｔａｓａｎｅｘａｍｐｌｅ．Ｂｏｔｈｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｗａｖｅｌｅｔｍｏｍｅｎｔｓ
ｏｆｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｔｈａｎｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓｃａｎｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｗｉｔｈｉｎｒｅｑｕｉｒｅｄａｃｃｕｒａｃｙ．Ａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｓｏｍｅｐｒｏｂｌｅｍｓｔｏｂｅｐａｉｄａｔｔｅｎｔｉｏｎｔｏｉｎｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎａｒｅｐｏｉｎｔｅｄｏｕｔ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ；ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅａｎａｌｙｓｉｓ；ｂｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｗａｖｅｌｅｔｓ；ｉｎｖａｒｉａｎｔｍｏｍｅｎｔ；ｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓ

１　引言

　　在信号及图像处理中利用多尺度的金字塔算法［１］

可进行多尺度地特征提取与识别，但金字塔分解后各

层数据间存在冗余，而多尺度的小波分解算法可使各

层系数相对独立［２］．由小波及其多分辨率分析理论［３～５］

可知，图像可分解为随尺度分辨率逐级改变的近似信

息和细节信息，它们分别体现了图像的整体轮廓和精

细结构，由此理论上可大尺度上分析图像然后逐层细

化进行识别，即多尺度识别．而多尺度识别的关键在于
找到待识别模式在有限个尺度下相对于平移、尺度、旋

转变化的不变量，这是不变矩所具备的特性，可利用不

变矩理论表征这种不变量．
不变矩是比较成熟的理论和方法，Ｈｕ首次给出了

七个具有平移、旋转和尺度不变性的不变矩［６］，可从图

像中提取不变矩作为特征向量进行目标的识别和匹

配［７］．矩的计算量大且高阶矩易受噪声影响，这是矩的
全局处理造成的，为减小计算量人们也提出了一些改

善的方法［８，９］．图像信息具有局部相关性，利用局部化
分析工具小波将反映全局信息的矩方法也分层局部

化，这样能够结合小波与不变矩的各自特性构造新的

不变量进行更有效地特征提取与识别．在这种指导思
想下，Ｓｈｅｎ提出了一种小波矩将矩中核函数用小波函
数来代替以期融合小波与矩的优点［１０］；金琪将小波与

矩结合阐明了一维及二维张量积的小波矩不变量［１１］，

两者是对小波与矩结合的不同尝试．
从文献［１１］的理论推导过程可知，其结论是基于

正交Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波框架，相应的滤波器可表示为三角
多项式的形式，而很多小波滤波器无法表示成这种形

式［１２］，这样的理论推导结果在实际应用中具有很大的
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局限性．本文提出另一种更简洁明了的证明思路，此证
明过程只需利用空间基函数的双正交性，由此得出不

仅是Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波，只要是正交小波甚至双正交小波
都有相应的结论成立．另外还对推导结果中的限制条
件进行了理论分析，分析的结论表明可以不受限制地

计算大于小波平滑阶数的矩不变量，而其计算误差仍

在正常范围内，且信号数据越长矩值的计算精度越高，

这对于实际应用具有重要意义．

２　小波变换及其滤波器平滑性

　　假设 ｆ（ｘ）∈Ｌ２（Ｒ），则将积分变换 Ｗｆ（ａ，ｂ）＝

ａ －１２∫ｆ（ｘ）ψ（ｘ－ｂａ）ｄｘ称为函数 ｆ（ｘ）的小波变换．
ψ（ｘ）称为小波函数，其作伸缩平移可得空间 Ｗｊ＝ｓｐａｎ
｛ψｊ，ｋ（ｘ）｜ψｊ，ｋ（ｘ）＝２

ｊ／２ψ（２ｊｘ－ｋ），ｊ，ｋ∈Ｚ｝．小波变换存
在尺度函数 φ（ｘ），它可生成多分辨率逼近序列 Ｖｊ＝
ｓｐａｎ｛φｊ，ｋ（ｘ）｜φｊ，ｋ（ｘ）＝２

ｊ／２φ（２ｊｘ－ｋ）｝，且

φ（ｘ）＝槡２∑
ｎ
ｈｎφ（２ｘ－ｎ） （１）

ψ（ｘ）＝槡２∑
ｎ
ｇｎφ（２ｘ－ｎ） （２）

式（１）、（２）称为双尺度方程，同时 Ｖｊ＋１＝Ｖｊ# Ｗｊ．对式
（１）两边分别做Ｆｏｕｒｉｅｒ变换有

φ^（２ω）＝Ｈ（ω）^φ（ω） （３）

其中Ｈ（ω）＝２－１／２∑
ｎ
ｈｎｅ

－ｉｗｎ，式（３）无穷迭代得

φ^（ω）＝∏
∞

ｋ＝１
Ｈ（ω
２ｋ
） （４）

由此可知Ｈ（ω）决定了相应的多分辨率分析，而小波的
构造则可以转化为Ｈ（ω）的构造．实际滤波器设计中对
Ｈ（ω）有平滑性要求，假设Ｈ（ω）∈Ｃｍ（Ｒ），即在零点有
ｍ次平滑性，由式（４）得 φ^（ω）∈Ｃｍ（Ｒ），又由文献［１３］
可得 φ（ｘ）≤Ｋ（１＋ ｘ）－α，而由 φ^（ω）的 Ｆｏｕｒｉｅｒ逆
变换显然可得φ（ｘ）∈Ｃｍ（Ｒ）．由式（２）可知 ψ（ｘ）可由
φ（ｘ）的线性组合来表示，两者具有相同的光滑性［１４］，

则ψ（ｘ）∈Ｃｍ（Ｒ）．同样根据 ψ（ｘ）的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换可得
ψ^（ω）∈Ｃｍ（Ｒ），于是由文献［１３］得 ψ（ｘ）≤Ｋ（１＋
ｘ）－α．综上所述，可得引理１．
引理１　在设计滤波器 Ｈ（ω）时，使其在零点有 ｍ

（ｍ∈Ｎ）次平滑性，则由其决定的尺度函数 φ（ｘ）和小
波函数ψ（ｘ）满足：
φ（ｘ）∈Ｃｍ（Ｒ），φ（ｘ）≤Ｋ（１＋ ｘ）－α，Ｋ为常数；
ψ（ｘ）∈Ｃｍ（Ｒ），ψ（ｘ）≤Ｋ（１＋ ｘ）－α，α＞ｍ＋１．

３　双正交小波分解及其消失矩
　　众所周知，正交小波具有系数无关、能量守恒等良
好性质，尤其是紧支的Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ正交小波分解回复算
法简单且表达信息充分无冗余．但是除 Ｈａａｒ小波以外

的所有紧支集的正交小波都不具备对称性［１５］，这一缺

点使其在某些应用场合表现不佳．Ｃｏｈｅｎ和 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ
放宽了正交性条件，构造了正交性较弱的双正交小

波［１６］，相应的滤波器具有对称性、较高消失矩、数据量

小等优点，是信号和图像处理的理想数学工具．双正交
小波存在两组对偶的尺度函数和小波函数，分别由

Ｈ（ω）和 珟Ｈ（ω）决定并满足：
＜φ（ｘ－ｓ），珘φ（ｘ－ｔ）＞＝δｓ，ｔ，＜ψ（ｘ－ｓ），珘ψ（ｘ－ｔ）＞＝δｓ，ｔ
相应的对偶多分辨率序列满足Ｖｊ⊥珟Ｗｊ，珘Ｖｊ⊥Ｗｊ．

定理１　设ｆ（ｘ）、珓ｆ（ｘ）是 Ｒ上不恒为常数的函数，
ｆ（ｘ）∈Ｃｍ（Ｒ），且当ｌ≤ｍ时，ｆ（ｘ）的 ｌ阶导数 ｆ（ｌ）（ｘ）有
界，珓ｆ（ｘ）衰减性满足珓ｆ（ｘ）≤Ｋ（１＋｜ｘ｜）－α，α＞ｍ＋１．又
设ｆｊ，ｋ（ｘ）＝２

ｊ／２ｆ（２ｊｘ－ｋ），珓ｆｊ′，ｋ′（ｘ）＝２
ｊ′／２珓ｆ（２ｊ′ｘ－ｋ′），它们

满足双正交关系［１７］

＜ｆｊ，ｋ，珓ｆｊ′，ｋ′＞＝δｊ，ｊ′δｋ，ｋ′，ｊ，ｊ′，ｋ，ｋ′∈Ｚ

则有∫ｘｌ珓ｆ（ｘ）ｄｘ＝０，ｌ＝１，２…，ｍ．
推论１　假设 φ（ｘ）、ψ（ｘ）和 珘φ（ｘ）、珘ψ（ｘ）分别由

Ｈ（ω）∈Ｃｍ（Ｒ）和 珟Ｈ（ω）∈Ｃｎ（Ｒ）决定的双正交尺度函
数和小波函数，由引理１可得 φ（ｘ）∈Ｃｍ（Ｒ）、ψ（ｘ）∈
Ｃｍ（Ｒ）和 珘φ（ｘ）≤Ｋ（１＋ ｘ）－α、 珘ψ（ｘ）≤Ｋ（１＋
ｘ）－α，则由定理 １可得

∫ｘｌ珘φ（ｘ）ｄｘ＝０，∫ｘｌ珘ψ（ｘ）ｄｘ＝０，ｌ＝１，２…，ｍ
而由小波分析理论有∫珘φ（ｘ）ｄｘ＝１，∫珘ψ（ｘ）ｄｘ＝０．
同理，双正交小波对偶的尺度函数和小波函数满足

∫ｘｌφ（ｘ）ｄｘ＝０，∫ｘｌψ（ｘ）ｄｘ＝０，ｌ＝１，２…，ｎ
∫φ（ｘ）ｄｘ＝１，∫ψ（ｘ）ｄｘ＝０．

（５）

正交情形下尺度函数 φ（ｘ）＝珘φ（ｘ），小波函数 ψ（ｘ）＝
珘ψ（ｘ），利用定理１也有同样的推论成立．

对于任意ｆ（ｘ）∈Ｌ２（Ｒ）作双正交小波分解时有两
种分解方法，这里仅列出一种．分解式为 ｆ（ｘ）＝Ａｊ
＋∑

ｌ≥ｊ
Ｄｌ，其中ｌ＝Ｓ－１＋ｊ，Ｓ为实际分解的尺度数，以

下仅给出一种分解形式

Ａｊ＝∑
ｎ
ａｎ（ｊ）φｊ，ｎ（ｘ），ａｎ（ｊ）＝＜ｆ（ｘ），珘φｊ，ｎ（ｘ）＞；

Ｄｌ＝∑
ｎ
ｄｎ（ｌ）ψｌ，ｎ（ｘ），ｄｎ（ｌ）＝＜ｆ（ｘ），珘ψｌ，ｎ（ｘ）＞．

以上是一维的双正交小波分解，而二维情形可由一维

作张量积而成．对于二元函数ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｌ２（Ｒ２），将其作

二维张量积双正交小波分解可 ｆ（ｘ，ｙ）＝Ａｊ＋∑
ｌ≥ｊ
（Ｄ１ｌ

＋Ｄ２ｌ＋Ｄ
３
ｌ），ｌ＝Ｓ－１＋ｊ，Ｓ为分解尺度数，其中 Ａｊ

＝∑
ｍ，ｎ
ａｍ，ｎ（ｊ）φｊ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ），

ａｍ，ｎ（ｊ）＝＜ｆ（ｘ，ｙ），珘φｊ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ）＞；

７２８
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Ｄ１ｌ＝∑
ｍ，ｎ
ｄ１ｍ，ｎ（ｌ）ψ

１
ｌ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ），

ｄ１ｍ，ｎ（ｌ）＝〈ｆ（ｘ，ｙ），珘ψ
１
ｌ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ）〉；

Ｄ２ｌ＝∑
ｍ，ｎ
ｄ２ｍ，ｎ（ｌ）ψ

２
ｌ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ），

ｄ２ｍ，ｎ（ｌ）＝〈ｆ（ｘ，ｙ），珘ψ
２
ｌ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ）〉；

Ｄ３ｌ＝∑
ｍ，ｎ
ｄ３ｍ，ｎ（ｌ）ψ

３
ｌ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ），

ｄ３ｍ，ｎ（ｌ）＝〈ｆ（ｘ，ｙ），珘ψ
３
ｌ，ｍ，ｎ（ｘ，ｙ）〉．

４　矩与双正交小波不变矩

　　一元函数ｆ（ｘ）∈Ｌ２（Ｒ）的ｐ阶矩的定义为

ｍｐ＝∫ｘｐｆ（ｘ）ｄｘ，ｐ＝０，１，２，…
二维灰度图像ｆ（ｘ，ｙ）的ｐ＋ｑ阶几何矩［７］的定义为

ｍｐｑ＝ｘｐｙｑｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，ｐ，ｑ＝０，１，２，…
把坐标原点移至 ｆ（ｘ，ｙ）的质心，再除以一个尺度因子
可得中心化规格矩，而由中心化规格矩可以表示出七

个具有平移、旋转、尺度不变性的Ｈｕ不变矩．
用双正交小波的尺度函数 φ（ｘ）和小波函数 ψ（ｘ）

对ｆ（ｘ）进行分解，如果用对偶的尺度函数和小波函数
进行分解也有同样的推导和结论成立，由 ｆ（ｘ）的 ｐ阶

矩ｍｐ＝∫ｘｐｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｘｐ（Ａｊ＋∑
ｌ≥ｊ
Ｄｌ）ｄｘ

＝∫ｘｐ（∑
ｎ
ａｎ（ｊ）φｊ，ｎ（ｘ）＋∑

ｌ≥ｊ
∑
ｎ
ｄｎ（ｌ）ψｌ，ｎ（ｘ））ｄｘ

＝２－ｊ／２２－ｐｊ∑
ｎ
ａｎ（ｊ）∫（ｔ＋ｎ）ｐφ（ｔ）ｄｔ＋

　∑
ｌ≥ｊ
２－ｌ／２２－ｐｌ∑

ｎ
ｄｎ（ｌ）∫（ｔ＋ｎ）ｐψ（ｔ）ｄｔ （６）

对式（６）利用二项式定理展开，并利用推论１中式
（５）的结果化简，可得定理２．

定理２　如果双正交小波对偶的共轭滤波器Ｈ（ω）
和 珟Ｈ（ω）在零点分别有 ｍ和 ｎ次平滑性，将信号函数
ｆ（ｘ）按 Ｈ（ω）或 珟Ｈ（ω）构造的 φ（ｘ）、ψ（ｘ）或 珘φ（ｘ）、
珘ψ（ｘ）上作分解展开，则以双正交小波变换的近似系数
ａｎ（ｊ）所表示的ｆ（ｘ）的ｐ阶小波矩为

ｗｐ＝２
－ｊ／２２－ｐｊ∑

ｎ
ｎｐａｎ（ｊ） （７）

对应于不同的分解方式，ｐ＝０，１，２，…，ｍ（ｎ）．
张量积情形下将图像的双正交小波分解式两边同

时乘以ｘｐｙｑ并对ｘ、ｙ进行积分和二项式定理展开，利用
推论１的结果进行化简可得到推论２．

推论２　如果双正交小波的对偶共轭滤波器Ｈ（ω）
和 珟Ｈ（ω）在零点分别有 ｍ和 ｎ次平滑性，将图像函数
ｆ（ｘ，ｙ）在按Ｈ（ω）或 珟Ｈ（ω）构造的双正交的二维张量
积小波上作分解展开，则以小波近似系数 ａｍ，ｎ（ｊ）所表
示的ｆ（ｘ，ｙ）的ｐ＋ｑ阶小波矩为

ｗｐｑ＝２
－（ｐ＋ｑ＋１）ｊ∑

ｍ，ｎ∈Ｚ
ｍｐｎｑａｍ，ｎ（ｊ） （８）

对应于不同的分解方式，ｐ，ｑ＝０，１，２，…，ｍ（ｎ）．
如果双正交小波滤波器 Ｈ（ω）和 珟Ｈ（ω）在零点分

别有ｍ和ｎ次平滑性，那么将图像 ｆ（ｘ，ｙ）在任一对偶
的尺度函数和小波函数上作张量积小波分解后，其任

一层ｊ的近似系数理论上可以独立无误差地表示阶次
不大于其平滑阶数的矩值．式（８）中不出现细节系数，
表明图像作了张量积小波分解后，它的有限个视觉不

变量将保留在任一层的近似中而与细节无关，即得到

了基于近似系数的小波不变量．这种基于近似系数的
小波不变量，通过作类似 Ｈｕ不变矩的组合，就可得到
基于近似系数的小波不变矩．

实际应用中，需要注意逼近层ｊ和平滑性阶数ｍ或
ｎ的值．理论上说增大逼近层 ｊ和平滑阶数能够以较小
的计算代价获得更多的不变量信息，但实际它将受到

物体大小和Ｇｉｂｂｓ效应的影响［１８］，为保证计算精度逼近

层ｊ应满足ｊ＜＜ｌｏｇ２Ｌ，Ｌ为信号长度或图像尺寸．另一
方面，小波分解过程中的卷积会造成破坏边界的 Ｇｉｂｂｓ
效应而影响矩不变量的计算精度，为减少 Ｇｉｂｂｓ效应的
影响，平滑阶数值也不能过大．

５　关于小波平滑性的讨论
　　由式（７）和（８）知理论上ｗｐ矩值阶数需满足ｐ＝０，
１，２，…，ｍ（ｐ＝０，１，２，…，ｎ）．但通过理论和实验发现，
可以计算ｐ＞ｍ（ｐ＞ｎ）的值且精度在可接受的范围内．
本文以最简单的正交 Ｈａａｒ小波（平滑性小于１）为例，
对大于平滑阶数的高阶矩值的计算误差进行理论分

析．利用Ｈａａｒ小波对一维信号分解ｆ（ｘ）的ｐ阶矩，为便
于分析这里只作一次小波分解，此时有 ｌ＝ｊ．假设 ε为
ｗｐ与ｍｐ的比值，ｍｐ由式（６）定义，ｗｐ由式（７）定义，则

ε＝
ｗｐ
ｍｐ
＝

２－ｊ／２２－ｐｊ∑
ｎ
ｎｐａｎ（ｊ）

２－ｊ／２２－ｐｊ［∑
ｎ
ａｎ（ｊ）∫（ｔ＋ｎ）ｐφ（ｔ）ｄｔ＋∑

ｎ
ｄｎ（ｊ）∫（ｔ＋ｎ）ｐψ（ｔ）ｄｔ］

＝ １

１＋
∑
ｎ
ａｎ（ｊ）（

Ｃ０ｐ
ｐ＋１＋

Ｃ１ｐ
ｐｎ＋… ＋

Ｃｐ－１ｐ
２ｎ

ｐ－１）＋∑
ｎ
ｄｎ（ｊ）（

Ｃ０ｐ（１－２
ｐ）

２ｐ（ｐ＋１）
＋
Ｃ１ｐ（１－２

ｐ－１）

２ｐ－１ｐ
ｎ＋… ＋

Ｃｐ－１ｐ
２１２

ｎｐ－１）

∑
ｎ
ｎｐａｎ（ｊ）

８２８
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　 ＜ １

１＋
∑
ｎ
ａｎ（ｊ）

Ｃ０ｐ
２ｐ（ｐ＋１）

∑
ｎ
ａｎ（ｊ）ｌ

ｐ
＋
∑
ｎ
ａｎ（ｊ）

Ｃ１ｐ
２ｐ－１ｐ

ｎ

∑
ｎ
ａｎ（ｊ）ｎｌ

ｐ－１
＋… ＋

∑
ｎ
ａｎ（ｊ）

Ｃｐ－１ｐ
２１２

ｎｐ－１

∑
ｎ
ａｎ（ｊ）ｎ

ｐ－１ｌ

＝ １

１＋Ｏ（１ｌ）

对于ε＝
ｗｐ
ｍｐ
＝ １

１＋Ｏ（１ｌ）
，当ｌ→∞时，有ε→１．

实际情况中，ｌ代表了分解系数的长度，而分解系
数的长度显然与原信号的长度 Ｌ有关．故对于一维信

号而言，原信号越长则 ε＝
ｗｐ
ｍｐ
越趋近于１，即信号越长

按式（７）计算得到矩值越精确．

６　实验与结果分析
　　本文在 Ｍａｔｌａｂ８．０平台上利用其自带的 ｌｅｌｅｃｃｕｍ
信号的前１０２４个数据点作为实验信号（图１）对上述理
论结果进行验证．采用Ｂｉｏｒ１．５双正交小波滤波器对上
述信号进行分解，分解后按式（７）计算小波矩不变量，
结果列于下表１．

理论上说基于各分解层的小波近似系数计算得到

的各阶矩值应保持不变，但由于 Ｇｉｂｂｓ效应的影响，实
际的计算数值存在一定误差，且误差值随着矩阶数

和分解层数增大而增大，表１的实验结果很好地反映
了本文理论推导及其分析的结论．

表１　基于分解近似系数的信号矩值及其误差值

逼近层／误差值 逼近层尺寸 ｍ０（×１０５） ｍ１（×１０８） ｍ２（×１０１１） ｍ３（×１０１４） ｍ４（×１０１７） ｍ５（×１０１９）
第零层（原信号） １０２４ ４．１３７２９ ２．３１８７８ １．６３７０４ １．２６３６０ １．０２８６７ ８．６９０３０
第一层（矩值） ５１２ ４．１３７２９ ２．３２０８４ １．６３９３６ １．２６６０６ １．０３１２０ ８．７１６０２
误差值（％） ０．０００００ ０．０８９２１ ０．１４１６４ ０．１９４３３ ０．２４５６８ ０．２９５９２
第二层（矩值） ２５６ ４．１３７２９ ２．３２４９８ １．６４４００ １．２７０９８ １．０３６２６ ８．７６７５７
误差值（％） －０．０００１０ ０．２６７５７ ０．４２５０９ ０．５８３４１ ０．７３７８３ ０．８８９０４
第三层（矩值） １２８ ４．１３８７１ ２．３３３９６ １．６５５６０ １．２８３８８ １．０４９６５ ８．９０３０３
误差值（％） ０．０３４２６ ０．６５４６５ １．１３３９８ １．６０３９２ ２．０３９７５ ２．４４７８３
第四层（矩值） ６４ ４．１３５９３ ２．３４９２３ １．６６９７９ １．２９７７９ １．０６３８４ ９．０５００６
误差值（％） －０．０３３００ １．３１３３０ ２．０００５７ ２．７０４８４ ３．４１８４８ ４．１３９７８
第五层（矩值） ３２ ４．１３５６１ ２．３８２４３ １．７０７５０ １．３３７９９ １．１０５４９ ９．４７６８７
误差值（％） ０．０４０６７ ２．７４５２１ ４．３０４２２ ５．８８６３０ ７．４６８０６ ９．０５１１２

表２　长信号分解近似系数的信号矩值及其误差值

逼近层／误差值 逼近层尺寸 ｍ０（×１０５） ｍ１（×１０８） ｍ２（×１０１１） ｍ３（×１０１４） ｍ４（×１０１７） ｍ５（×１０１９）
第零层（原信号） １０２４ ４．１３７２９ ２．３１８７８ １．６３７０４ １．２６３６１ １．０２８６７ ８．６９０３０
第一层（矩值） ５１２ ４．１３７２９ ２．３２０８５ １．６３９３６ １．２６６０７ １．０３１２０ ８．７１６０３
误差值（％） ０．０００００ ０．０８９２３ ０．１４１６７ ０．１９４３９ ０．２４５７８ ０．２９６０７
第二层（矩值） ２５６ ４．１３７２９ ２．３２４９８ １．６４４００ １．２７０９８ １．０３６２７ ８．７６７６３
误差值（％） ０．０００００ ０．２６７５７ ０．４２５２３ ０．５８３７３ ０．７３８３８ ０．８８９８３
第三层（矩值） １２８ ４．１３７２９ ２．３３３２６ １．６５５３３ １．２８０８６ １．０４６４５ ８．８７１４８
误差值（％） ０．０００００ ０．６５４６６ ０．９９３６０ １．３６５２３ １．７２８４９ ２．０８４７４
第四层（矩值） ６４ ４．１３７２９ ２．３４９８１ １．６７１９７ １．３００７１ １．０６６９７ ９．０８１０７
误差值（％） ０．０００００ １．３３８３５ ２．１３３３８ ２．９３５９１ ３．７２２８３ ４．４９６５８
第五层（矩值） ３２ ４．１３７２９ ２．３８２９３ １．７０９５２ １．３４０８３ １．１０８６３ ９．５０８４８
误差值（％） ０．０００００ ２．７６６６７ ４．４２７４５ ６．１１１３９ ７．７７２９８ ９．４１４７９
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表３　 短信号分解近似系数的信号矩值及其误差值

逼近层／误差值 逼近层尺寸 ｍ０（×１０５） ｍ１（×１０８） ｍ２（×１０１１） ｍ３（×１０１４） ｍ４（×１０１７） ｍ５（×１０１９）

第零层（原信号） ５１２ １．６４３２３ ４．３１４２３ １．５６６６９ ６．３６８２６ ２．７３２３７ １．２０９８６

第一层（矩值） ２５６ １．６４３２３ ４．３２２４５ １．５７１００ ６．３９１７４ ２．７４５０９ １．２１６６８

误差值（％） ０．０００００ ０．１９０４５ ０．２７５１５ ０．３６８６０ ０．４６５５６ ０．５６３９１

第二层（矩值） １２８ １．６４３２３ ４．３３８８７ １．５７９６２ ６．４３８７３ ２．７７０５７ １．２３０３６

误差值（％） ０．０００００ ０．５７１１８ ０．８２５８１ １．１０６５７ １．３９８２７ １．６９４５７

第三层（矩值） ６４ １．６４３２３ ４．３７１７２ １．５９６９２ ６．５３３０３ ２．８２１７９ １．２５７９１

误差值（％） ０．０００００ １．３３２４４ １．９２９５３ ２．５８７３１ ３．２７２７９ ３．９７１０９

第四层（矩值） ３２ １．６４３２３ ４．４３７３４ １．６３１６１ ６．７２２５１ ２．９２５０２ １．３１３６１

误差值（％） ０．０００００ ２．８５３４８ ４．１４３７３ ５．５６２７４ ７．０５０６０ ８．５７５１６

第五层（矩值） １６ １．６４３２３ ４．５６８６４ １．７０１５０ ７．１０５０５ ３．１３４４０ １．４２７２７

误差值（％） ０．０００００ ５．８９７０４ ８．６０４９０ １１．５６７０ １４．７１３６ １７．９６９３

注：表中数量级只对矩值数据有效，不包括误差值，同时误差值都是相对第零层的误差．

　　对于第５节中的结论，采用 Ｈａａｒ小波滤波器分别
对上述信号及其前半段信号进行分解，按式（７）计算小
波矩不变量，结果列于表２和表３．由于 Ｈａａｒ小波平滑
性ｍ＜１，理论上只能计算 ｐ＝０的值，而从表２和表３
数据可知，用Ｈａａｒ小波分别对长度不同的一维信号进
行分解计算大于平滑阶数的高阶矩值（ｐ≥１，ｐ∈Ｎ）的
相对误差都在可接受的范围内，且同样满足阶数越低

分解层越少其相对误差也越小．另外从两表的误差数
据对比可知，长信号的计算误差比短信号（长度减半信

号）的相对误差要小约５０％，这与理论分析得出的信号
越长矩值计算越精确的结论相符合，故在实际应用中

我们完全可以用低平滑性的小波对信号或图像进行分

解计算大于平滑阶数的高阶小波矩用于模式识别等

领域．

７　结束语
　　本文从理论上推导得到了基于双正交小波变换的
矩不变量，并指出它在应用中需要注意的地方，同时对

结论的限制条件进行了分析，得出了具有实际意义的

结论．多尺度分析是减少不必要的细节在大尺度范围
内进行识别，而不变矩方法则要求尽可能保留细节特

征，两种方法间存在一种矛盾性和互补性．通常在模式
识别中，需从总体轮廓上把握物体的特征，这样将具有

抗噪性和抗干扰性［１９］，而保留物体的细节特征有助于

区分形近的物体但却导致对噪声和干扰的敏感．实际
应用中两种方法的结合很必要，最合理的妥协就是每

个物体在其合适的层次得到识别．
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