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Ｚ４ ×（Ｆ２ ＋ｕＦ２）上的一类循环码

高　健，吕京杰
（山东理工大学理学院，山东淄博２５５０００）

　　摘　要：　定义了Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）上的循环码，明确了一类循环码的生成元结构，给出了该类循环码的极小生成
元集．利用Ｇｒａｙ映射，构造了一些二元非线性码．
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１　引言
　　有限交换环上的编码理论始于上个世纪六十年
代．１９９４年 Ｈａｍｍｏｎｓ等编码学者发现了一些性能良好
的二元非线性码可以看作四元有限环Ｚ４上某些循环码
的二元象［１］．这一结果解释了困扰编码学界几十年的
问题．这篇论文也获得了 １９９５年 ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ的最佳论文奖．从此，有限环上的编
码理论成为了编码理论中的一个热点研究领域，涌现

出了一些很好的理论成果［２～４］．
近期，Ｂｏｒｇｅｓ等编码学者研究了一类纠错码，即

Ｚ２Ｚ４－加性码
［５］．这类纠错码无论在理论上还是在实际

应用中都有着重要意义．随后，国内外的很多编码学者
对这一类纠错码进行了更加深入的研究与推广［６，７］．
Ｚ２Ｚ４－加性码的码字实际上由两部分组成，前半部分取
自Ｚ２，后半部分取自Ｚ４．Ａｂｕａｌｒｕｂ等首次对Ｚ２Ｚ４－加性
循环码做了系统的介绍与研究，并由此得到了一些性

能良好的二元非线性码［８］．
在本文中，我们研究Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）上的一类循环

码．首先，我们给出了Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）上循环码的定义．
其次，对于Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）上一类特殊的循环码，即τ－

循环码，我们给出了这类循环码的生成元表达式以及

极小生成元集．最后，利用Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）到有限域 Ｆ２
上的Ｇｒａｙ映射构造了Ｆ２上的二元非线性码．

２　Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）上循环码的定义

　　设Ｒ１＝Ｚ４，Ｒ２＝Ｆ２＋ｕＦ２，其中 ｕ
２＝０则 Ｒ１和 Ｒ２

均是４元有限链环，它们的理想分别为＜０＞＜２＞
Ｒ１和＜０＞＜ｕ＞Ｒ２环 Ｒ１和 Ｒ２具有相似的代数
结构，但是由于他们的特征分别是４和２，因此它们具
有不同的特点．根据环 Ｒ１以及环 Ｒ２的理想不难看出，
＜２＞和＜ｕ＞分别是Ｒ１和Ｒ２的极大理想．因此，Ｒ１／＜
ｕ１＞＝Ｒ２／＜ｕ２＞＝Ｆ２定义映射

：Ｒ１→Ｒ２
其中（０）＝０，（１）＝０，（２）＝０以及 （３）＝１由
于Ｆ２是Ｒ２的子环，则是一个同态映射．对Ｒ１中的任
意一个元素 ａ以及 Ｒ２中的元素 ｂ，定义 ａ与 ｂ的乘法
“”如下：

ａｂ＝（ａ）ｂ
容易验证，环Ｒ２在加法和乘法下构成一个 Ｒ１－

模．我们将这个概念推广到向量空间Ｒｒ１×Ｒ
ｓ
２上，其中

Ｒｒ１×Ｒ
ｓ
２＝｛（ｅ０，ｅ１，…，ｅｒ－１ ｅ

′
０，ｅ

′
１，…，ｅ

′
ｓ－１）ｅｉ∈Ｒ１，
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ｅ′ｊ∈Ｒ２，ｉ＝０，１，…，ｒ－１，ｊ＝０，１，…，ｓ－１｝．即，对任意的
向量ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｒ－１ ｃ

′
０，ｃ

′
１，…，ｃ

′
ｓ－１）∈Ｒ

ｒ
１×Ｒ

ｓ
２以及 ａ

∈Ｒ１，有
ａｃ＝（ａｃ０，ａｃ１，…，ａｃｒ－１ （ａ）ｃ

′
１，（ａ）ｃ

′
２，…，

（ａ）ｃ′ｓ－１）．
因此，向量空间Ｒｒ１×Ｒ

ｓ
２关于加法和乘法构成了

一个Ｒ１－模．
定义１　设向量集 Ｃ是 Ｒｒ１×Ｒ

ｓ
２的一个非空子集，

如果Ｃ关于乘法构成一个Ｒｒ１×Ｒ
ｓ
２的一个Ｒ１－子模，

则称Ｃ是Ｒ１×Ｒ２上码长为ｒ＋ｓ的线性码．
在本文中，我们讨论的码都是线性码．下面，我们给

出Ｒ１×Ｒ２上循环码的定义．
定义２　设Ｃ是Ｒｒ１×Ｒ

ｓ
２上码长为 ｒ＋ｓ的线性码，

即Ｃ关于乘法构成Ｒｒ１×Ｒ
ｓ
２的一个Ｒ１－子模．若对于

Ｃ中的任意一个码字
（ｃ０，ｃ１，…，ｃｒ－１ ｃ

′
０，ｃ

′
１，…，ｃ

′
ｓ－１）

有

（ｃｒ－１，ｃ０，ｃ１，…，ｃｒ－２ ｃ
′
ｓ－１，ｃ

′
０，ｃ

′
１，…，ｃ

′
ｓ－２）

仍是线性码Ｃ中的码字，则称 Ｃ是 Ｒ１＋Ｒ２上码长
为ｒ＋ｓ的循环码．

值得注意的是，定义２中我们给出的 Ｒ１×Ｒ２上码
长为ｒ＋ｓ的循环码具有２个循环块，一个是 Ｒ１上码长
为ｒ的循环块，一个是Ｒ２上码长为 ｓ的循环块，从而不
同于传统意义上的循环码．

令Ｒｒ，ｓ＝Ｒ１［ｘ］／＜ｘ
ｒ－１＞×Ｒ２［ｘ］／＜ｘ

ｓ－１＞．设
ａ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋… ＋ａｎｘ

ｎ是 Ｒ１［ｘ］中的任意一个元
素．取Ｒｒ，ｓ中的任意一个元素 ｃ（ｘ）＝（ｃｒ（ｘ） ｃｓ（ｘ）），
其中

ｃｒ（ｘ）＝ｃ０＋…＋ｃｒ－１ｘ
ｒ－１∈Ｒ１［ｘ］／＜ｘ

ｒ－１＞，
ｃｓ（ｘ）＝ｃ０＋…＋ｃｓ－１ｘ

ｓ－１∈Ｒ２［ｘ］／＜ｘ
ｓ－１＞，

定义

ａ（ｘ）ｃ（ｘ）＝（ａ（ｘ）ｃｒ（ｘ）（ａ（ｘ））ｃｓ（ｘ）），
其中

（ａ（ｘ））＝（ａ０）＋（ａ１）ｘ＋…＋（ａｎ）ｘ
ｎ．

显然，Ｒｒ，ｓ构成一个Ｒ１［ｘ］－模．定义
φ：Ｒｒ１×Ｒ

ｓ
２→Ｒｒ，ｓ

　　ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｒ－１ ｃ
′
０，ｃ

′
１，…，ｃ

′
ｓ－１）｜→ｃ（ｘ）

＝（ｃｒ（ｘ）ｃｓ（ｘ））
其中

ｃｒ（ｘ）＝ｃ０＋ｃ１ｘ＋…＋ｃｒ－１ｘ
ｒ－１∈Ｒｒ，

ｃｓ（ｘ）＝ｃ
′
０＋ｃ

′
１ｘ＋…＋ｃ

′
ｓ－１ｘ

ｓ－１∈Ｒｓ．
显然，φ是一个 Ｒ１－模同构．另外，容易证明 Ｃ是

Ｒ１×Ｒ２上码长为 ｒ＋ｓ的循环码当且仅当 （Ｃ）是 Ｒｒ，ｓ
的一个Ｒ１［ｘ］－子模．在本文中若没有特殊说明，我们
将Ｃ和（Ｃ）等同．

３　两个引理

　　设Ｃ是环Ｒ１上码长为ｎ的线性码，即Ｃ是Ｒ
ｎ
１的一

个Ｒ１－子模．线性码 Ｃ是循环码当且仅当对 Ｃ中的任
意一个码字（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）有（ｃｎ－１，ｃ０，…，ｃｎ－２）仍是 Ｃ
中的一个码字．

设Ｒｎ＝Ｒ１［ｘ］／＜ｘ
ｎ－１＞，则环Ｒ１上的码长为ｎ的

循环码Ｃ可以看作Ｒｎ的一个理想．设 ｎ是一个奇数且
在Ｒ１上有

ｘｎ－１＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ），则
　　　　Ｃ＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ），２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞

＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）＞ （１）
其中ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）是环Ｒ１上的首一多项式且 ｆ（ｘ）
ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）称为循环码的生成多项式［９］．

由上述，我们知道环 Ｒ１上的循环码是 Ｒｎ的理想，
即Ｒｎ的一个Ｒ１［ｘ］－子模．因此Ｃ也可以看作Ｒｎ的一
个Ｒ１－子模．通过式（１），我们能否给出 Ｃ作为 Ｒｎ的
Ｒ１－子模的极小生成元集，即循环码 Ｃ作为Ｒｎ的Ｒ１－
子模的生成元？事实上，一旦给出了极小生成元集我们

就确定了Ｃ的生成矩阵．
引理１　设Ｃ是环Ｒ１上码长为ｎ的循环码，且

　　　　Ｃ＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ），２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞
＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）＞，

其中ｎ是一个奇数，并且在Ｒ１上有
ｘｎ－１＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ），

ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）是环Ｒ１上的首一多项式．定义
Ｓ１＝｛ｆ（ｘ）ｈ（ｘ），ｘｆ（ｘ）ｈ（ｘ），…，ｘ

ｄｅｇｇ（ｘ）－１ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）｝，
Ｓ２＝｛２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），２ｘｆ（ｘ）ｇ（ｘ），…，２ｘ

ｄｅｇｈ（ｘ）－１ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）｝．
则Ｓ１∪Ｓ２是循环码Ｃ作为 Ｒｎ的 Ｒ１－子模的极小生成
元集．

证明　由于Ｃ＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ），２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞，
所以我们分为以下几种情况进行讨论：

（１）当ｆ（ｘ）＝１，则ｘｎ－１＝ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）且Ｃ＝＜ｈ（ｘ）＞
!

＜２ｇ（ｘ）＞．显然，Ｓ１∪Ｓ２构成Ｃ的极小生成元集．
（２）当ｆ（ｘ）≠１，则
（２１１）当ｈ（ｘ）＝１，则 ｘｎ－１＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）且 Ｃ＝

＜ｆ（ｘ）＞．此时，Ｓ２＝．显然，Ｓ１∪Ｓ２构成 Ｃ的极小生
成元集．

（２１２）当ｈ（ｘ）≠１，则 ｘｎ－１＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）且
Ｃ＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＞

!

＜２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞．显然，Ｓ１∪Ｓ２构成
Ｃ的极小生成元集．

（２２１）当ｇ（ｘ）＝１，则 ｘｎ－１＝ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）且 Ｃ＝
＜２ｆ（ｘ）＞．此时，Ｓ１＝．显然，Ｓ１∪Ｓ２构成Ｃ的极小生
成元集．

（２２２）当ｇ（ｘ）≠１，则 ｘｎ－１＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）且

９６７１
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Ｃ＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＞
!

＜２ｆ（ｘ）＞．显然，Ｓ１∪Ｓ２构成 Ｃ的
极小生成元集．

由于Ｒ１和Ｒ２上码长为奇数的循环码具有相同的
代数结构［１０］，因此对于环Ｒ２上码长为奇数的循环码我
们有类似于引理１的结果．

引理２　令Ｒ′ｎ＝Ｒ２［ｘ］／＜ｘ
ｎ－１＞．设Ｃ是环Ｒ２上

码长为ｎ的循环码，且
　　　　Ｃ＝＜珓ｆ（ｘ）珘ｈ（ｘ），ｕ珓ｆ（ｘ）珘ｇ（ｘ）＞＝＜珓ｆ（ｘ）珘ｈ（ｘ）

＋ｕ珓ｆ（ｘ）＞，
其中ｎ是一个奇数并且在Ｒ２上有
ｘｎ－１＝珓ｆ（ｘ）珘ｇ（ｘ）珘ｈ（ｘ），珓ｆ（ｘ），珘ｇ（ｘ），珘ｈ（ｘ）是环 Ｒ２上的
首一多项式．定义
　　　Ｓ１＝｛珓ｆ（ｘ）珘ｈ（ｘ），ｘ珓ｆ（ｘ）珘ｈ（ｘ），…，ｘ

ｄｅｇ珘ｇ（ｘ）－１

珓ｆ（ｘ）珘ｈ（ｘ）｝，
　　　Ｓ２＝｛ｕ珓ｆ（ｘ）珘ｇ（ｘ），ｕｘ珓ｆ（ｘ）珘ｇ（ｘ），…，ｕｘ

ｄｅｇ珘ｈ（ｘ）－１

珓ｆ（ｘ）珘ｇ（ｘ）｝．
则Ｓ１∪Ｓ２是循环码Ｃ作为 Ｒ

′
ｎ的 Ｒ２－子模的极小生成

元集．

４　Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）上循环码的极小生成元集

　　设Ｒ１［ｘ］／＜ｘ
ｒ－１＞和Ｒ２［ｘ］／＜ｘ

ｓ－１＞是两个主
理想环，其中ｒ和ｓ是两个奇数．令Ｃ是Ｒ１＋Ｒ２上码长
为ｒ＋ｓ的循环码，即 Ｒｒ，ｓ＝Ｒ１［ｘ］／＜ｘ

ｒ－１＞×Ｒ２［ｘ］／
＜ｘｓ－１＞的Ｒ１［ｘ］－子模．定义映射
τ：Ｃ→Ｒ２［ｘ］／＜ｘ

ｓ－１＞
（ｃ１（ｘ）ｃ２（ｘ））｜→ｃ２（ｘ）．
显然，τ是一个Ｒ１［ｘ］－模同态．由于 Ｃ是 Ｒｒ，ｓ的一

个Ｒ１［ｘ］－子模，所以对任意的ａ（ｘ）∈Ｒ１［ｘ］有
ａ（ｘ） （ｃ１（ｘ） ｃ２（ｘ））＝（ａ（ｘ）ｃ１（ｘ）

φ（ａ（ｘ）ｃ２（ｘ））∈Ｃ．因为 φ是一个从 Ｒ１到 Ｒ２环同态
映射且φ（Ｒ１）＝Ｆ２是Ｒ２的一个子环，所以

φ（Ｒ１［ｘ］）＝Ｆ２［ｘ］是 Ｒ２［ｘ］的一个子环．因此，
τ（Ｃ）是商环Ｒ２［ｘ］／＜ｘ

ｓ－１＞的一个 Ｆ２［ｘ］－子模．
故，τ（Ｃ）是Ｒ２［ｘ］／＜ｘ

ｓ－１＞的理想当且仅当 τ（Ｃ）＝
＜ｕ珓ｆ（ｘ）＞，其中 珓ｆ（ｘ）是多项式 ｘｓ－１的首一因式．此
时，我们称Ｃ为 Ｒ１×Ｒ２上的 τ－循环码．在本部分，我
们首先给出Ｒ１×Ｒ２上τ－循环码的生成元的表达式．

定理１　设Ｃ是Ｒ１×Ｒ２上码长为ｒ＋ｓ的 τ－循环
码，则

Ｃ＝＜（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０），（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））＞
其中，ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）、ｈ（ｘ）是环Ｒ１上的首一多项式且

满足ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）＝ｘｒ－１；珓ｆ（ｘ）是环Ｒ２上 ｘ
ｓ－１的首

一因式；ｌ（ｘ）∈Ｒ１［ｘ］／＜ｘ
ｒ－１＞．

证明　因为Ｃ是τ－循环码，所以τ（Ｃ）＝＜ｕ珓ｆ（ｘ）＞，
其中珓ｆ（ｘ）是ｘｓ－１的首一因式．另外，

Ｋｅｒ（τ）＝｛（ｃ１（ｘ）０）∈Ｃ ｃ１（ｘ）∈Ｒ１［ｘ］／＜ｘ
ｒ－１＞｝．

定义集合

　　Ｄ＝｛ｃ１（ｘ）∈Ｒ１［ｘ］／＜ｘ
ｒ－１＞ （ｃ１（ｘ）０）

∈Ｋｅｒ（τ）｝．
显然，Ｄ是商环Ｒ１［ｘ］／＜ｘ

ｒ－１＞的理想．因此，在
Ｒ１［ｘ］中存在首一多项式ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）、ｈ（ｘ）使得ｘ

ｒ－１＝
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）且Ｄ＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）＞．因此，对
任意的（ｃ１（ｘ）０）∈Ｋｅｒ（τ），我们有 ｃ１（ｘ）∈Ｄ．故，在
Ｒ１［ｘ］中存在多项式 ｍ（ｘ）使得 ｃ１（ｘ）＝ｍ（ｘ）（ｆ（ｘ）
ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））．所以，

（ｃ１（ｘ）０）＝ｍ（ｘ）（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）．
即，Ｋｅｒ（τ）是由（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ） ０）生成的

Ｒ１［ｘ］－子模．因此，由模同态基本定理，我们有
Ｃ／Ｋｅｒ（τ）τ（Ｃ）＝＜ｕ珓ｆ（ｘ）＞．
设（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））∈Ｃ，其中τ（（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ）））＝ｕ珓ｆ

（ｘ）且ｌ（ｘ）∈Ｒ１［ｘ］／＜ｘ
ｒ－１＞．则作为 Ｒｒ，ｓ的 Ｒ１［ｘ］－

子模的循环码可以由 （ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）和（ｌ（ｘ）
ｕ珓ｆ（ｘ））生成．
引理３　设Ｃ＝＜（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０），（ｌ（ｘ）

ｕ珓ｆ（ｘ））＞是Ｒ１×Ｒ２上码长为ｒ＋ｓ的τ－循环码，如果
ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）或２ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）是 Ｒ１上的首一
多项式，则

ｄｅｇ（ｌ（ｘ））＜ｄｅｇ（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））．
证明　设Ｃ＝＜（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０），（ｌ（ｘ）

ｕ珓ｆ（ｘ））＞．若ｄｅｇ（ｌ（ｘ））≥ｄｅｇ（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））．令
ｉ＝ｄｅｇ（ｌ（ｘ））－ｄｅｇ（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））．考虑

Ｃ′＝＜（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０），ｌ（ｘ）－ａｘｉ

（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））ｕ珓ｆ（ｘ）＞
其中ａ是ｌ（ｘ）的首项系数．显然，ＣＣ′．另外，
（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））＝（ｌ（ｘ）－ａｘｉ（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））ｕ珓ｆ（ｘ））＋

ａｘｉ（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）．
所以（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））∈Ｃ′．故，Ｃ＝Ｃ′．
引理４　设Ｃ＝＜（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０），
（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））＞是Ｒ１×Ｒ２上码长为ｒ＋ｓ的τ－循

环码，则

（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）．

证明 　由于 Ｆ２是环 Ｒ２的子环，因此 ｘ
ｓ－１在 Ｒ２

上的分解可以看作在 Ｆ２上分解．所以，（
ｘｓ－１
珓ｆ（ｘ））＝

ｘｓ－１
珓ｆ（ｘ）．因为

ｘｓ－１
珓ｆ（ｘ）（ｌ（ｘ）ｕ

珓ｆ（ｘ））＝（ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）０），

所以τ（ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）（ｌ（ｘ）ｕ

珓ｆ（ｘ）））＝０因此，（ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）０）

∈Ｋｅｒ（τ）Ｃ．故，
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（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）．

根据引理４，如果τ－循环码Ｃ只有（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））
一个生成元生成，则

（ｘｒ－１）ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）．

因此，由定理１、引理３、引理４，我们可以将 τ－循
环码进行如下分类．

推论１　设Ｃ是Ｒ１×Ｒ２上码长为ｒ＋ｓ的 τ－循环
码，则Ｃ可进行如下分类：

（ｉ）Ｃ＝＜ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ） ０＞，其中 ｆ（ｘ）、
ｇ（ｘ）、ｈ（ｘ）是Ｒ１上的首一多项式且 ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）＝
ｘｒ－１

（ｉｉ）Ｃ＝＜（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））＞，其中珓ｆ（ｘ）是 ｘｓ－１的

首一因式，且（ｘｒ－１）ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）．

（ｉｉｉ）Ｃ＝＜（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）｜０），（ｌ（ｘ）｜ｕ珓ｆ（ｘ））＞，
其中ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）的首项系数为 １或 ３；ｆ（ｘ）、ｇ
（ｘ）、ｈ（ｘ）是Ｒ１上的首一多项式且 ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）＝ｘ

ｒ

－１；
ｄｅｇ（ｌ（ｘ））＜ｄｅｇ（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））；（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）

＋２ｆ（ｘ））ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）；

珓ｆ（ｘ）是ｘｓ－１的首一因式．

（ｉｖ）Ｃ＝＜２ｆ（ｘ）０），（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））＞，
其中ｆ（ｘ）是ｘｒ－１的首一因式；

２ｆ（ｘ）ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）；

珓ｆ（ｘ）是ｘｓ－１的首一因式．

Ｒ１×Ｒ２上码长为 ｒ＋ｓ的 τ－循环码 Ｃ是 Ｒｒ，ｓ的一
个Ｒ１［ｘ］－子模，当然也是Ｒｒ，ｓ的一个 Ｒ１－子模．下面，
我们给出了τ－循环码 Ｃ作为 Ｒｒ，ｓ的 Ｒ１－子模的极小
生成元集．

定理２　设Ｃ＝＜（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０），（ｌ（ｘ）
ｕ珓ｆ（ｘ））＞是Ｒ１×Ｒ２上码长为ｒ＋ｓ的τ－循环码，其中
ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）、ｈ（ｘ）是 Ｒ１上的首一多项式且 ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ
（ｘ）＝ｘｒ－１；珓ｆ（ｘ）是ｘｓ－１的首一因式．令ｄｅｇ（ｇ（ｘ））＝
ｔ，ｄｅｇ（ｈ（ｘ））＝ｋ，

ｄｅｇ（珓ｆ（ｘ））＝ｓ－ｌ．设
Ｓ１＝｛（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０），ｘ（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）

＋２ｆ（ｘ）０），…，ｘｔ－１（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）
＋２ｆ（ｘ）０）｝，

Ｓ２＝｛（２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）０），ｘ（２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）０），…，
ｘｋ－１（２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）０）｝，

Ｓ３＝｛（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ）），ｘ（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ）），…，
ｘｌ－１（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））｝．
则Ｓ１∪Ｓ２∪Ｓ３是Ｃ作为 Ｒｒ，ｓ的 Ｒ１－子模的极小生

成元集．因此，τ－循环码 Ｃ的码字个数为 ４ｔ２ｋ２ｌ

＝４ｔ２ｋ＋ｌ．
证明　设ｃ（ｘ）是τ－循环码Ｃ中的任意一个码字，

则存在Ｒ１［ｘ］中的多项式ｐ（ｘ）和ｑ（ｘ）使得
ｃ（ｘ）＝ｐ（ｘ）（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）＋ｑ（ｘ）

（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））．
如果ｄｅｇ（ｐ（ｘ））≤ｔ－１，则
ｐ（ｘ）（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）∈Ｓｐａｎ（Ｓ１∪Ｓ２），其

中Ｓｐａｎ（Ｓ１∪Ｓ２）表示由 Ｓ１∪Ｓ２生成的 Ｒｒ，ｓ的 Ｒ１［ｘ］－
子模．否则，存在 Ｒ１［ｘ］中的多项式 ｐ１（ｘ）以及 ｑ１（ｘ）
使得

ｐ（ｘ）＝ｐ１（ｘ）ｇ（ｘ）＋ｑ１（ｘ），
其中ｑ１（ｘ）＝０或 ｄｅｇ（ｑ１（ｘ））≤ｔ－１因此 ｐ（ｘ）（ｆ
（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）＝（ｑ１（ｘ）ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）
＋２ｑ１（ｘ）ｆ（ｘ）０）＋（２ｐ１（ｘ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）０）．
如果ｄｅｇ（ｐ１（ｘ））≤ｋ－１，则
ｐ（ｘ）（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）∈Ｓｐａｎ（Ｓ１∪Ｓ２）．
否则，在Ｒ１［ｘ］中存在多项式 ｐ２（ｘ）以及 ｑ２（ｘ）

使得

ｐ１（ｘ）＝ｈ（ｘ）ｐ２（ｘ）＋ｑ２（ｘ），
其中ｑ２（ｘ）＝０或ｄｅｇ（ｑ２（ｘ））≤ｋ－１因此，

（２ｐ１（ｘ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）０）＝（２ｑ２（ｘ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）０）
∈Ｓｐａｎ（Ｓ２）．
因此，

ｐ（ｘ）（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ）０）∈Ｓｐａｎ（Ｓ１∪Ｓ２）．
如果ｄｅｇ（ｑ（ｘ））≤ｌ－１，则

ｑ（ｘ） （ｌ（ｘ） ｕ珓ｆ（ｘ））＝（ｑ（ｘ）ｌ（ｘ）
ｕ（ｑ（ｘ））珓ｆ（ｘ））｝∈Ｓｐａｎ（Ｓ３）．
否则，存在Ｒ１［ｘ］中存在多项式ｒ１（ｘ）以及ｓ１（ｘ）使

得

ｑ（ｘ）＝ｒ１（ｘ）
ｘｓ－１
珓ｆ（ｘ）＋ｓ１（ｘ），

其中ｓ１（ｘ）＝０或ｄｅｇ（ｓ１（ｘ））≤ｌ－１因此，

ｑ（ｘ）（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））＝ｒ１（ｘ）
ｘｒ－１
珓ｆ（ｘ）（ｌ（ｘ）

ｕ珓ｆ（ｘ））＋ｓ１（ｘ）（ｌ（ｘ）ｕ珓ｆ（ｘ））．
注意到ｓ１（ｘ）（ｌ（ｘ） ｕ珓ｆ（ｘ））∈Ｓｐａｎ（Ｓ３）．另外，

因为（ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）＋２ｆ（ｘ））ｘ
ｓ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ），

所以

（ｒ１（ｘ）
ｘｒ－１
珓ｆ（ｘ）ｌ（ｘ）０）∈Ｓｐａｎ（Ｓ１∪Ｓ２）．

故，

ｃ（ｘ）∈Ｓｐａｎ（Ｓ１∪Ｓ２∪Ｓ３）．
显然，Ｓ１∪Ｓ２∪Ｓ３中的元素都是 Ｒ１－线性无关的，

所以Ｓ１∪Ｓ２∪Ｓ３是Ｃ的Ｒ１－极小生成元集．
在本文的最后，我们利用 Ｒ１×Ｒ２上的 τ－循环码
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构造有限域 Ｆ２上的非线性码．首先，我们给出 Ｒ１×Ｒ２
到有限域Ｆ２上的Ｇｒａｙ映射如下

ｆ：Ｒ１×Ｒ２→Ｆ
２
２×Ｆ

２
２

ｒ＝（ａ＋２ｂｃ＋ｕｄ）｜→（ｂ，ａ＋ｂ，ｄ，ｃ＋ｄ），
其中ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｆ２显然，ｆ是一个双射．Ｒ１×Ｒ２中元素
ｒ的Ｇｒａｙ重量定义为ｆ（ｒ）的Ｈａｍｍｉｎｇ重量．ｆ可以自然
的推广到Ｒｒ１×Ｒ

ｓ
１上．Ｒ

ｒ
１×Ｒ

ｓ
１中元素的Ｇｒａｙ重量定义为

每个分量的Ｇｒａｙ重量之和．令 Ｃ是 Ｒ１×Ｒ２上码长为 ｒ
＋ｓ的线性码，则 Ｃ的极小 Ｇｒａｙ距离等于 Ｃ中非零码
字的极小Ｇｒａｙ重量．另外，由Ｇｒａｙ映射的定义知 ｆ是一
个从Ｃ的Ｇｒａｙ距离到 ｆ（Ｃ）的保距映射，即 Ｃ的极小
Ｇｒａｙ距离等于ｆ（Ｃ）的极小 Ｈａｍｍｉｎｇ距离．值得注意的
是，ｆ一般情况下不是一个 Ｆ２－线性映射．因此若 Ｃ是
Ｒ１×Ｒ２上码长为ｒ＋ｓ的线性码，则ｆ（Ｃ）一般情况下是
一个码长为２ｒ＋２ｓ的二元非线性码．

例１　令Ｃ是Ｒ１×Ｒ２上码长为１５的 τ－循环码，
其中ｒ＝１２，ｓ＝３在Ｒ１上我们有

ｘ１２－１＝（ｘ＋１）（ｘ＋３）（ｘ２＋１）（ｘ２＋ｘ＋１）
（ｘ２＋３ｘ＋１）（ｘ４＋３ｘ２＋１）．

ｆ（ｘ）＝（ｘ＋３）（ｘ２＋１），
ｇ（ｘ）＝（ｘ＋１）（ｘ２＋３ｘ＋１）（ｘ４＋３ｘ２＋１），
ｈ（ｘ）＝ｘ２＋ｘ＋１

另外，在Ｒ２上我们有
ｘ３－１＝（ｘ＋１）（ｘ２＋ｘ＋１）．
不妨令珓ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｘ＋１令 ｌ（ｘ）＝０，则由定理２，

我们可以得到τ－循环码Ｃ具有如下的极小生成元集
Ｓ１＝｛（ｘ

５＋３ｘ３＋ｘ２＋２ｘ＋１０），（ｘ６＋３ｘ４＋ｘ３＋２ｘ２＋ｘ
０），…，（ｘ１１＋３ｘ９＋ｘ８＋２ｘ７＋ｘ６ ０）｝，

Ｓ２＝｛（２ｘ
１０＋２ｘ９＋２ｘ７＋２ｘ６＋２ｘ４＋２ｘ３＋２ｘ＋２０），

（２ｘ１１＋２ｘ１０＋２ｘ８＋２ｘ７＋２ｘ５＋２ｘ４＋２ｘ２＋２ｘ０）｝，
Ｓ３＝｛０ｕｘ

２＋ｕｘ＋ｕ｝．
由极小生成元集，我们可以给出码 Ｃ的一个 Ｚ４－

生成矩阵Ｇ，其中

Ｇ＝

１２１３０１０００００００００
０１２１３０１００００００００
００１２１３０１０００００００
０００１２１３０１００００００
００００１２１３０１０００００
０００００１２１３０１００００
００００００１２１３０１０００
２２０２２０２２０２２００００
０２２０２２０２２０２２０００
００００００００００００



























ｕｕｕ

码Ｃ的码字个数是２１７，极小 Ｇｒａｙ距离是４利用
Ｇｒａｙ映射，我们可以构造出一个参数为（３０，２１７，４）的二
元非线性码．

例２　令ｒ＝３５，ｓ＝５，码 Ｃ是 Ｒ１×Ｒ２上码长为４０
的τ－循环码．在Ｒ１上我们有
　ｘ３５－１＝（ｘ＋３）（ｘ３＋２ｘ２＋ｘ＋３）（ｘ３＋３ｘ２

＋２ｘ＋３）（ｘ４＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ＋１）（ｘ１２＋２ｘ１１

＋３ｘ１０＋ｘ９＋ｘ８＋３ｘ７＋２ｘ６＋２ｘ５＋ｘ４＋２ｘ３

＋３ｘ２＋ｘ＋１）（ｘ１２＋ｘ１１＋３ｘ１０＋２ｘ９＋ｘ８

＋２ｘ７＋２ｘ６＋３ｘ５＋ｘ４＋ｘ３＋３ｘ２＋２ｘ＋１）．
不妨令

ｆ（ｘ）＝ｘ４＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ＋１，
ｇ（ｘ）＝（ｘ３＋２ｘ２＋ｘ＋３）（ｘ３＋３ｘ２＋２ｘ＋３），
ｈ（ｘ）＝（ｘ＋３）（ｘ１２＋２ｘ１１＋３ｘ１０＋ｘ９＋ｘ８＋

３ｘ７＋２ｘ６＋２ｘ５＋ｘ４＋２ｘ３＋３ｘ２＋ｘ＋１）
（ｘ１２＋ｘ１１＋３ｘ１０＋２ｘ９＋ｘ８＋２ｘ７＋２ｘ６＋３ｘ５

＋ｘ４＋ｘ３＋３ｘ２＋２ｘ＋１）．
另外，在Ｒ２上我们有

ｘ５－１＝（ｘ＋１）（ｘ４＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ＋１）．
不妨令珓ｆ（ｘ）＝ｘ４＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ＋１
设ｌ（ｘ）＝０，则τ－循环码Ｃ的极小生成元集

Ｓ１＝｛（ｘ
２９＋３ｘ２８＋ｘ２２＋３ｘ２１＋ｘ１５＋３ｘ１４＋ｘ８＋３ｘ７

＋２ｘ４＋２ｘ３＋２ｘ２＋３ｘ＋１０），…，（ｘ３４＋３ｘ３３

＋ｘ２７＋３ｘ２６＋ｘ２０＋３ｘ１９＋ｘ１３＋３ｘ１２＋２ｘ９

＋２ｘ８＋２ｘ７＋３ｘ６＋ｘ５ ０）｝，
Ｓ２＝｛（２ｘ

１０＋２ｘ８＋２ｘ６＋２ｘ５＋２ｘ４＋２ｘ２＋２０），…，
（２ｘ３４＋２ｘ３２＋２ｘ３０＋２ｘ２９＋２ｘ２８＋２ｘ２６＋２ｘ２４ ０）｝，

Ｓ３＝｛（０ｕｘ
４＋ｕｘ３＋ｕｘ２＋ｕｘ＋ｕ）｝．

由极小生成元集，我们可以给出码 Ｃ的一个 Ｚ４－
生成矩阵Ｇ，其中

Ｇ＝

１３２２２００３１０００００３１００００
 

０００００１３２２２００３１０００００３
２０２０２２２０２０２０００００００００

 

００００００００００００００００００００









００００００００００００００００００００

｜

０３１０００００３１００００００００００


１０００００３１０００００３１０００００
００００００００００００００００００００



００００２０２０２２２０２０２０００００
０００００００００００００００









ｕｕｕｕｕ

码Ｃ中的码字个数是２３８，极小 Ｇｒａｙ距离是８利
用Ｇｒａｙ映射，我们可以构造出一个参数为（８０，２３８，８）
的二元非线性码．通过对比二元非线性码表［１１］，该码是

一个新的二元非线性码．
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５　结论
　　本文中我们研究了 Ｚ４×（Ｆ２＋ｕＦ２）上的一类循环
码的代数结构，明确了其生成元结构并由此构造了二

元非线性码．若Ｒ１和 Ｒ２是两个任意的有限链环，能否
给出Ｒ１×Ｒ２上某几类循环码的代数结构并明确其生成
元？近期，Ｂｏｒｇｅｒｓ等编码组在文献［１２］中声称解决了
该问题．文［１２］中的大部分结果依赖于Ｒ１到Ｒ２的满同
态映射．但是，需要指出的是环 Ｒ１到 Ｒ２不一定存在同
态满射．本文作者已同 Ｂｏｒｇｅｒｓ等联系，他们承认了文
［１２］中的关键失误并声明 Ｒ１×Ｒ２上循环码的代数结
构仍是一个有待解决的问题．
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