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广义可能性计算树逻辑的模型检测问题

梁常建１，２，李永明１
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　　摘　要：　本文首先分别给出了“约束可达”，“总是可达”这两个公式在广义可能性计算树逻辑（ＧＰｏＣＴＬ）中的另
外两种等价形式；其次讨论了基于广义可能性测度的计算树逻辑的模型检测问题，将ＧＰｏＣＴＬ的模型检测问题规约为
经典的ＣＴＬ模型检测问题，利用截集的方法，给出了计算ＧＰｏＣＴＬ的模型检测问题的算法及其复杂度，并通过实例分
析说明了这种算法的可行性；最后，研究了具有公平性假设的 ＧＰｏＣＴＬ模型检测问题的计算复杂度，得到了与上面相
似的结论．
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１　引言

　　经典的模型检测［１］已应用于确定性系统的验证，

但由于系统日益复杂，在验证过程中不可避免地会出

现一些不确定的信息，在正确性要求较高的系统中这

种不确定的信息将会产生非常大的影响，并且模型中

状态转移之间常常存在很多需要量化的信息，这些信

息仅用经典的模型检测已无法处理．为了有效的处理、
刻画这些不确定性，人们研究了基于概率测度的随机

模型检测［２］、基于量子理论的量子［３］模型检测、基于

多值理论的多值模型检测［４～６］、基于模糊逻辑的模糊

模型检测［７］．　特别地，为了处理不满足概率测度可加
性的不确定现象，李永明等基于可能性理论［８］，定义了

广义可能性Ｋｒｉｐｋｅ结构（ＧＰＫＳ）［９～１２］，在其上引入了可
能性测度，在 ＧＰＫＳ下研究了线性时序逻辑（ＧＰｏＬＴＬ）
和计算树逻辑（ＧＰｏＣＴＬ），说明了基于广义可能性测度
的时序逻辑比经典的时序逻辑具有更强的表达能力．
在此基础上，文献［１３］在ＧＰＫＳ下研究了基于决策过程
的模型检测．相对于多值、模糊时序逻辑，文献［９～１２］
引入广义可能性测度，使时态性质可度量化；相对于随

机模型检测，文献［９～１２］处理的是满足可能性测度的
现象而不是满足概率测度可加性的现象．

文献［１１］研究了ＧＰｏＣＴＬ的模型检测问题，给出了
ＧＰｏＣＴＬ模型检测问题的基于模糊矩阵的算法，其时间
复杂度为Ｏ（｜Ｍ｜·｜Ｓ｜３·｜Φ｜）．本文进一步讨论基于
广义可能性测度的计算树逻辑的模型检测问题，将
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ＧＰｏＣＴＬ的模型检测问题规约为经典的 ＣＴＬ模型检测
问题，并通过相应的算法过程计算‖Φ‖（ｓ），相对于文
献［１１］，降低了ＧＰｏＣＴＬ模型检测问题的计算复杂度．

２　预备知识

　　定义１［１１，１２］一个广义的可能性 Ｋｒｉｐｋｅ结构（Ｇｅｎｅｒ
ａｌｉｚｅｄＰｏｓｓｉｂｉｌｉｓｔｉｃＫｒｉｐｋｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅ，ＧＰＫＳ）Ｍ＝（Ｓ，Ｐ，Ｉ，
ＡＰ，Ｌ）是一个五元组，其中：（１）Ｓ是一个可数的非空状
态集；（２）Ｐ：Ｓ×Ｓ→［０，１］是可能性状态转移分布函
数；（３）Ｉ：Ｓ→［０，１］是可能性初始分布函数；（４）ＡＰ是
一个原子命题集合；（５）Ｌ：Ｓ×ＡＰ→［０，１］是可能性标
签函数，也可写作ａ∈ＡＰ，ｓ∈Ｓ，有 Ｌ（ｓ，ａ）＝Ｌ（ｓ）
（ａ），即为每个状态赋一个原子命题的模糊集，表示状
态ｓ满足命题ａ的可能性．

注１　对于一个ＧＰＫＳＭ而言，从状态 ｓ出发的一
条路径π用一组无限的状态序列表示，即：ｓ０ｓ１ｓ２…，其
中ｓ０＝ｓ，且对于任意的ｉ≥０，都有 Ｐ（ｓｉ，ｓｉ＋１）＞０，记 πｉ
＝ｓｉ，π

ｉ＝ｓｉｓｉ＋１…．Ｐａｔｈｓ（ｓ）表示从状态 ｓ出发的所有路
径组成的集合．Ｐａｔｈｓ（Ｍ）表示Ｍ中从初始状态ｓ０∈Ｉ出
发的所有路径组成的集合．记 Ｍｓ＝（Ｓ，Ｐ，ｓ，ＡＰ，Ｌ），其
中初始状态为单点集ｓ．Ｍ的值为Ｍ中的状态数与转移
个数之和，记为｜Ｍ｜，即：｜Ｍ｜＝｜Ｓｕｐｐ（Ｐ）｜＋｜Ｓ｜．如果 Ｓ
和ＡＰ都是有限的，则称 Ｍ是有限 ＧＰＫＳ．本文讨论的
ＧＰＫＳ都是有限的（本文在逻辑公式的运算中分别用符
号∨，∧和表示逻辑析取，逻辑合取和逻辑非；在逻辑
公式的赋值运算中分别用符号∨，∧和表示模糊集
理论中的实数区间［０，１］上的取大运算，取小运算和否
定运算）．

定义２［８］设Ｘ是一个非空集合，Ω＝２Ｘ，若函数Ｍｅ：
Ω→［０，１］满足条件：（１）Ｍｅ（）＝０；（２）对任意的Ｅｉ∈
Ω，ｉ∈Ｉ，Ｍｅ（∪

ｉ∈Ｉ
Ｅｉ）＝∨ｉ∈ＩＭｅ（Ｅｉ），则称 Ｍｅ是 Ω上的广义

可能性测度．
定义３［１１，１２］设Ｍ是一个ＧＰＫＳ，定义映射ＰｏＭ：Ｐａｔｈｓ

（Ｍ）→［０，１］，对任意的路径 π＝ｓ０ｓ１…，有：Ｐｏ
Ｍ（π）＝

Ｉ（ｓ０）∧∧
∞

ｉ＝０
Ｐ（ｓｉ，ｓｉ＋１）．若对ＥＰａｔｈｓ（Ｍ），定义 Ｐｏ

Ｍ（Ｅ）

＝∨｛ＰｏＭ（π）｜π∈Ｅ｝，则可得扩张映射 ＰｏＭ：２Ｐａｔｈｓ（Ｍ）→
［０，１］，易知ＰｏＭ是Ω上的广义可能性测度．

命题１［１１，１２］设 Ｍ是一个 ＧＰＫＳ，映射 ｒＰ：Ｓ→［０，１］
定义为：ｒＰ（ｓ）＝∨｛Ｐ（ｓ，ｓ１）∧Ｐ（ｓ１，ｓ２）∧…｜ｓｓ１ｓ２…∈
Ｐａｔｈｓ（Ｍ）｝，其中ｓ∈Ｓ，则有 ｒＰ（ｓ）＝∨｛Ｐ

＋（ｓ，ｔ）∧Ｐ＋

（ｔ，ｔ）｜ｔ∈Ｓ｝．
定义４［１１］广义可能性计算树逻辑（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＰｏｓ

ｓｉｂｉｌｉｓｔｉｃＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎＴｒｅｅＬｏｇｉｃ，ＧＰｏＣＴＬ）的语法递归定
义如下：

ＧＰｏＣＴＬ的状态公式 Φ按如下规则定义：Φ：：＝

ｔｒｕｅ｜ａ｜Φ１∧Φ２｜Φ｜Ｐｏ（φ），其中φ是 ＧＰｏＣＴＬ路径公
式，ａ∈ＡＰ．

ＧＰｏＣＴＬ的路径公式φ按如下规则定义：φ：：＝○Φ
｜Φ１ Φ２｜Φ１ ≤ｎΦ２｜□Φ，其中 Φ，Φ１，Φ２是 ＧＰｏＣＴＬ
状态公式，ｎ∈Ｎ．

定义５［１１］ＧＰｏＣＴＬ的语义定义如下：
设Ｍ＝（Ｓ，Ｐ，Ｉ，ＡＰ，Ｌ）是一个ＧＰＫＳ，对于状态公式

Φ和任意状态ｓ，它的语义解释是一个模糊集‖Φ‖：Ｓ
→［０，１］，递归定义如下：‖ｔｒｕｅ‖（ｓ）＝１；‖ａ‖（ｓ）＝Ｌ
（ｓ，ａ）．

‖Φ１∧Φ２‖（ｓ）＝‖Φ１‖（ｓ）∧‖Φ２‖（ｓ）；
‖Φ‖（ｓ）＝１－‖Φ‖（ｓ）；‖Ｐｏ（φ）‖（ｓ）＝Ｐｏ（ｓ
φ）．

对于路径公式φ和任意路径π，它的语义解释是一
个模糊集‖φ‖：Ｐａｔｈｓ（Ｍ）→［０，１］，递归定义如下：
‖○Φ‖（π）＝Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧‖Φ（ｓ１）‖．

‖Φ１ Φ２‖（π）＝‖Φ２‖（ｓ０）∨∨ｊ≥１（（‖Φ１‖

（ｓ０）∧ ∧
０≤ｋ＜ｊ－１

Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ１‖（ｓｋ＋１））∧Ｐ（ｓｊ－１，ｓｊ）

∧‖Φ２‖（ｓｊ））；‖Φ１ ≤ｎΦ２‖（π）＝‖Φ２‖（ｓ０）∨
∨
１≤ｊ≤ｎ
（（‖Φ１‖（ｓ０）∧ ∧

０≤ｋ＜ｊ－１
Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ１‖（ｓｋ＋１））

∧Ｐ（ｓｊ－１，ｓｊ）∧‖Φ２‖（ｓｊ））；‖□Φ‖（π）＝∧ｊ≥０∧０≤ｋ＜ｊ
Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ‖（ｓｊ）．特别的，路径公式◇Φ＝ｔｒｕｅ
Φ的语义为：‖◇Φ‖（π）＝∨

ｊ≥０
∧
０≤ｋ＜ｊ
Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ‖

（ｓｊ）．
Ｐｏ（ｓφ）定义如下：Ｐｏ（ｓφ）＝ ∨

π∈Ｐａｔｈｓ（Ｍ）
ＰｏＭｓ（π）

∧‖φ‖（π），直观地，Ｐｏ（ｓφ）表示从状态 ｓ出发，且
满足公式φ的路径的最大可能性．若Ｍ是明确的，则Ｍ
是可以省略的．

命题 ２［１１］设 Ｍ是一个有限的 ＧＰＫＳ，Φ是一个
ＧＰｏＣＴＬ状态公式，则Φ的像集 Ｉｍ（Φ）是一个有限集，
且｜Ｉｍ（Φ）｜≤｜Ｉｍ（Ｐ） Ｉｍ（Ｌ）｜＋２．

３　ＧＰｏＣＴＬ模型检测问题
　　在ＣＴＬ中Φ１ Φ２（约束可达）和□Φ（总是可达）
的扩张律是成立的，在 ＧＰｏＣＴＬ中 Ｐｏ（Φ１ Φ２）和 Ｐｏ
（□Φ）也存在对应的扩张律．设 Ｍ是一个 ＧＰＫＳ，对任
意状态ｓ∈Ｍ及任意的ＧＰｏＣＴＬ状态公式Φ，Φ１，Φ２，

命题３　以下结论成立：
（１）‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）＝‖Ｐｏ（Φ１ ≤｜Ｓ｜Φ２）‖

（ｓ）．
（２）‖Ｐｏ（□Φ）‖（ｓ）＝‖Ｐｏ（□≤｜Ｓ｜Φ）‖（ｓ）．
证明　（１）对任意的状态公式Φ１，Φ２及任意状态

ｓ∈Ｍ，由定义可得，‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）≥‖Ｐｏ（Φ１
≤｜Ｓ｜Φ２）‖（ｓ）；因此只要证明‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）
≤‖Ｐｏ（Φ１ ≤｜Ｓ｜Φ２）‖（ｓ），即只需要证明：对任意的

２４６２
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状态ｓ∈Ｍ，ｋ≥｜Ｓ｜，有‖Ｐｏ（Φ１ ≤ｋΦ２）‖（ｓ）≤‖Ｐｏ
（Φ１ ≤｜Ｓ｜Φ２）‖（ｓ）．可以利用归纳法证明：

当ｋ＝｜Ｓ｜时，结论显然成立；假设当 ｋ＝ｍ＞｜Ｓ｜
时，有‖Ｐｏ（Φ１ ≤ｋΦ２）‖（ｓ）≤‖Ｐｏ（Φ１ ≤｜Ｓ｜Φ２）‖
（ｓ）；当 ｋ＝ｍ＋１时，‖Ｐｏ（Φ１ ≤ｍ＋１Φ２）‖（ｓ）＝
∨

π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π）∧（‖Φ１ ≤ｍΦ２‖（π）∨（ ∧

０≤ｋ＜ｍ＋１
‖Φ１‖

（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ２‖（ｓｍ＋１）））＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧

（‖Φ１ ≤ｍΦ２‖（π））∨ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧（ ∧
０≤ｋ＜ｍ＋１

‖Φ１‖

（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ２‖（ｓｍ＋１））），因为ｍ＋１＞｜Ｓ｜，
路径π＝ｓ０…ｓｉ…ｓｍｓｍ＋１…至少包含一个循环，即存在 ｉ
和ｊ，０≤ｉ＜ｊ≤ｍ使得ｓｉ＝ｓｊ，令π′＝ｓ０…ｓｉｓｊ…ｓｍｓｍ＋１…∈
Ｐａｔｈｓ（ｓ），有 ∨

π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π）∧（ ∧

０≤ｋ＜ｍ＋１
‖Φ１‖（ｓｋ）∧Ｐ

（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ２‖（ｓｍ＋１）））≤ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧

（‖Φ１‖（ｓ０）∧Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧…∧‖Φ１‖（ｓｉ）∧Ｐ（ｓｉ，
ｓｊ＋１）∧‖Φ１‖（ｓｊ＋１）∧…∧Ｐ（ｓｍ，ｓｍ＋１）∧‖Φ２‖
（ｓｍ＋１））≤ ∨

π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π′）∧（‖Φ１ ≤ｍΦ２‖（π′））≤

∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧（‖Φ１ ≤ｍΦ２‖（π）），所以 Ｐｏ（Φ１
≤ｍ＋１Φ２）（ｓ）≤ ∨

π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π）∧（‖Φ１ ≤ｍΦ２‖（π））

＝Ｐｏ（Φ１ ≤ｍΦ２）（ｓ）≤Ｐｏ（Φ１ ≤｜Ｓ｜Φ２）（ｓ）．
（２）对任意的状态公式 Φ及任意的状态 ｓ∈Ｍ，由

定义易知‖Ｐｏ（□Φ）‖（ｓ）≤‖Ｐｏ（□≤｜Ｓ｜Φ）‖（ｓ），因
此只需证明‖Ｐｏ（□Φ）‖（ｓ）≥‖Ｐｏ（□≤｜Ｓ｜Φ）‖（ｓ）．
由于任意路径 π＝ｓ０…ｓｉ…ｓ｜Ｓ｜…至少包含一个循环，即
存在ｉ和ｔ，０≤ｉ＜ｔ≤｜Ｓ｜使得 ｓｉ＝ｓｔ，令 π′＝ｓ０…（ｓｉ…
ｓｔ）

ｗ∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）．由定义‖Ｐｏ（□≤｜Ｓ｜Φ）‖（ｓ）＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧‖□≤｜Ｓ｜Φ‖（π）＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧ ∧
０≤ｊ≤｜Ｓ｜

∧
０≤ｋ＜ｊ

Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ‖（ｓｊ）≤ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧ ∧
０≤ｊ≤ｔ
∧
０≤ｋ＜ｊ
Ｐ（ｓｋ，

ｓｋ＋１）∧‖Φ‖（ｓｊ）≤ ∨
π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π′）∧ ∧
０≤ｊ≤ｔ

∧
０≤ｋ＜ｊ
Ｐ（ｓｋ，

ｓｋ＋１）∧‖Φ‖（ｓｊ）＝ ∨
π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π′）∧‖□Φ‖（π′）≤

∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧‖□≤｜Ｓ｜Φ‖（π）＝‖Ｐｏ（□Φ）‖（ｓ）．

注２对一个经典的 Ｋｒｉｐｋｅ结构（ＫＳ）Ｍ，任意的状
态ｓ∈Ｍ及任意的 ＣＴＬ的状态公式 Φ，有 ｓ∈Ｓａｔ
（（□Φ））在 Ｍ中，存在一条从状态 ｓ可达的循环
路径π＝ｓ０…（ｓｉ…ｓｎ）

ｗ，其中 ｓｉ＝ｓｎ，ｎ≤｜Ｓ｜，且对任意
的０≤ｋ≤ｎ，有ｓｋΦ．因此命题３可看作经典的ＣＴＬ性
质在ＧＰｏＣＴＬ上的广义体现．

命题４　状态公式Ｐｏ（Φ１ Φ２），Ｐｏ（□Φ）的扩张
律成立：

（１）‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨（‖Φ１‖
（ｓ）∧‖Ｐｏ（○（Ｐｏ（Φ１ Φ２）））‖（ｓ））；

（２）‖Ｐｏ（□Φ）‖（ｓ）＝‖Φ∧ｒｐ‖（ｓ）∧‖Ｐｏ
（○（Ｐｏ（□Φ）））‖（ｓ）．

证明　（１）‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）

∧（∨
ｊ≥０
∧
０≤ｋ＜ｊ
‖Φ１‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ２‖（ｓｊ））

＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

∨
ｊ≥０
（‖Φ１‖（ｓ０）∧Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧…∧Ｐ（ｓｊ－１，ｓｊ）

∧‖Φ２‖（ｓｊ）∧Ｐｏ（π））
＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

∨
ｊ≥０
（‖Φ１‖（ｓ０）∧Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧…∧Ｐ（ｓｊ－１，ｓｊ）

∧‖Φ２‖（ｓｊ）∧∨ｓｊ∈Ｍ
Ｐ（ｓｊ，ｓｊ＋１）∧…）

＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

∨
ｊ≥０
（∧
０≤ｋ＜ｊ
‖Φ１‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ２‖

（ｓｊ）∧ｒｐ（ｓｊ））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨ ∨

π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ１）
∨
ｊ＞０
（∧
０≤ｋ＜ｊ
‖Φ１‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，

ｓｋ＋１）∧‖Φ２‖（ｓｊ）∧ｒｐ（ｓｊ））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨ ∨

π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ１）
∨
ｊ≥１
（‖Φ１‖（ｓ０）∧Ｐ（ｓ０，ｓ１）

∧…∧‖Φ１‖（ｓｊ－１）∧Ｐ（ｓｊ－１，ｓｊ）∧‖Φ２‖（ｓｊ）∧ｒｐ
（ｓｊ））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨（‖Φ１‖（ｓ０）∧ ∨

π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ１）
（Ｐ（ｓ０，ｓ１）

∧∨
ｊ≥１
（‖Φ１‖（ｓ１）∧Ｐ（ｓ１，ｓ２）∧…∧‖Φ１‖（ｓｊ－１）∧

｜Ｐ（ｓｊ－１，ｓｊ）∧｜Φ２‖（ｓｊ）∧ｒｐ（ｓｊ））））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨（‖Φ１‖（ｓ０）∧ ∨

π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ１）
（Ｐ（ｓ０，ｓ１）

∧∨
ｊ≥１
（∧
１≤ｋ＜ｊ
‖Φ１‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧｜Φ２‖（ｓｊ）∧

ｒｐ（ｓｊ））））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨（‖Φ１‖（ｓ０）∧ ∨

π′∈Ｐａｔｈｓ（ｓ１）
（Ｐ（ｓ０，ｓ１）

∧∨
ｊ≥１
（∧
１≤ｋ＜ｊ
‖Φ１‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧｜Φ２‖（ｓｊ）∧

Ｐｏ（π１））））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨（‖Φ１‖（ｓ０）∧ ∨

π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
（Ｐｏ（π）∧

Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ１）））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨（‖Φ１‖（ｓ０）∧ ∨

π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
（Ｐｏ（π）∧

‖○（Ｐｏ（Φ１ Φ２））‖（ｓ１）））
＝‖Φ２∧ｒｐ‖（ｓ）∨（‖Φ１‖（ｓ）∧‖Ｐｏ（○（Ｐｏ（Φ１
Φ２）））‖（ｓ））；

（２）‖Ｐｏ（□Φ）‖（ｓ）＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧∧
ｊ≥０
∧
０≤ｋ＜ｊ

Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧‖Φ‖（ｓｊ）
＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧‖Φ‖（ｓ）∧∧
ｊ≥１
∧
１≤ｋ＜ｊ
Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧

‖Φ‖（ｓｊ）
＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧‖Φ‖（ｓ）∧‖□Φ‖（π１）＝

（‖Φ‖（ｓ）∧ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π））∧（ ∨
π＝ｓ０ｓ１…∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧

Ｐｏ（π１）∧‖□Φ‖（π１））
＝‖Φ∧ｒｐ‖（ｓ）∧（ ∨

π＝ｓ０ｓ１…∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π）∧Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧

Ｐｏ（π１）∧‖□Φ‖（π１））
＝‖Φ∧ｒｐ‖（ｓ）∧（ ∨

π＝ｓ０ｓ１…∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π）∧Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧

（ ∨
π＝ｓ１ｓ２…∈Ｐａｔｈｓ（ｓ１）

Ｐｏ（π１）∧‖□Φ‖（π１）））

＝‖Φ∧ｒｐ‖（ｓ）∧（ ∨
π＝ｓ０ｓ１…∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧Ｐ（ｓ０，ｓ１）∧

‖Ｐｏ（□Φ）‖（ｓ１））
＝‖Φ∧ｒｐ‖（ｓ）∧（ ∨

π＝ｓ０ｓ１…∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π）
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　∧‖○（Ｐｏ（□Φ））‖（ｓ１））
＝‖Φ∧ｒｐ‖（ｓ）∧‖Ｐｏ（○（Ｐｏ（□Φ）））‖（ｓ１）．
ＧＰｏＣＴＬ模型检测问题：对给定的广义可能性Ｋｒｉｐ

ｋｅ结构 Ｍ，状态 ｓ∈Ｍ及 ＧＰｏＣＴＬ状态公式 Φ，计算
‖Φ‖（ｓ）的值，简记为 Ｍ，ｓΦ．‖Φ‖（ｓ）可根据 Φ
的长度递归地计算，其中Φ的长度｜Φ｜（Φ的子公式的
个数）递归定义如下：｜Φ｜＝１，如果 Φ∈ＡＰ ｛ｔｒｕｅ｝；
｜Φ１∧Φ２｜＝｜Φ１｜＋｜Φ２｜＋１；｜Φ｜＝｜Φ｜＋１；｜Ｐｏ
（○Φ）｜＝｜Ｐｏ（□Φ）｜＝｜Φ｜＋１；｜Ｐｏ（Φ１ Φ２）｜＝
｜Ｐｏ（Φ１ ≤ｎΦ２）｜＝｜Φ１｜＋｜Φ２｜＋１．
设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个加权的定向图，其中 Ｖ表示顶

点的集合，Ｅ表示有向边的集合．设加权函数ｗ：Ｅ→［０，
１］，则最短路径问题［１４］可描述为：从某顶点出发沿边到

达另一顶点所经的路径中各边权值之和最小的一条路

径．在文献［７］中经过适当的修改，得到基于∧运算的
最优路径问题：设 ｗ（π）＝ ∧

０≤ｉ≤ｋ－１
ｗ（ｖｉ，ｖｉ＋１）表示路径 π

＝ｖ０ｖ１…ｖｋ的（加）权值，从顶点 ｕ到顶点 ｖ的最优路径
为顶点ｕ到顶点ｖ的路径中加权值最大的那条路径．若
加权函数 δ：Ｖ×Ｖ→ ［０，１］定义为：δ（ｕ，ｖ）＝
ｍａｘ｛ｗ（π）｜π是从ｕ到ｖ的一条路径｝，　当存在从
　　　　　　　　　　　　　ｕ到ｖ的一条路径时
　　　　　０，　　　　　　　　　　　　

{
其他

，

则从顶点 ｕ到顶点 ｖ的最优路径的（加权）值为 δ（ｕ，
ｖ）．基于∧运算的最优路径问题就是求从任意顶点 ｕ∈
Ｖ＼｛ｔ｝到给定的目标顶点 ｔ的最优路径（加权）值．其算
法主要步骤如下：设 Ｑ表示已经求得的到给定目标顶
点ｔ的最优路径的顶点，ｄ（ｖ）表示从顶点 ｖ到顶点 ｔ的
最优路径的加权值．（１）初始地，设Ｑ＝｛ｔ｝，令 ｄ（ｖ）＝
ｗ（ｖ，ｔ）， 当（ｖ，ｔ）∈Ｅ时
０，{ 其他

；（２）从 Ｖ＼Ｑ中选取使得

ｄ（ｖ）最大的ｖ，令Ｑ：＝Ｑ ｛ｖ｝，对任意的ｕ∈Ｖ＼Ｑ，如果
（ｕ，ｖ）∈Ｅ，且ｄ（ｕ）≤ｄ（ｖ）∧ｗ（ｕ，ｖ），令ｄ（ｕ）＝ｄ（ｖ）∧
ｗ（ｕ，ｖ）；（３）重复（２）和（３）直到所有顶点添加到Ｑ，即
Ｑ＝Ｖ ｛ｔ｝．

文献［７］证明了算法的可行性，因此当算法结束时
对任意ｖ∈Ｖ＼Ｑ，有ｄ（ｖ）＝δ（ｕ，ｖ），即证明了 ｄ（ｖ）是顶
点ｖ到目标顶点ｖ的最优路径（加权）值．命题５利用该
算法给出了计算‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）的时间复杂度．

命题５　设Ｍ是一个ＧＰＫＳ，ｓ是Ｍ中的任意状态，
Φ１，Φ２是任意的ＧＰｏＣＴＬ状态公式，则计算‖Ｐｏ（Φ１
Φ２）‖（ｓ）的时间复杂度是 Ｏ（｜Ｓｕｐｐ（Ｐ）｜＋｜Ｓ｜·
ｌｏｇ｜Ｓ｜）．

证明　给定一个 ＧＰＫＳＭ＝（Ｓ，Ｐ，Ｉ，ＡＰ，Ｌ）及状态
公式‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ），构造加权定向图 Ｇ＝（Ｖ，
Ｅ），其中Ｖ＝Ｓ ｛ｔ｝，ｔＳ且ｔ是目标顶点，Ｅ＝｛（ｓ，ｓ′）
｜Ｐ（ｓ，ｓ′）＞０｝ ｛（ｓ，ｔ）｜ｓ∈Ｓ｝，函数 ｗ：Ｅ→［０，１］定义

为：ｗ（ｓ，ｓ′）＝
‖Φ１‖（ｓ）∧Ｐ（ｓ，ｓ′）， 当ｓ，ｓ′∈Ｓ时

‖Φ２‖（ｓ）∧ｒｐ（ｓ），{ 其他
，

由命题３，对任意的ｓ∈Ｍ可得
‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）＝‖Ｐｏ（Φ１ ≤｜Ｓ｜Φ２）‖（ｓ）
＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

∨
０≤ｊ＜｜Ｓ｜

（∧
０≤ｋ＜ｊ
‖Φ１‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）

　∧‖Φ２‖（ｓｊ）∧ｒｐ（ｓｊ））
＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

∨
０≤ｊ＜｜Ｓ｜

（∧
０≤ｋ＜ｊ
ｗ（ｓｋ，ｓｋ＋１）∧ｗ（ｓｊ，ｔ））＝δ（ｓ，ｔ），

即‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）等于图Ｇ中顶点ｓ到目标
顶点ｔ的最优路径（加权）值．由于计算δ（ｓ，ｔ）的时间复
杂度为Ｏ（｜Ｓｕｐｐ（Ｐ））｜＋｜Ｓ｜·ｌｏｇ｜Ｓ｜）（类似 Ｄｉｊｋｓｔｒａ
算法［７，１４］），进而计算‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）的时间复杂
度是Ｏ（｜Ｓｕｐｐ（Ｐ））｜＋｜Ｓ｜·ｌｏｇ｜Ｓ｜）．

下面主要通过模糊集的分解定理［１５］讨论 ＧＰｏＣＴＬ
的模型检测问题，首先给出与ＧＰＫＳ对应的类似于截集
的Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍα定义．

定义６　设Ｍ＝（Ｓ，Ｐ，Ｉ，ＡＰ，Ｌ）是一个 ＧＰＫＳ，对任
意的α∈［０，１］，构造一个Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍα为：
Ｍα＝（Ｓα，Ｐα，Ｉ，ＡＰ，Ｌα），

其中Ｌα（ｓ）＝
｛ｐ｜Ｌ（ｓ，ｐ）＝‖ｐ‖（ｓ）≥α｝， ｓ∈Ｓ

， ｓ{ Ｓ
，

Ｓα＝Ｓ ｛ｔ｜ｔＳ｝，Ｐα＝｛（ｓ１，ｓ２）｜Ｐ（ｓ１，ｓ２）≥α｝
｛（ｓ，ｔ）｜ｓ∈Ｓ｝ ｛（ｔ，ｔ）｝．对任意的状态ｓ∈Ｍ及ＣＴＬ公
式Φ，记 ｓαΦ在 Ｋｒｉｐｋｅ结构 Ｍα下，ｓΦ；记 ｓ∈
Ｓａｔα（Φ）在Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍα下，ｓ∈Ｓａｔ（Φ）．

引理１将要把ＧＰｏＣＴＬ中的可能性状态公式 Φ与
ＣＴＬ中的经典的状态公式 Φ′对应起来，进而可利用引
理１和分解定理将 ＧＰｏＣＴＬ的模型检测问题（计算
‖Φ‖（ｓ））转化为经典的ＣＴＬ问题（判定ｓαΦ′）．

引理１　设Φ是任意的ＧＰｏＣＴＬ状态公式，且Φ不
包含连接词，Φ′是与Φ对应的ＣＴＬ状态公式，其中若
Φ中含有Ｐｏ时，则在Φ′中对应为．则对任意的α∈［０，
１］以及任意的ＧＰＫＳＭ，Ｍ中的任意状态ｓ，‖Φ‖（ｓ）≥α
ｓαΦ′．

证明　利用归纳法证明：设 Φ，Φ１，Φ２是 ＧＰｏＣＴＬ
状态公式，α∈［０，１］，Ｍ＝（Ｓ，Ｐ，Ｉ，ＡＰ，Ｌ）是一个ＧＰＫＳ，
Ｍα＝（Ｓα，Ｐα，Ｉ，ＡＰ，Ｌα）是一个 Ｋｒｉｐｋｅ结构，ｓ是Ｍ中的
状态．当｜Φ｜＝１时，结论显然成立．假设当｜Φ｜≤ｎ时，
有‖Φ‖（ｓ）≥αｓαΦ′．

当｜Φ｜＝ｎ＋１时，若 Φ＝Φ１∧Φ２，此时 Φ′＝Φ
′
１

∧Φ′２，‖Φ‖（ｓ）≥α‖Φ１‖（ｓ）≥α和‖Φ２‖（ｓ）≥α
在Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍα下，ｓαΦ

′
１和ｓαΦ

′
２ｓαΦ

′
１∧

Φ′２ｓαΦ
′；若Φ＝Ｐｏ（Φ１），此时Φ′＝（○Φ

′
１），‖

Φ‖（ｓ）＝‖Ｐｏ（Φ１）‖（ｓ）＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧Ｐ（ｓ，ｓ１）∧

‖（Φ１）‖（ｓ）≥α存在一条路径 π＝ｓｓ１…∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
和状态ｓ１，使得Ｐｏ（π）≥α，Ｐ（ｓ，ｓ１）≥α，‖（Φ１）‖（ｓ）
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≥α在 Ｋｒｉｐｋｅ结构 Ｍα下，存在一条路径 π＝ｓｓ１…和
状态 ｓ１，使得（ｓ，ｓ１）∈Ｐα，ｓ１αΦ

′
１在 Ｋｒｉｐｋｅ结构 Ｍα

下，ｓα（○Φ
′
１）ｓαΦ

′；若Φ＝Ｐｏ（Φ１ Φ２），此时
Φ′＝（Φ′１ Φ′２），‖Φ‖（ｓ）＝‖Ｐｏ（Φ１ Φ２）‖（ｓ）
＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧（∨
ｊ≥０
（∧
０≤ｋ＜ｊ
‖（Φ１）‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，

ｓｋ＋１））∧‖Φ２‖（ｓｊ））≥α存在整数ｊ和一条路径π＝
ｓｓ１…ｓｊ…，使得Ｐｏ（π）≥α，∧０≤ｋ＜ｊ‖（Φ１）‖（ｓｋ）∧Ｐ（ｓｋ，

ｓｋ＋１）∧‖Φ２‖（ｓｊ）≥α存在整数ｊ和一条路径π＝ｓｓ１
…ｓｊ…，使得Ｐｏ（π）≥α，‖Φ２‖（ｓｊ）≥α，且对任意的０
≤ｋ＜ｊ，Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）≥α，‖Φ１‖（ｓｋ）≥α在 Ｋｒｉｐｋｅ结
构Ｍα下，存在整数 ｊ和一条路径 π＝ｓｓ１…ｓｊ…，使得 ｓｊ
αΦ

′
２，且对任意的０≤ｋ＜ｊ，（ｓｋ，ｓｋ＋１）∈Ｐα，ｓｋαΦ

′
１

在Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍα下，ｓα（Φ
′
１ Φ′２）ｓα（Φ′）；

若Φ＝Ｐｏ（Φ１ ≤ｎΦ２），此时Φ′＝（Φ
′
１

≤ｎΦ′２），证法
同Φ＝Ｐｏ（Φ１ Φ２）；若 Φ＝Ｐｏ（□Φ１），此时，Φ

′＝
（□Φ′１）‖Φ‖（ｓ）＝‖Ｐｏ（□Φ１）‖（ｓ）＝ ∨

π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ

（π）∧‖□Φ１‖（ｓ）＝ ∨
π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ）

Ｐｏ（π）∧（∧
ｊ≥０
∧
０≤ｋ＜ｊ
Ｐ（ｓｋ，

ｓｋ＋１）∧‖（Φ１）‖（ｓｊ））≥α存在一条路径 π∈Ｐａｔｈｓ
（ｓ），使得Ｐｏ（π）≥α，∧

ｋ≥０
Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）≥α，且∧ｋ≥０‖（Φ１）‖

（ｓｋ）≥α 存在一条路径π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ），使得对任意的ｋ
≥０，Ｐ（ｓｋ，ｓｋ＋１）≥α，‖（Φ１）‖（ｓｋ）≥α在Ｋｒｉｐｋｅ结构
Ｍα下，存在一条路径 π∈Ｐａｔｈｓ（ｓ），使得对任意的 ｋ≥
０，（ｓｋ，ｓｋ＋１）∈Ｐα，ｓｋαΦ

′
１在 Ｋｒｉｐｋｅ结构 Ｍα下．ｓα

（□Φ′１）ｓαΦ′
综上，当｜Φ｜＝ｎ＋１时，‖Φ‖（ｓ）≥αｓαΦ′．

由归纳假设，结论成立．
定理１　设 Φ是不包含连接词的任意 ＧＰｏＣＴＬ

状态公式，Ｍ是一个 ＧＰＫＳ，则对任意的状态 ｓ∈Ｍ，有
‖Φ‖（ｓ）＝Ｓｕｐ｛α｜ｓαΦ′，α∈Ｉｍ（Φ）｝，其中α，Φ′如
引理１中．

证明　设 Φα＝｛ｓ‖｜Φ‖（ｓ）≥α，ｓ∈Ｓ｝，α·

Φα（ｓ）＝
α， 当α∈Φα时
０，{ 其他

，由分解定理‖Φ‖（ｓ）＝

Ｓｕｐ｛α·Φα（ｓ）｜α∈（０，１］｝＝Ｓｕｐ｛α｜ｓ∈Φα，α∈（０，
１］｝＝Ｓｕｐ｛α‖｜Φ‖（ｓ）≥α，α∈（０，１］｝＝Ｓｕｐ｛α｜ｓα
Φ′，α∈（０，１］｝＝Ｓｕｐ｛α｜ｓαΦ′，α∈Ｉｍ（Φ）｝．由于 Ｍ
是有限的，最后一个等式由命题２可得．

注３　定理１说明了 ＧＰｏＣＴＬ模型检测问题（计算
‖Φ‖（ｓ））可规约为对任意的 α∈Ｉｍ（Φ），是否有
‖Φ‖（ｓ）≥α的问题，而‖Φ‖（ｓ）≥α问题又可规约
为经典的ＣＴＬ模型检测ｓΦ′问题．

定理２将给出利用分解定理把 ＧＰｏＣＴＬ模型检测
问题转化为经典的ＣＴＬ模型检测问题的算法及相应的
复杂度．

定理２　设Φ是任意的 ＧＰｏＣＴＬ状态公式，Ｍ是一
个ＧＰＫＳ，则对Ｍ中的任意状态 ｓ，计算‖Φ‖（ｓ）的时
间复杂度是Ｏ（｜Ｍ｜·｜Ｉｍ（Φ）｜·｜Φ｜）．

证明　首先，若Φ＝ａ，ｔｒｕｅ，Φ１∧Φ２，Ｐｏ（○Φ１），Φ１
Φ２，Φ１ ≤ｎΦ２，□Φ１，其中 ａ∈ＡＰ，Ｔｒｕｅ，Φ１，Φ２为

ＧＰｏＣＴＬ状态公式，对任意的状态ｓ∈Ｍ，由定理１知，要
求‖Φ‖（ｓ）的值，只需要对任意的 α∈Ｉｍ（Φ），到使 ｓ
∈Φα的所有Φα，然后求出这些 α中的最大值，这个最
大值就等于‖Φ‖（ｓ）；由引理１，要求 Φα，可通过构建
的经典的Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍα，即对任意状态ｓ∈Ｍ，ｓ∈Φα
‖Φ‖（ｓ）≥αｓαΦ′ｓ∈Ｓａｔα（Φ′），其中α，Φ′如引
理１中，因此要求 ｓ∈Φα，只要在经典的 Ｋｒｉｐｋｅ结构中
求得ｓ∈Ｓａｔα（Φ′）．

具体地，可按下面的算法步骤求得‖Φ‖（ｓ）：设Ｍ
是一个 ＧＰＫＳ，ｓ是 Ｍ中任意的状态，Φ是任意的
ＧＰｏＣＴＬ状态公式，（１）对给定的 ＧＰｏＣＴＬ状态公式 Φ，
求出其对应的 ＣＴＬ状态公式 Φ′；（２）对任意的 α∈Ｉｍ
（Φ），求出相应的Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍα，在Ｍα下求出Ｓａｔα（Φ′），
令Φα＝Ｓａｔα（Φ′）；（３）对任意的状态ｓ∈Ｍ，找到包含状
态ｓ的Φα，令‖Φ‖（ｓ）＝Ｓｕｐ｛α｜ｓ∈Φα｝．由引理１及
定理１可知，第（３）步求得结果是正确的．

由经典ＣＴＬ模型检测知，在第（２）步中，对任意的α
∈Ｉｍ（Φ），计算Ｓａｔα（Φ′）需花费时间Ｏ（｜Ｍ｜·｜Φ′｜）＝
Ｏ（｜Ｍ｜·｜Φ｜），故而计算‖Φ‖（ｓ）的时间复杂度为
Ｏ（｜Ｍ｜·｜Ｉｍ（Φ）｜·｜Φ｜）．

其次，当Φ＝Φ１时，可先通过计算‖Φ１‖（ｓ），
而‖Φ‖（ｓ）＝１－‖Φ１‖（ｓ）．

综上所述，对任意的 ＧＰｏＣＴＬ状态公式 Φ，任意的
状态ｓ∈Ｍ，计算‖Φ‖（ｓ）的时间复杂度是 Ｏ（｜Ｍ｜·
｜Ｉｍ（Φ）｜·｜Φ｜）．
通过下面的例子［６，１１］解释如何将 ＧＰｏＣＴＬ模型检

测问题规约为 ＣＴＬ模型检测问题，并利用定理２中的
算法步骤求‖Φ‖（ｓ）．

例１　某个动物感染了一种新的疾病，医生对这种
新的疾病并不十分了解，但是根据经验觉得用某种药

物（青霉素）会对这种疾病有较好的疗效．下面利用广
义可能性Ｋｒｉｐｋｅ结构对该疾病的治疗进程进行建模．

医生把动物的身体状况分为三种情况：身体差，身

体正常，身体好，这三种身体状况可分别用 ｓ０，ｓ１，ｓ２表
示，即得Ｓ＝｛ｓ０，ｓ１，ｓ２｝．设原子命题ＡＰ＝｛ｐ，ｆ，ｇ｝，其中
ｐ，ｆ，ｇ分别表示动物在某种状态的身体是‘差的’，‘正
常’，‘好的’．由于ｐ，ｆ，ｇ本身是不确定的概念，医生也
不能完全确定动物的身体状况，因此根据医生的经验，

可得到它们在动物的每个身体状况发生的可能性程

度，利用标签函数表示如下：

Ｌ（ｓ０）（ｐ）＝１，Ｌ（ｓ０）（ｆ）＝０．５，Ｌ（ｓ０）（ｇ）＝０．３，
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Ｌ（ｓ１）（ｐ）＝０．５，Ｌ（ｓ１）（ｆ）＝１，Ｌ（ｓ１）（ｇ）＝０．５，Ｌ（ｓ２）
（ｐ）＝０．４，Ｌ（ｓ２）（ｆ）＝０．６，Ｌ（ｓ２）（ｇ）＝１，通过药物治
疗后，动物的身体状况会一定程度地从一个状态转向

另一个状态，根据医生的经验，这些转移可用可能性分

布函数Ｐ表示：Ｐ（ｓ０，ｓ０）＝０．３，Ｐ（ｓ０，ｓ１）＝１，Ｐ（ｓ０，ｓ２）
＝０．６，Ｐ（ｓ１，ｓ０）＝０．３，Ｐ（ｓ１，ｓ１）＝０．６，Ｐ（ｓ１，ｓ２）＝１，
Ｐ（ｓ２，ｓ０）＝０．４，Ｐ（ｓ２，ｓ１）＝０．５，Ｐ（ｓ２，ｓ２）＝０．５，初始
地，假设动物处在差（ｓ０）的身体状况．

因此，动物的疾病治疗进程可用广义可能性Ｋｒｉｐｋｅ
结构Ｍ＝（Ｓ，Ｐ，ｓ０，Ｌ，ＡＰ）表示，其对应的转移图如图１．

首先对ｓ∈Ｍ，Φ＝Ｐｏ（ｐ ｇ），给出‖Ｐｏ（ｐ ｇ）‖
（ｓ）（在状态ｓ经过药物治疗后，‘身体是好的’以前一
直是‘身体是弱的’的可能性）的计算：（１）ＧＰｏＣＴＬ状态
公式Φ＝Ｐｏ（ｐ ｇ）在ＣＴＬ中对应的公式为 Φ′＝（ｐ
ｇ）．（２）对任意的 α∈Ｉｍ（Φ），当 α＝０．３时，其对应

的Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍ０．３可用如图２表示，易得Φ０．３＝｛ｓ０，ｓ１，
ｓ２｝；当α＝０．４时，其对应的Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍ０．４可用如图３
表示，易得 Φ０．４＝｛ｓ０，ｓ１，ｓ２｝；当 α＝０．５时，其对应的
Ｋｒｉｐｋｅ结构 Ｍ０．５可用如图 ４表示，易得 Φ０．５＝｛ｓ０，ｓ１，
ｓ２｝；当α＝０．６时，其对应的Ｋｒｉｐｋｅ结构Ｍ０．６可用如图５
表示，易得Φ０．６＝｛ｓ０，ｓ２｝；当 α＝１时，其对应的 Ｋｒｉｐｋｅ
结构Ｍ１可用如图６表示，易得Φ１＝｛ｓ２｝．（３）由‖Φ‖
（ｓ）＝Ｓｕｐ｛α｜ｓ∈Φα｝得，‖Ｐｏ（ｐ ｇ）‖（ｓ０）＝０．６，‖
Ｐｏ（ｐ ｇ）‖（ｓ１）＝０．５，‖Ｐｏ（ｐ ｇ）‖（ｓ２）＝１．

类似地，可以得到下面的结论：

‖Ｐｏ（◇ｆ）‖（ｓ０）＝１，表示在 ｓ０状态，经过药物治
疗后，身体最终是‘正常的’可能性是１．

‖Ｐｏ（◇ｇ）‖（ｓ０）＝１，表示在 ｓ０状态，经过药物治
疗后，身体最终是‘好的’可能性是１．

虽然‖Ｐｏ（◇ｐ）‖（ｓ０）＝１，但其取值１是在第０步
实现的（无药物治疗），因此表示在ｓ０状态，经过药物治
疗后（至少经过一步），身体最终仍是‘差的’可能性是

０．５．
‖Ｐｏ（□ｐ）‖（ｓ０）＝０．５，表示在 ｓ０状态，经过药物

治疗后，身体一直是‘差的’可能性是０．５．
‖Ｐｏ（□ｆ）‖（ｓ１）＝０．６，表示在 ｓ１状态，经过药物

治疗后，身体一直是‘正常的’可能性是０．６．
‖Ｐｏ（□ｇ）‖（ｓ２）＝０．５，表示在 ｓ２状态，经过药物

治疗后，身体一直是‘好的’可能性是０．５．
注４　（１）图２～图６不一定是 Ｋｒｉｐｋｅ结构 Ｍα对

应的转移图，但可以在图中增加顶点ｔ，使得在顶点ｔ对
任意原子命题赋值为０，并对图中的任意顶点 ｓ增加到
顶点ｔ的边（ｓ，ｔ）及边（ｔ，ｔ），这样得到的图就可以表示
Ｍα对应的转移图，但为了便于理解，仍用图２～图６表
示；（２）三元组ｘ，ｙ，ｚ表示在状态ｓ命题ｐ，ｆ，ｇ分别发生
的可能性，例如，在 ｓ１处的三元组０５，１，０５表示在状
态ｓ１命题ｐ，ｆ，ｇ发生的可能性分别是０５，１，０５；（３）
由上面的运算结果也可得到：药物青霉素的疗效是好

的，构建的模型比较合适的．
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４　ＧＰｏＣＴＬｆ模型检测问题

　　具有公平性假设的计算树逻辑（ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎＴｒｅｅ
Ｌｏｇｉｃｗｉｔｈｆａｉｒｎｅｓｓ，ＣＴＬ［２］ｆ 中的任一条路径都满足 ＣＴＬ
公平性假设ｆａｉｒ，其语法和 ＣＴＬ相同，其语义与 ＣＴＬ不
同的是要求状态所在的路径满足公平性假设，满足关

系用 ｆａｉｒ表示．用 ＦａｉｒＰａｔｈｓ（ｓ）表示从状态 ｓ出发的所
有公平性路径组成的集合，ＦａｉｒＰａｔｈｓ（ｓ）＝｛π∈Ｐａｔｈｓ
（ｓ）｜πｆａｉｒ｝；用ＦａｉｒＰａｔｈｓ（Ｍ）表示Ｍ中从初始状态ｓ０
∈Ｉ出发的所有公平性路径组成的集合，ＦａｉｒＰａｔｈｓ（Ｍ）
＝∪
ｓ０∈Ｉ
ＦａｉｒＰａｔｈｓ（ｓ０）．例如：ｓｆａｉｒφ当且仅当存在 π∈

ＦａｉｒＰａｔｈｓ（ｓ），πｆａｉｒφ；ｓｆａｉｒφ当且仅当对任意的π∈
ＦａｉｒＰａｔｈｓ（ｓ），πｆａｉｒφ．

类似地，若要求 ＧＰｏＣＴＬ中的任一条路径都满足
ＣＴＬ公平性假设ｆａｉｒ，则称其为具有公平性假设的广义
可能性计算树逻辑（ＧＰｏＣＴＬｗｉｔｈｆａｉｒｎｅｓｓ，ＧＰｏＣＴＬｆ），其
语法和ＧＰｏＣＴＬ相同，其语义与 ＧＰｏＣＴＬ不同的也是要
求状态所在的路径满足公平性假设．例如：‖Ｐｏ（φ）‖
（ｓ）＝Ｐｏ（ｓｆａｉｒφ）＝ ∨

π∈ＦａｉｒＰａｔｈｓ（ｓ）
Ｐｏ（π）∧‖φ‖（π）．

定理３　设 Φ是不包含连接词的任意 ＧＰｏＣＴＬｆ
状态公式，Ｍ是一个 ＧＰＫＳ，则对任意的状态 ｓ∈Ｍ，有
‖Φ‖（ｓ）＝Ｓｕｐ｛α｜ｓαΦ′，α∈Ｉｍ（Φ）｝，其中 α，Φ′如
引理１中，且α也是公平性满足关系．

定理４　设Φ是任意的ＧＰｏＣＴＬｆ状态公式，且 ＣＴＬ
公平性假设ｆａｉｒ中连接词的个数是ｋ，Ｍ是一个 ＧＰＫＳ，
则对任意状态 ｓ∈Ｍ，计算‖Φ‖（ｓ）的时间复杂度是
Ｏ（｜Ｍ｜·｜Ｉｍ（Φ）｜·｜Φ｜·ｋ）．

证明　文献［２］中，当ｆａｉｒ中连接词的个数是ｋ，计
算具有公平性假设ＣＴＬ的模型检测问题的时间复杂度
是Ｏ（｜Ｍ｜·｜Φ｜·ｋ）．结合定理２和定理３可知，具有
公平性假设的 ＧＰｏＣＴＬ的模型检测问题的时间复杂度
是Ｏ（｜Ｍ｜·｜Ｉｍ（Φ）｜·｜Φ｜·ｋ）．

５　小结
　　本文证明了 ＧＰｏＣＴＬ状态公式 Ｐｏ（Φ１ Φ２），Ｐｏ
（□Φ）分别等价于 Ｐｏ（Φ１ ≤｜Ｓ｜Φ２）和 Ｐｏ（□

≤｜Ｓ｜Φ），
并给出了它们对应的扩张律；把 ＧＰｏＣＴＬ状态公式 Φ
的模型检测问题规约到经典的 ＣＴＬ模型检测问题，并
通过给定的算法过程，证明了 ＧＰｏＣＴＬ状态公式 Φ的
模型检测问题的时间复杂度是 Ｏ（｜Ｍ｜·｜Ｉｍ（Φ）｜·
｜Φ｜）；特别地，通过改进了的算法，把计算‖Ｐｏ（Φ１
Φ２）‖（ｓ）的时间复杂度提高到了 Ｏ（｜Ｓｕｐｐ（Ｐ）｜＋｜Ｓ｜
·ｌｏｇ｜Ｓ｜）．而文献［１１］给出的 ＧＰｏＣＴＬ状态公式 Φ模
型检测问题的时间复杂性仅是Ｏ（｜Ｓｕｐｐ（Ｐ）｜＋｜Ｓ｜）·
｜Ｓ｜３·｜Φ｜），与其相比，在本文中，‖Φ‖（ｓ）的计算时
间复杂度得到了降低．进一步地，通过相同的方法，把

ＧＰｏＣＴＬｆ状态公式的模型检测问题约简到ＣＴＬｆ模型检测
问题，证明了其计算时间复杂度是Ｏ（｜Ｍ｜·｜Ｉｍ（Φ）｜·
｜Φ｜·ｋ）．最后通过实例分析了如何利用规约方法计算
‖Φ‖（ｓ），计算的数据结果也表明了 ＧＰＫＳ模型的合
理性．

文献［１２］给出了ＧＰｏＬＴＬ公式的可达性分析，自动
化验证等性质，而ＧＰｏＬＴＬ公式模型检测问题的规约及
复杂性还未讨论，可作为下一步研究的内容．
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