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一种基于“编织法”的

ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列构造算法
高　杨，刘松华，王中孝
（洛阳外国语学院，河南洛阳４７１００３）

　　摘　要：　文章首先给出ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列通过“编织法”所产生序列的周期，并证明其中所有２ｎ长状态两两不
同．之后，论证出平移等价意义下一条ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列仅能编织出两条序列．最后针对每一条序列，补全其缺失的
四个２ｎ长状态即可构造出２ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列．由于增添比特的方式有两种，因此由一条ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列可构造出
四条２ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列．
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１　引言
　　序列密码因其高效、易于实现及成本低廉等特性
在通信和密码领域有着广泛的应用．线性反馈移位寄
存器（ＬｉｎｅａｒＦｅｅｄｂａｃｋＳｈｉｆｔＲｅｇｉｓｔｅｒ，ＬＦＳＲ）序列因其良
好的代数结构，其密码性质得到了人们持续的关注和

清晰的刻画．特别地，极大周期 ＬＦＳＲ序列（亦称 ｍ序
列）具有周期大，元素分布平衡以及良好的自相关性等

密码性质．因此早期的序列密码体制大多采用 ｍ序列
作为驱动序列［１］．然而近年来，随着相关攻击［２，３］和代

数攻击［４，５］的不断发展，基于 ＬＦＳＲ的密码体制面临越
来越多的安全威胁，于是非线性反馈移位寄存器（Ｎｏｎ
ｌｉｎｅａｒＦｅｅｄｂａｃｋＳｈｉｆｔＲｅｇｉｓｔｅｒ，ＮＦＳＲ）序列得到了越来越
多的关注［６，７］．ＮＦＳＲ序列因其天然的非线性结构使得

代数攻击等传统手段难以奏效．此外，由于非线性问题
的困难性，ＮＦＳＲ也常常在密码算法中与 ＬＦＳＲ联合使
用以提升整个系统的复杂度，例如 ｅＳＴＲＥＡＭ计划中的
Ｇｒａｉｎ算法［８］．在所有 ＮＦＳＲ序列中，极大周期 ＮＦＳＲ序
列（亦称Ｍ序列或ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列）是较为特殊的一类，
其周期达到最大值２ｎ且全部ｎ长状态出现且仅出现一
次．由于ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列极好的伪随机性，因此针对该类
序列的研究在当今序列密码领域中占有重要地位［９］，

而快速高效地构造大周期 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的意义也是不
言而喻的．

利用较低级数ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列构造高级数 ｄｅＢｒｕｉｊｎ
序列的递归思想在文献［１０～１２］中有所体现．本文借
鉴这种思想，首先引入 ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的“编织
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法”［１３］，得到了周期为２２ｎ４的序列．基于该序列的特
殊性质，在特定位置上增添４个比特即可构造出２ｎ级
ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列．此外，由于编织结果不唯一，施行一次算
法可以得到多条互不平移等价的 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列．该算
法不仅使ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列级数成倍增长，还能由一条 ｄｅ
Ｂｒｕｉｊｎ序列出发构造多条ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，实现ｄｅＢｒｕｉｊｎ
序列构造规模的指数级扩张．

２　准备知识

２．１　周期序列及状态的位置
定义１［１４］设无限序列ａ＝（ａ０ａ１ａ２…，如果存在一个

正整数ｌ满足
ａｌ＋ｋ＝ａｋ，ｋ＝０，１，２… （１）

则称ａ是一个周期序列．
满足式⑴的全体ｌ中的最小正整数称为ａ的周期，

记作 ｐ（ａ）．此外，若无特别说明，本文所讨论的周期
序列均用该序列的第一个周期表示．

定义２　对于任意一条周期为Ｔ的序列ｂ，将其重
复ｎ次可以得到一条新的序列，对序列ｂ的这一操作称
为ｎ次复写，并将ｎ次复写的结果记作ｂｎ．

本文规定，序列ｂｎ的周期为ｎＴ．对于一条周期为Ｔ
的序列ｓ＝（ｓ０ｓ１…ｓＴ－１），ｒ长状态（ｘ０ｘ１…ｘｒ－１）在ｓ中出
现当且仅当存在ｐ∈Ｎ，使得

ｓ（ｐ＋ｉ）ｍｏｄＴ＝ｘｉ，ｉ＝０，１，２，…，ｒ－１
均成立，称该状态在ｓ中的位置为 ｐ．特别的，若某一
状态在周期序列中多次出现，规定其在该序列中的位

置为所有位置中的最小值．
例１　给定序列ｓ＝（０００１０１１１），ｐ（ｓ）＝８．其中２

长状态 ｗ^＝０１在ｓ中的位置为２，而４长状态 ｙ^＝１１００
在ｓ中的位置为６．
２．２　周期序列的循环右移变换及平移等价

定义３　将Ｆ２上周期序列ａ循环右移一位的变换
称为ａ的循环右移变换，记为 Ｒ．设ａ＝（ａ０ａ１ａ２…
ａｎ－１），则ａ在循环右移变换Ｒ下的象为：

Ｒａ＝（ａｎ－１ａ０ａ１…ａｎ－２）
Ｒｉ表示循环右移变换Ｒ的ｉ次复合：
Ｒｉａ＝Ｒ（Ｒｉ－１ａ）＝…＝（ａｎ－ｉａｎ－ｉ＋１ａｎ－ｉ＋２…ａｎ－ｉ－１）

此外，Ｒ的逆变换Ｒ－１表示循环左移变换，即
Ｒ－１ａ＝（ａ１ａ２ａ３…ａ０）．

定义４　对于两条周期序列ａ和ｂ，若存在 ｄ∈Ｚ，
使得ａ＝Ｒｄｂ，称ａ和ｂ平移等价，记作ａ～ｂ；反之，则
称ａ和ｂ不平移等价，记作ａｂ．特别的，当 ｄ＝０时，
ａ＝ｂ．

性质１［１５］对于两条周期均为ｌ的序列ａ和ｂ，给定
任意ｍ长状态 Ｇ^，其中ｍ＜ｌ．若 Ｇ^在ａ和ｂ中出现且
仅出现一次，则ａ～ｂ成立当且仅当 Ｇ^在ａ中的后一比

特与ｂ中的后一比特相同．
２．３　ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列及其变形

一个ｎ级ＮＦＳＲ产生的序列最多可以包含２ｎ个不
同的ｎ长状态［１６］．若一条序列的周期为２ｎ，且２ｎ个不
同的ｎ长状态均出现且仅出现一次，则称该序列为 ｎ
级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列．对于一条ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，“减变
形”和“加变形”规定如下：

“减变形”：将ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列中 ｎ长全０状态替换
为ｎ－１长全０状态，ｎ长全１状态替换为ｎ－１长全１
状态，得到一条周期为２ｎ－２的新序列．

“加变形”：将ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列中 ｎ长全０状态替换
为ｎ＋１长全０状态，ｎ长全１状态替换为ｎ＋１长全１
状态，得到一条周期为２ｎ＋２的新序列．
２．４　编织法

“编织法”（ＩｎｔｅｒｌｅａｖｉｎｇＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ）是一种将两条
序列合并为一条序列的方法［１７］，其描述如下［１８］：给定

两条周期均为 ｎ的序列ｓ＝（ｓ０ｓ１ｓ２…ｓｎ－１）和ｔ＝（ｔ０ｔ１ｔ２
…ｔｎ－１），可以得到一条周期为２ｎ的序列（ｓ０ｔ０ｓ１ｔ１ｓ２ｔ２…
ｓｎ－１ｔｎ－１）．将该序列记作Ｉｎ（ｓ，ｔ），称为由ｓ和ｔ编织所得
的序列，并将序列ｓ，ｔ称为Ｉｎ（ｓ，ｔ）的基础序列．

特别地，对于一条ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，“编织法”指的是
对其加、减变形且复写后的序列进行编织．

例２　ｓ＝（０００１０１１１）是一条３级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，
对其进行“减变形”得到序列ａ＝（００１０１１），对其进行
“加变形”得到序列ｂ＝（００００１０１１１１）．易知

ｌｃｍ（ｐ（ａ），ｐ（ｂ））＝３０
故我们可以得到如下编织序列：

Ｉｎ（ｂ３０／１０，ａ３０／６）＝Ｉｎ（ｂ３，ａ５）＝（０００００１００１１０１１０１０１
１１００１０１００００１１００１１１１１０１００１０００１０１１０００１１１０１１１１）
容易观察到该序列周期为６０，且其中每个６长状态仅
出现一次．

３　主要结果

３．１　编织序列的性质
对于ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列ｃ的“编织法”，“减变形”

序列ａ和“加变形”序列ｂ的复写次数是确定的．由 ｄｅ
Ｂｒｕｉｊｎ序列性质知，ｐ（ｃ）＝２ｎ．进一步地，ｐ（ａ）＝２ｎ－２，
ｐ（ｂ）＝２ｎ＋２．易知，当ｎ≥２时，

ｇｃｄ（ｐ（ａ），ｐ（ｂ））＝２
故有

ｌｃｍ（ｐ（ａ），ｐ（ｂ））＝２２ｎ－１－２
因此在编织序列的一个周期中，序列ａ复写次数为

ｌｃｍ（ｐ（ａ），ｐ（ｂ））（ｐ（ａ）＝２ｎ－１＋１
序列ｂ的复写次数为

ｌｃｍ（ｐ（ａ），ｐ（ｂ））（ｐ（ｂ）＝２ｎ－１－１
故ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列产生的编织序列记作

９４
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Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）．
定理１　设序列ｃ是一条 ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，对其

进行“减变形”和“加变形”，分别得到两条序列ａ和ｂ，

则编织序列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）的周期为２２ｎ－４．

证明　易知，Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）由序列ｂ２
ｎ－１－１及

序列ａ２
ｎ－１＋１编织而成，这两条序列周期均为

ｌｃｍ（ｐ（ａ），ｐ（ｂ））＝２２ｎ－１－２，
因此Ｔ｜２２ｎ－４．另一方面，由于

ｐ（ａ）＝２ｎ－２，ｐ（ｂ）＝２ｎ＋２．
故对于序列ａ，有ａｉ＝ａｉ＋ｋ１（２ｎ－２）成立；对序列ｂ，有ｂｊ

＝ｂｊ＋ｋ２（２ｎ＋２）成立，其中ｉ，ｊ，ｋ１，ｋ２∈ Ｎ．

设编织序列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）的周期为 Ｔ，则该
序列可表示为（ｒ０ｒ１ｒ２…ｒＴ－１），亦可表示为（ｂ０ａ０ｂ１ａ１…
ｂＴ／２－１ａＴ／２－１），因此Ｔ必为偶数．
并有

ｒｓ＝ｒｓ＋Ｔ，ｓ∈ Ｎ （２）
成立．

由编织法的定义知，当ｓ＝２ｌ时，ｒｓ＝ｂｌ，故式⑵等
价于ｂｌ＝ｂ（ｓ＋Ｔ）／２＝ｂｌ＋Ｔ／２，应有ｐ（ｂ）｜Ｔ／２；当 ｓ＝２ｌ＋１
时，ｒｓ＝ａｌ，式⑵等价于 ａｌ＝ａ（ｓ＋Ｔ－１）／２ ＝ａｌ＋Ｔ／２，应有
ｐ（ａ）｜Ｔ／２．因此，有２·ｌｃｍ（ｐ（ａ），ｐ（ｂ））｜Ｔ，即２２ｎ－４
｜Ｔ．

综上所述，序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）的周期为２２ｎ

－４．＃

易知基础序列ｂ２
ｎ－１－１与ａ２

ｎ－１＋１中分别出现许多重

复状态．故接下来需要考虑的问题是编织序列

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中特定长度状态的重复情况．
定理２　序列ａ与ｂ的定义沿用定理１，则在编织序

列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中，每个２ｎ长状态仅出现一次．

证明　序列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中每个２ｎ长状态
均由ｂ中某个ｎ长状态和ａ中某个 ｎ长状态编织而成．
给定０≤ ｉ＜２ｎ－２，记 ｗ^ｉ是序列ａ中出现在位置 ｉ的 ｎ
长状态；给定０≤ ｊ＜２ｎ＋２，记 ｙ^ｊ是序列ｂ中出现在位
置ｊ的ｎ长状态．那么编织序列中全部２ｎ长状态均包
含在下列四个集合中：

Ｈ１＝｛Ｉｎ（^ｙ２ｉ，^ｗ２ｊ）（０≤ ｉ≤ ２
ｎ－１，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１－２｝

Ｈ２＝｛Ｉｎ（^ｙ２ｉ＋１，^ｗ２ｊ＋１）（０≤ ｉ≤ ２
ｎ－１，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１－２｝

Ｈ３＝｛Ｉｎ（^ｗ２ｉ，^ｙ２ｊ＋１）（０≤ ｉ≤ ２
ｎ－１－２，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１｝

Ｈ４＝｛Ｉｎ（^ｗ２ｉ＋１，^ｙ２ｊ）（０≤ ｉ≤ ２
ｎ－１－２，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１｝

由于四个集合代表的四种情况在编织序列中的地

位等价，因此只需针对其中一类情况展开分析．我们不

妨对Ｈ１进行讨论．若在序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中出

现两次Ｉｎ（^ｙ２ｉ，^ｗ２ｊ），则由定理１知

２ｊ＋ｋ×（２ｎ＋２）≡ ２ｊｍｏｄ２ｎ－２
成立．其中ｂ的复写次数ｋ∈ ｛１，２，…，２ｎ－１－２｝．上式等
价于２ｎ－２｜ｋ×（２ｎ＋２）．该式成立当且仅当 ｋ为２ｎ－１

－１的倍数，结合 ｋ的取值范围导出矛盾．因此，形如
Ｉｎ（^ｙ２ｉ，^ｗ２ｊ）的２ｎ长状态两两不同，即 Ｈ１中无重复元
素，同理可知，Ｈ２，Ｈ３，Ｈ４中亦无重复元素．

下面说明，Ｈ１分别与 Ｈ２，Ｈ３，Ｈ４无重复元素．由 ｄｅ
Ｂｒｕｉｊｎ序列定义可知，ｎ长状态 ｗ^２ｉ与 ｗ^２ｉ＋１不可能相同，
即状态集

｛^ｗ２ｉ｜０≤ ｉ≤ ２
ｎ－１－２｝与｛^ｗ２ｉ＋１｜０≤ ｉ≤ ２

ｎ－１－２｝
中无相同元素．因此形如 Ｉｎ（^ｙ２ｉ，^ｗ２ｊ）的２ｎ长状态与形
如Ｉｎ（^ｙ２ｉ＋１，^ｗ２ｊ＋１）的２ｎ长状态不可能相同，即 Ｈ１与 Ｈ２
中无相同元素．

更进一步地，序列ｂ由序列ａ增添两个０和两个１
得到，因此据编织法可知

｛^ｙ２ｉ｜０≤ ｉ≤ ２
ｎ－１｝＝｛^ｗ２ｉ｜０≤ ｉ≤ ２

ｎ－１－２｝∪
｛０００…０｝∪｛１１１…１｝

｛^ｙ２ｉ＋１｜０≤ ｉ≤ ２
ｎ－１｝＝｛^ｗ２ｉ＋１｜０≤ ｉ≤ ２

ｎ－１－２｝∪
｛０００…０｝∪｛１１１…１｝

又因集合｛^ｗ２ｉ＋１｜０≤ ｉ≤２
ｎ－１－２｝中不存在ｎ长全

０状态和ｎ长全１状态，且
｛^ｗ２ｉ｜０≤ ｉ≤２

ｎ－１－２｝∩｛^ｗ２ｉ＋１｜０≤ ｉ≤２
ｎ－１－２｝＝．

由此可知｛^ｙ２ｉ｜０≤ ｉ≤２
ｎ－１｝与｛^ｗ２ｉ＋１｜０≤ ｉ≤２

ｎ－１－２｝
中无相同ｎ长状态，故Ｈ１与Ｈ４中无相同元素．同理，Ｈ１
与Ｈ３中无相同元素．

采用相同方法分析可知，Ｈｉ与 Ｈｊ中均无相同元
素，其中ｉ，ｊ∈ ｛２，３，４｝．综上，结论成立．＃

由定理１知，序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）的周期为

２２ｎ－４．定理２又证明了该序列的每个２ｎ长状态在一个

周期中仅出现一次．故序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）的一

个周期中出现了２２ｎ－４个互不相同的２ｎ长状态．这个
特殊的性质使人联想到２ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，而本文讨
论的“编织法”本身正基于 ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列．由此可
以看出，“编织法”不失为一种由低级数 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列
出发构造更高级数 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的方法．两者的关系
将放在后文深入讨论．
３．２　所有编织情形的讨论

给定一条ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，对其进行“加变形”
和“减变形”，会产生诸多平移等价类．当这些平移等价
类作为基础序列时，其编织所得结果相互之间却不一

定保持平移等价的关系．本节考虑在给定原始ｄｅＢｒｕｉｊｎ
序列条件下基础序列的所有可能情况，并证明不同情

况中编织序列的等价性，最后证明出所有情况下的编

织序列均归结为两个平移等价类．以下引理１和引理２
是显然的．

０５
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引理１　设ａ是一条周期序列，则
Ｒｐａｉ＝（Ｒｐａ）ｉ，其中ｐ∈ Ｚ，ｉ∈ Ｎ＋．

引理１表明了序列平移与序列复写两种运算的可
交换性．在后文中，为了表示方便，当序列的平移变化与
复写同时出现时，规定对其先进行复写操作再进行平

移变换．
引理２　序列ａ与ｂ的定义沿用定理１，则有

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）～Ｉｎ（ａ２
ｎ－１＋１，Ｒ－１ｂ２

ｎ－１－１）．
上述引理表明，从平移等价的角度来看，任意两条

序列编织产生的所有情况均可归结到固定一条序列为

起始编织序列的情况．为了讨论的方便，本文统一将ｂ
作为起始编织序列．由引理２可以直接得到如下推论：

推论　序列ａ与ｂ的定义沿用定理１，则有

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）～Ｉｎ（Ｒｂ２
ｎ－１－１，Ｒａ２

ｎ－１＋１）．
将Ｒｂ视为ｂ，将Ｒａ视为ａ代入推论，即得到：

　　　　Ｒ２Ｉｎ（Ｒｂ２
ｎ－１－１，Ｒａ２

ｎ－１＋１）

＝Ｒ４Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）

＝Ｉｎ（Ｒ２ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）

递推可得：

Ｒ２ｓＩｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）＝Ｉｎ（Ｒｓｂ２
ｎ－１－１，Ｒｓａ２

ｎ－１＋１），

依此关系可得下述引理．
引理３　序列ａ与ｂ的定义沿用定理１，则有

Ｉｎ（Ｒｓｂ２
ｎ－１－１，Ｒｔａ２

ｎ－１＋１）～Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒｔ－ｓａ２

ｎ－１＋１）

成立，

其中ｓ，ｔ∈ Ｚ且ｓ≤ ｔ．
证明　由上方推论知

Ｉｎ（Ｒｓｂ２
ｎ－１－１，Ｒｔａ２

ｎ－１＋１）

＝Ｉｎ（Ｒｓｂ２
ｎ－１－１，Ｒｓ（Ｒｔ－ｓａ）２

ｎ－１＋１）

＝Ｒ２ｓＩｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒｔ－ｓａ２

ｎ－１＋１）

因此立得结论．＃
特别的，当ｓ＞ｔ时，一定存在ｕ∈Ｚ，使得

ｓ＋ｕｍｏｄ２ｎ＋２＜ｔ＋ｕｍｏｄ２ｎ－２
成立，将Ｒｕａ及Ｒｕｂ视为ｂ和ａ代入引理３时，有

Ｉｎ（Ｒｓ（Ｒｕｂ）２
ｎ－１－１，Ｒｔ（Ｒｕａ）２

ｎ－１＋１）

＝Ｉｎ（Ｒ（ｓ＋ｕ）ｍｏｄ２
ｎ＋２ｂ２

ｎ－１－１，Ｒ（ｔ＋ｕ）ｍｏｄ２
ｎ－２ａ２

ｎ－１＋１）

此时满足引理３的条件．
引理３说明了一个重要的事实，即当两条编织序列

同时循环右移变换时，编织结果总可以归结为仅对一

条序列循环右移变换的情形．
引理４　 序列ａ与ｂ的定义沿用定理１，则有

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒａ２

ｎ－１＋１）．
证明　不妨设ａ的第一个 ｎ长状态为０００…１，ｂ的

第一个 ｎ＋１长状态为 ０００…０．易知，在编织序列

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中，２ｎ长状态 Ｇ^＝００…０１的后一
比特为０．因为序列ａ中不存在ｎ长全０和全１状态，因
此当ａ的前ｎ－１比特为０时，序列ａ的最后一位为１，

换言之，Ｒａ２
ｎ－１＋１的第一个比特为 １．另一方面，在 Ｉｎ

（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒａ２

ｎ－１＋１）中，２ｎ长状态 Ｇ^的后一比特为１．

根据定理 １，２ｎ长状态 Ｇ^在序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，

ａ２
ｎ－１＋１）与Ｉｎ（ｂ２

ｎ－１－１，Ｒａ２
ｎ－１＋１）中仅出现一次，且在

两序列中，该状态之后的比特不同，故由性质１知结论
成立．＃

下面是本文的核心引理．
引理５　序列ａ与ｂ的定义沿用定理１，则有

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）～Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）．

证明　由定理１知，序列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中任

一２ｎ长状态均包含在下列四个集合中：
Ｈ１＝｛Ｉｎ（^ｙ２ｉ，^ｗ２ｊ）（０≤ ｉ≤ ２

ｎ－１，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１－２｝
Ｈ２＝｛Ｉｎ（^ｙ２ｉ＋１，^ｗ２ｊ＋１）（０≤ ｉ≤ ２

ｎ－１，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１－２｝
Ｈ３＝｛Ｉｎ（^ｗ２ｉ，^ｙ２ｊ＋１）（０≤ ｉ≤ ２

ｎ－１－２，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１｝
Ｈ４＝｛Ｉｎ（^ｗ２ｉ＋１，^ｙ２ｊ）（０≤ ｉ≤ ２

ｎ－１－２，０≤ ｊ≤ ２ｎ－１｝
不妨选取２ｎ长状态 Ｇ^＝Ｉｎ（^ｙ２ｉ０，^ｗ２ｊ０），易知有如下

关系式成立：

２ｉ０＋（２
ｎ＋２）×ｖｂ＝２ｊ０＋（２

ｎ－２）×ｖａ （３）

其中ｖａ，ｖｂ分别为序列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中出现状态

Ｇ^时，ａ和ｂ的复写次数．
ｖａ∈ ｛０，１，２，…，２

ｎ－１｝，ｖｂ∈ ｛０，１，２，…，２
ｎ－１－２｝

另一方面，由于序列ａ进行了两次循环右移变换，

故在序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）中，状态 Ｇ^可表示为
Ｉｎ（^ｙ２ｉ０，（Ｒ

２ｗ^）（２ｊ０－２）ｍｏｄ２ｎ－２），形如Ｉｎ（^ｙ２ｉ，Ｒ
２ｗ^２ｊ）．由定理１

知，^Ｇ在Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）中仅出现一次．因此，^Ｇ不
可能具有Ｉｎ（^ｙ２ｉ＋１，Ｒ

２ｗ^２ｊ＋１），Ｉｎ（^ｗ２ｉ，Ｒ
２^ｙ２ｊ＋１）或Ｉｎ（^ｗ２ｉ＋１，

Ｒ２^ｙ２ｊ）等形式，故必有如下等式成立．
２ｉ０＋（２

ｎ＋２）×ｖ′ｂ＝２ｊ０－２＋（２
ｎ－２）×ｖ′ａ（４）

其中ｖ′ａ，ｖ
′
ｂ分别为序列Ｉｎ（ｂ２

ｎ－１－１，Ｒ２ａ２
ｎ－１＋１）中出

现状态 Ｇ^时，ａ和ｂ的复写次数．
ｖ′ａ∈ ｛０，１，２，…，２

ｎ－１｝，ｖ′ｂ∈ ｛０，１，２，…，２
ｎ－１－２｝

结合式（３）（４），有
　　２ｊ０－２ｉ０ ＝（２

ｎ＋２）×ｖｂ－（２
ｎ－２）×ｖａ

＝（２ｎ＋２）×ｖ′ｂ－（２
ｎ－２）×ｖ′ａ＋２

即 （２ｎ－１＋１）×（ｖｂ－ｖ
′
ｂ）＋（２

ｎ－１－１）×（ｖ′ａ－ｖａ）＝１．
因为ｇｃｄ（２ｎ－１＋１，２ｎ－１－１）＝１，根据欧几里得扩

展算法，（ｖｂ－ｖ
′
ｂ）与（ｖ

′
ａ－ｖａ）均有解，这也从另一个角度

说明状态 Ｇ^在序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）中一定

存在．

下面说明状态 Ｇ^在序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）与

１５
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Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）中位置差为一固定值．通过欧几
里得扩展算法可知

１＝２ｎ－１－１－２×（２ｎ－２－１）
＝２ｎ－１－１－［２ｎ－１＋１－（２ｎ－１＋１）］×（２ｎ－２－１）
＝（１－２ｎ－２）×（２ｎ－１＋１）＋２ｎ－２×（２ｎ－１－１）
由于ｂ在两编织序列中均复写２ｎ－１－１次，因此有

ｖｂ－ｖ
′
ｂ＝１－２

ｎ－２ｍｏｄ２ｎ－１－１
可见当 ｎ取定时，ｖｂ－ｖ

′
ｂ为一定值，记为 ｇ（ｎ）．根

据编织法的规则，形如 Ｉｎ（^ｙ２ｉ，^ｗ２ｊ）的２ｎ长状态 Ｇ^在序

列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）中的位置应为２·（２ｉ＋（２ｎ＋

２）ｖｂ，在序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）中位置应为 ２·
（２ｉ＋（２ｎ＋２）ｖ′ｂ），故两者位置差可表示为２·（２

ｎ＋
２）·ｇ（ｎ）．当 ｎ取定时，该数随之确定．同理证得形如
Ｉｎ（^ｙ２ｉ＋１，^ｗ２ｊ＋１），Ｉｎ（^ｗ２ｉ，^ｙ２ｊ＋１），Ｉｎ（^ｗ２ｉ＋１，^ｙ２ｊ）的２ｎ长状态
在两序列中的位置差也为２·（２ｎ＋２）·ｇ（ｎ）．由此可

知编织序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）与 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，

Ｒ２ａ２
ｎ－１＋１）中任意两相同２ｎ长状态的位置差为一定值

ｇ（ｎ）．即

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）＝Ｒｇ（ｎ）Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ａ２

ｎ－１＋１）

因此序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）与 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，

Ｒ２ａ２
ｎ－１＋１）平移等价．＃
例３　给定一条ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列（０００１０１１１），其中 ｎ

＝３．对其进行“加变形”和“减变形”，得到两条序列
ａ＝（００１０１１），ｂ＝（００００１０１１１１）．

Ｉｎ（ｂ３，ａ５）＝（０００００１００１１０１１０１０１１１００１０１００００１１０
０１１１１１０１００１０００１１０１１０００１１１０１１１１）

Ｉｎ（ｂ３，Ｒ２ａ５）＝（０１０１００００１１００１１１１１０１００１０００１０
１１０００１１１０１１１１０００００１００１１０１１０１０１１１０）

易知，有Ｉｎ（ｂ３，ａ５）＝Ｒ２０Ｉｎ（ｂ３，Ｒ２ａ５）或
Ｉｎ（ｂ３，Ｒ２ａ５）＝Ｒ４０Ｉｎ（ｂ３，ａ５）成立．

另一方面，根据上方结论，有：

ｖｂ－ｖ
′
ｂ（＝１－２

３－２≡ －１ｍｏｄ２３－１－１，ｇ（ｎ）＝２
因此任意６长状态在序列Ｉｎ（ｂ３，ａ５）中的位置与在

序列Ｉｎ（ｂ３，Ｒ２ａ５）中的位置差为２·（２ｎ＋２）·ｇ（ｎ）
＝４０．
引理２和引理３说明了无论编织顺序如何，由序列

Ｒｐａ２
ｎ－１＋１，ｐ∈ Ｚ与 Ｒｑｂ２

ｎ－１－１，ｑ∈ Ｚ编织所得的全部
序列都等价于如下形式

Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒｍａ２

ｎ－１＋１），ｍ∈ Ｚ

再结合引理４和引理５可知，所有形如Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，

Ｒｍａ２
ｎ－１＋１）的序列仅包含两个平移等价类，其中一个平

移等价类为：

｛Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ｋａ２

ｎ－１＋１）（ｋ∈ Ｎ，ｋ＜２ｎ－１－１｝，

另一个为：

｛Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒ２ｋ＋１ａ２

ｎ－１＋１）（ｋ∈ Ｎ，ｋ＜２ｎ－１－１｝．
因此，当ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列 ｃ确定后，无论对基础

序列ａ２
ｎ－１＋１、ｂ２

ｎ－１－１施行何种循环右移变换，其复写后

编织形成的序列有且仅有两个平移等价类．表述为如
下定理．

定理３　对于任意一条ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列ｃ，对其进
行“减变形”和“加变形”，分别得到两条序列ａ和ｂ．则所有

形如 Ｉｎ（Ｒｌ１ｂ２
ｎ－１－１，Ｒｌ２ａ２

ｎ－１＋１）及 Ｉｎ（Ｒｌ１ａ２
ｎ－１＋１，Ｒｌ２

ｂ２
ｎ－１－１）的序列包含在两个平移等价类中，其中ｌ１，ｌ２∈ Ｚ．
３．３　基于“编织法”构造ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列

接下来，研究“编织法”与ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的关系．

由定理１和定理２知，ｐ（Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１））＝
２２ｎ－４，一个周期中全部２ｎ长状态共２２ｎ－４个．而对于
一条２ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，在其一个周期中，全部２２ｎ个

２ｎ长状态均出现．经对比，序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）所

缺失的四个２ｎ长状态为：
Ａ^１＝００００…００
Ａ^２＝１１１１…１１
Ａ^３＝１０１０…１０
Ａ^４＝０１０１…０１

序列Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）无法形成以上四个状态

的原因在于序列ａ中不存在ｎ长片段（０００…０）和（１１１

…１）．因此，在序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）适当位置上添

加比特使其出现上述四个２ｎ长状态，即可实现由编织

序列 Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１）向 ２ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的
转化．

下面给出由ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列构造２ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ
序列的“Ｉｎ算法”．

Ｓｔｅｐ１：给定ｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列ｃ，分别对其进行“加
变形”和“减变形”得到序列ｂ和序列ａ．

Ｓｔｅｐ２：将序列ｂ复写２ｎ－１－１遍，将序列ａ复写２ｎ－１

＋１遍，分别得到ｂ２
ｎ－１－１和ａ２

ｎ－１＋１．

Ｓｔｅｐ３：对ｂ２
ｎ－１－１和ａ２

ｎ－１＋１进行编织，并记

Ｉ１＝Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，ａ２

ｎ－１＋１），Ｉ２＝Ｉｎ（ｂ２
ｎ－１－１，Ｒａ２

ｎ－１＋１）

Ｓｔｅｐ４：对于序列Ｉ１，在连续２ｎ－１个０后增添０；在
连续２ｎ－１个１后增添１，得到２２ｎ－２长序列Ｉ′１；对于
序列Ｉ２，在连续２ｎ－１个０后增添０；在连续２ｎ－１个１
后增添１，得到２２ｎ－２长序列Ｉ′２．

Ｓｔｅｐ５：在序列Ｉ′１中找到２ｎ－１长状态０１０１０…０１０，
在其后增添１０，得到２２ｎ长序列Ｍ１．在序列Ｉ

′
１中找到２ｎ

－１长状态１０１０１…１０１，在其后增添０１，得到２２ｎ长序列
Ｍ２；在序列Ｉ

′
２中找到２ｎ－１长状态０１０１０…０１０，在其后

２５
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增添１０，得到２２ｎ长序列Ｍ３．在序列Ｉ
′
２中找到２ｎ－１长状

态１０１０１…１０１，在其后增添０１，得到２２ｎ长序列Ｍ４．
下面以Ｍ１为例说明，序列Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４按相同方法讨

论即可．
记２ｎ－１长全０状态为状态 Ｓ^，则序列Ｉ１中必存在

２ｎ＋１长状态 １^Ｓ１，那么 Ｉ１中 ２ｎ长状态转移部分图
示为：

…→１^Ｓ→Ｓ^１→…
在Ｓｔｅｐ４中，２ｎ＋１长状态 １^Ｓ１扩展为２ｎ＋２长状

态１０^Ｓ１，亦即 １^Ｓ０１．结合扩展后状态的两种表示可知，
Ｉ１（中２ｎ长状态转移图示部分为：

…→１^Ｓ→Ｓ^０（０^Ｓ）→Ｓ^１→…
故在序列Ｉ１中添加０后，除新增２ｎ长状态 Ｓ^０外，

原序列诸２ｎ长状态转移情况不发生改变．而 Ｓ^０即为四
个缺失状态之一的 Ａ^１．同理在序列Ｉ１中添加１可使 Ａ^２
出现，同时不改变原序列诸２ｎ长状态转移情况．

下面考虑 Ｓｔｅｐ５．记２ｎ－１长状态０１０１…０１０为状
态 ｕ^，则序列 Ｉ′１（中必存在２ｎ＋１长状态 ０^ｕ０，那么 Ｉ′１
中２ｎ长状态转移图示部分为：

…→０^ｕ→ｕ^０→…
易知Ｓｔｅｐ５将２ｎ＋１长状态 ０^ｕ０扩展为２ｎ＋３长

状态００１^ｕ０，亦即 ０^ｕ１００．结合扩展后状态的两种表示可
知，Ｉ′１中２ｎ长状态转移图示部分为：

…→０^ｕ→ｕ^１→１^ｕ→ｕ^０→…
故在序列Ｉ′１中添加两比特后，除新增２ｎ长状态 ｕ^１

和 １^ｕ外，原序列诸２ｎ长状态转移情况不发生改变．而
ｕ^１和 １^ｕ分别为四个缺失状态中的 Ａ^３和 Ａ^４．

序列Ｍ１在Ｉ１基础上增添了状态 Ａ^１，^Ａ２，^Ａ３，^Ａ４，同时
不改变Ｉ１原有２

２ｎ－４个２ｎ长状态转移情况．故序列Ｍ１
是一条ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列．同理，Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４均为 ｄｅＢｒｕｉｊｎ
序列．

例４　给定３级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列ｃ＝（０００１０１１１），则
有ｂ＝（００００１０１１１１），ａ＝（００１０１１）．最终得到四条６
级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，如下所示：
　　Ｍ１＝（００００００１００１１０１１０１０１１１００１０１０１００００１

１００１１１１１１０１００１０００１０１１０００１１１０１１１１）
　　Ｍ２＝（００００００１００１１０１１０１０１０１１１００１０１００００１

１００１１１１１１０１００１０００１０１１０００１１１０１１１１）
　　Ｍ３＝（０１００００００１１００１１１１０１０１１０００１０１０１００１

００１１０１１１１１１００００１０００１１１００１０１１１０１１）
　　Ｍ４＝（０１００００００１１００１１１１０１０１１１０００１０１００１

０１１０１１１１１１００００１０００１１１００１０１１１０１１）

４　结束语
　　本文介绍并重新研究了 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的“编织
法”，结合序列密码应用背景，将该方法加以改进和推

广，证明出基础序列发生平移变换的编织序列只包含

两个平移等价类．在此理论基础上给出了一种构造更
高级数ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的“Ｉｎ算法”，使 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的
级数得以完成从ｎ到２ｎ的跃升．施行一次“编织法”可
使一条ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列扩展为四条２ｎ级 ｄｅＢｒｕｉｊｎ
序列，反复运用此方法可生成大量大级数 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序
列，该构造思想在 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列研究领域上有较为重
要的启发意义．另一方面，“Ｉｎ算法”的简便性和高效性
为其带来了广阔的应用前景．下一步将重点研究“Ｉｎ算
法”与拆并圈理论的结合，并试图通过代数学理论深入

探讨“Ｉｎ算法”与 ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列特征多项式之间的联
系．此外，仿照两条序列的“编织法”，是否存在对 ｋ条
序列编织形成ｋｎ级ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列的算法也是值得深入
研究的．
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