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摘 要： 针对基于 ＧＦ（ｑ）上 ｍ序列的广义自缩序列，本文利用一种新手段给出线性复杂度上界值．主要讨论素
数 ｑ大于等于３时，ＧＦ（ｑ）上广义自缩序列的线性复杂度．对于 ＧＦ（３）上广义自缩序列，把以往 ＧＦ（３）上广义自缩序
列的线性复杂度的上界缩小得到一个更精确地上界值．拓展到大于３的素数，给出 ＧＦ（ｑ）上广义自缩序列的线性复杂
度精确上界值．
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１ 引言

以 ｍ序列作为驱动，通过处理获得良好的密钥序
列是近几年的研究热点．其中线性复杂度是序列密码的
一个重要指标．在以往的文献中只用了单一的手法来证
明序列的线性复杂度的上界值．本文基于 ＧＦ（ｑ）（ｑ≥
３）上 ｍ序列构造出的广义自缩序列，用另一手段给出
广义自缩序列更为精确的线性复杂度上界值，这样对研

究广义自缩序列具有深刻的密码学意义，并且能从广义

自缩序列的整体层面上分析一类自缩序列的线性复杂

度．广义自缩序列是从整体层面上来分析一类自缩序列
的伪随机性问题，此类广义自缩序列更适合流密码的应

用，所以研究广义自缩序列的线性复杂度具有深刻的密

码学意义．
下面定义ＧＦ（３）和 ＧＦ（ｑ）上的广义自缩序列：
定义１ 设 ａ∞＝ａ０，ａ１，ａ２…是 ＧＦ（３）上的 ｎ级ｍ

序列，其中 ａｉ∈ＧＦ（３），Ｇ１＝（ｇ１０，ｇ１１，ｇ１２，…ｇ１ｎ），Ｇ２＝
（ｇ２０，ｇ２１，ｇ２２，…ｇ２ｎ），其中 Ｇ１，Ｇ２∈ＧＦ（３）ｎ，这时得到
序列 Ｖ∞１ ＝ｖ１０，ｖ１１，ｖ１２，…，Ｖ∞２ ＝ｖ２０，ｖ２１，ｖ２２，…，其中 ｖ１ｋ

＝ｇ１０ａｋ＋ｇ１１ａｋ－１＋… ＋ｇ１ｎ－１ａｋ－ｎ＋１，ｖ２ｋ＝ｇ２０ａｋ＋ｇ２１
ａｋ－１＋…＋ｇ２ｎ－１ａｋ－ｎ＋１，ｋ＝０，１，２，…，若 ａｋ＝１则输出
ｖ１ｋ；若 ａｋ＝２则输出 ｖ２ｋ；否则放弃输出．我们把由这种
输出模型输出的序列叫做 ＧＦ（３）上广义自缩序列，记为
ｂ∞＝ｂ０，ｂ１，ｂ２…．
定义２ 设 ｒ∞＝ｒ０，ｒ１，ｒ２…是 ＧＦ（ｑ）上的 ｎ级 ｍ序

列，其中 ｒｉ∈ＧＦ（ｑ），Ｇ１＝（ｇ１０，ｇ１１，ｇ１２，…ｇ１ｎ），Ｇ２＝（ｇ２０，
ｇ２１，ｇ２２，…ｇ２ｎ），其中 Ｇ１，Ｇ２∈ＧＦ（ｑ）ｎ，这时得到序列 Ｖ∞１
＝ｖ１０，ｖ１１，ｖ１２，…，Ｖ∞２ ＝ｖ２０，ｖ２１，ｖ２２，…，其中 ｖ１ｋ＝ｇ１０ｒｋ＋ｇ１１
ｒｋ－１＋…＋ｇ１ｎ－１ｒｋ－ｎ＋１，ｖ２ｋ＝ｇ２０ｒｋ＋ｇ２１ｒｋ－１＋…＋ｇ２ｎ－１

ｒｋ－ｎ＋１，ｋ＝０，１，２，…，若 ｒｋ
ｑ－１
２ ＝１则输出 ｖ１ｋ；若 ｒｋ

ｑ－１
２ ＝ｑ

－１则输出 ｖ２ｋ；否则放弃输出．我们把由这种输出模型输
出的序列叫做 ＧＦ（ｑ）上广义自缩序列，记为 ｓ∞＝ｓ０，ｓ１，ｓ２
…．

由广义自缩序列的输出模型可以看出，ｑ＝３时，正是
定义１的输出序列．并且只有当 ｒｋ＝０（ａｋ＝０）时没有元素
输出，所以（ｑ－１）ｑｎ－１是输出序列 ｓ∞的一个周期．那么输

出序列 ｓ∞有特征多项式 １－ｘ（ｑ－１）ｑ
ｎ－１

＝ １－ｘ
（ｑ－１）( )２ ｑｎ－１
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１＋ｘ
（ｑ－１）( )２ ｑｎ－１．输出序列 ｓ∞的线性复杂度是指序列

ｂ∞所满足的极小多项式的次数，笔者从 １－ｘ
（ｑ－１）( )２ ｑｎ－１

入手，来讨论满足序列 ｓ∞的特征多项式．

２ 基础知识

在证明结论之前，先介绍几个引理．
引理１ 设 Ｔ是ＧＦ（ｑｎ）到 ＧＦ（ｑ）的任一线性投

射，则存在 ｃ∈ＧＦ（ｑｎ），有 Ｔ（ｘ）＝Ｔｒ（ｃｘ），其中对任意

的 ｘ属于ＧＦ（ｑｎ），满足 Ｔｒ（ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｘｑ
ｉ

．

证明 参见文献［１］．
定义３ 设 ｉ是任一正整数，ｗｑ（ｉ）表示 ｉ的ｑ进制

中的非零位的个数．
定义４ 设 Ｒ表示次数小于ｑｎ的多项式环，定义

Ｐｑ（ｋ）＝ ∑
ｑｎ－１

ｉ＝０
ａｉｘｉ∈Ｒ｜当 ｗｑ（ｉ）≥ｋ＋１时，αｉ{ }＝０

Ｐｑ（ｋ）＝ ∑
ｑｎ－１

ｉ＝０
ａｉｘｉ∈ Ｒ｜当 ｗｑ（ｉ）≥ ｋ＋１{ 时，

αｉ＝０且α０＝ }０ ．
从 Ｐｑ（ｋ）的定义可以看出 Ｐｑ（ｉ）属于 Ｐｑ（ｊ），其中 ｉ≤ｊ．
引理２ 设 Ｔ是ＧＦ（ｑｎ）到 ＧＦ（ｑ）的一个线性投

射，则 Ｔ∈Ｐｑ（１）．
证明 有引理１知ｃ∈ＧＦ（ｑｎ）有 Ｔ（ｘ）＝Ｔｒ（ｃｘ）

且 Ｔｒ（ｃｘ）＝∑
ｎ－１

ｊ＝０
ｃｊｘｑ

ｊ

，ａｑｊ＝ｃｊ．所以只有当 Ｔｒ（ｃｘ）的系

数是第 ｑｉ项时非零，即 ｗｑ（ｉ）≥２时 ａｉ＝０且 ａ０＝０，所
以 Ｔ∈Ｐｑ（１）． 证毕．

引理 ３ 设 ｆ∈Ｐｑ（ｋ１），ｇ∈Ｐｑ（ｋ２），则 ｆｇ∈Ｐｑ
（ｋ１＋ｋ２）；如果 ｆ∈Ｐｑ（ｋ１），ｇ∈Ｐｑ（ｋ２），那么 ｆｇ∈Ｐｑ
（ｋ１＋ｋ２）．

证明 ｆ，ｇ中ｘ项的次数有以下情况：当 ｉ１＋ｉ２≤
ｑｎ－１时，ｘｉ１ｘｉ２ ＝ｘｉ１＋ｉ２；当 ｉ１＋ｉ２≥ ｑｎ时，ｘｉ１ｘｉ２ ＝

ｘｉ１＋ｉ２－ｑ
ｎ＋１，其中当 ｉ１＋ｉ２≤ ｑｎ－１时 ｗｑ（ｉ１＋ｉ２）≤

ｗｑ（ｉ１）＋ｗｑ（ｉ２）≤ｋ１＋ｋ２，当 ｉ１＋ｉ２≥ｑｎ时，ｗｑ（ｉ１＋ｉ２
－ｑｎ＋１）≤ｗｑ（ｉ１＋ｉ２）－１＋１≤ｋ１＋ｋ２，得 ｆｇ∈Ｐｑ（ｋ１＋
ｋ２）；
当 ｆ∈Ｐｑ（ｋ１）时，ｆ（０）＝０且 ｆｇ（０）＝ｆ（０）ｇ（０）＝

０，所以 ｆｇ∈Ｐｑ（ｋ１＋ｋ２）． 证毕．
引理 ４ 设α是 ＧＦ（ｑｎ）上的一个本原元，ｆ∈

Ｐｑ（ｋ），则存在一个 ｇ∈Ｐｑ（ｋ），对所有的 ｉ＝｛０，１，２…

ｑｎ－２｝，有 ｇ（αｉ）＝∑
ｉ

ｊ＝０
ｆ（αｊ）．

证明 若 ｋ≤ｎ－１，设 ｆ＝∑
ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒｘｒ（ｆ∈Ｐｑ（ｋ）），

设 ｇ（ｘ）＝ ∑
ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒα

ｒ

α
ｒ－１
ｘ( )ｒ －∑

ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒ

１
α
ｒ－１
，

ｇ（αｉ）＝ ∑
ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒα

ｒ

α
ｒ－１α( )ｉｒ －∑

ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒ
１

α
ｒ－１

＝∑
ｉ

ｊ＝０
∑
ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒ（αｊ）( )ｒ ＝∑

ｉ

ｊ＝０
ｆ（αｊ）． 证毕．

引理５ 设 ｆ∈Ｐｑ（ｋ），（ｋ≤ｎ－１），则

∑
ｘ∈ＧＦ（ｑ

ｎ
）／｛０｝

ｆ（ｘ）＝０．

证明 因为 ｆ∈Ｐｑ（ｋ），所以 ｆ（０）＝０，设 ｆ＝∑
ｑｎ－２

ｒ＝１

ａｒｘｒ（ａ０ ＝０，ａｑｎ－１ ＝０）， ∑
α
ｋ
∈ＧＦ（ｑ

ｎ
）

ｆ（αｋ）＝∑
ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒ

α
ｒ

α
ｒ－１α

（ｑｎ－２）ｒ－ １
α
ｒ( )－１ ＝∑

ｑｎ－２

ｒ＝１
ａｒ

１
α
ｒ－１

－ １
α
ｒ( )－１ ＝０．

证毕．
引理６ 设 ｒ∞是 ＧＦ（ｑ）上的 ｎ级ｍ－序列，令 ｄ＝

ｑｎ－１
２ ，将 ｒ∞分成两部分 ｒ∞＝（Ｒ１，Ｒ２），其中 Ｒ１＝（ｒ０，

ｒ１，…ｒｄ－１），Ｒ２＝（ｒｄ，ｒｄ＋１，…ｒ２ｄ＋１），则 Ｒ１＝（ｑ－１）Ｒ２．
证明 在 ＧＦ（ｑ）上，设 ｎ级ｍ－序列 ｒ∞的 ｋ个平

移序列记为ｒ∞ｊ，ｊ＝０，１，…ｋ，任取 ｋ个常数ｌｊ，ｊ＝１，２，

…ｋ，则序列∑
ｋ

ｊ＝０
ｌｊｒ∞ｊ或为零序列，或为 ｒ∞的一个平移

序列（见参考文献［７］），这时我们考虑序列 ｒ∞和 ｒ∞ｄ，
有：ｒ∞＝（Ｒ１，Ｒ２），ｒ∞ｄ＝（Ｒ２，Ｒ１），ｒ∞ ＋ｒ∞ｄ＝（Ｒ１＋Ｒ２，
Ｒ２＋Ｒ１），可以看到 ｄ是序列ｒ∞＋ｒ∞ｄ的一个周期，所以
ｒ∞＋ｒ∞ｄ不是ｒ∞的一个平移序列，是一个零序列，既有
Ｒ１＝（ｑ－１）Ｒ２． 证毕．

３ ＧＦ（３）上广义自缩序列的线性复杂度

根据定义１，由输出模型可以看出，输出序列 ｂ∞的

一个周期为２·３ｎ－１，ｘ２·３
ｎ－１

－１是序列 ｂ∞的一个特征多

项式，ｘ２·３
ｎ－１

－１＝（ｘ２－１）３
ｎ－１

＝（ｘ－１）３
ｎ－１

（ｘ－２）３
ｎ－１

．这
里找到两组周期为 ３ｎ－１的序列，设ξ１，ξ２，…ξｎ是
ＧＦ（３ｎ）上的一组基，取ξ１＝（０，０，…０，１）ξ２＝（０，０，…１，
０）…ξｎ＝（１，０，…０，０）．ＧＦ（３

ｎ）上的任一元素都可以由

ξ１，ξ２，…ξｎ线性表出，即ｘ∈ＧＦ（３
ｎ），存在一组 ａ１，

ａ２，…ａｎ∈ＧＦ（３）有 ｘ＝ａ１ξ１＋ａ２ξ２＋…＋ａｎξｎ．
定义５ ｘ∈ＧＦ（３ｎ）且 ｘ＝ａ１ξ１＋ａ２ξ２＋… ＋

ａｎξｎ，ａ１，ａ２，…ａｎ∈ＧＦ（３），设 Ｔ是ＧＦ（ｑ
ｎ）到 ＧＦ（ｑ）的

一个线性投射，有 Ｔ（ｘ）＝ａ１．
找到满足 Ｔ（ｘ）＝１的元素，记为 ｅｉ，那么 ｅｉ就表示

ＧＦ（３ｎ）中最后一位是１的 ｎ长向量，即 ｅｉ＝（，…

，１），其中表示 ＧＦ（３）上的任一元素．设序列 Ｅ＝
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ｅ０ｅ１…ｅｉ…，是在 ＧＦ（３ｎ－１）上的周期为３ｎ－１的序列．同
时，满足 Ｔ（ｘ）＝２的元素设为 ｅｉ′，组成序列 Ｅ′＝ｅ０′ｅ１′
…ｅｉ′…，也是一个在 ＧＦ（３ｎ－１）上周期为３ｎ－１的序列，且

满足 Ｅ′＝２Ｅ．设（ｘ－１）ｔ的展开式为∑
ｔ

ｉ＝０
ｃｉｘｉ，ｃｉ∈

ＧＦ（３），把序列 Ｅ、Ｅ′代入可得：

∑
ｔ

ｉ＝０
ｃｉｅｉ＋∑

ｔ

ｉ＝０
ｃｉｅｉ′＝∑

ｔｉ

ｅｔｉ＋∑
ｔｊ

２ｅｔｊ＋∑
ｔｉ

ｅｔｉ′＋∑
ｔｊ

２ｅｔｊ′

＝∑
ｔｉ

ｅｔｉ＋∑
ｔｊ

ｅｔｊ＋２∑ｔｉ
ｅｔｉ＋∑

ｔｊ

ｅｔ( )
ｊ

＝∑
ｔｉ

ｅｔｉ＋∑
ｔｊ

ｅｔｊ＋ ∑ｔｉ
ｅｔｉ′＋∑

ｔｊ

ｅｔｊ( )′

＝∑
ｔ

ｉ＝０
ｃ２ｉｅｉ＋∑

ｔ

ｉ＝０
ｃ２ｉｅｉ′

其中 ｃｔｉ＝１，ｃｔｊ＝２，ｃ
２
ｉ＝１．

定理１ 设 ｅｉ是满足Ｔ（ｘ）＝１的所有 ＧＦ（３ｎ）上的

元素，则∑
ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉｅｉ＝０，其中 ｕ＝３ｎ－１－

ｎ－３
４ －１ ．

证 明 ｅｉ 是 被 加 数 当 且 仅 当 ｉ满 足

３ｎ－１－ ｎ－３
４ －１








ｉ
ｍｏｄ３≠０，即当

ｎ－３
４ 的３进

制表示的第 ｋ位是２时，ｉ的第ｋ为表示是０，且当

ｎ－３
４ 的３进制表示的第 ｋ位是１时，ｉ的第ｋ为表

示是１或０．
定义σ是ＧＦ（３ｎ）到 ＧＦ（３ｎ）的一个映射，当 ｘ是被

加数时σ（ｘ）＝ｘ，其它情况时σ（ｘ）＝０，所以由σ得定

可得，∑
ｉ
ｃ２ｉｅｉ＝ ∑

ｘ∈ＧＦ（３
ｎ
）

σ（ｘ），如果可以证明σ（ｘ）∈Ｐ３

（ｎ－１），有引理 ５我们可以得到 ∑
ｘ∈ＧＦ（３

ｎ
）

σ（ｘ）＝０，即

∑
ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉｅｉ＝０，而 ｕ＝３ｎ－１－

ｎ－３
４ －１．下面证明σ（ｘ）

∈Ｐ３（ｎ－１）．
首先定义函数κｋ（ｘ）：当 ｘ＝ｅｉ，ｉ被 ３ｋ整除时κｋ

（ｘ）＝１，其他情况时κｋ（ｘ）＝０，由数学归纳法来证明κｋ
（ｘ）∈Ｐ３（３ｋ）．可以发现κ０（ｘ）＝Ｔ∈Ｐ３（１）＝Ｐ３（３０），

假设κｋ－１（ｘ）∈Ｐ３（３ｋ－１），命 ｇｋ－１（αｉ）＝∑
ｉ

ｊ＝０
κｋ－１（α

ｊ），

有引理４可得 ｇｋ－１（ｘ）∈Ｐ３（３ｋ－１），当κｋ（ｘ）＝１时当且
仅当κｋ－１（ｘ）＝１且 ｇ（ｘ）≠０，所以κｋ（ｘ）＝κｋ－１（ｘ）
ｇ２（ｘ），由引理３可得κｋ（ｘ）∈Ｐ３（３ｋ）．
设σｋ（ｘ）＝１＋ｇ２ｋ（ｘ），σｋ（ｘ）∈Ｐ３（２·３ｋ－１），ｉ的第ｋ

位为３进制非零时σｋ（ｅｉ）＝１，其他情况时σｋ（ｅｉ）＝０，

ｈ１ｋ＝σ１ｋ其中１ｋ表示
ｎ－３
４ 的３进制表示的第 ｋ位

是时的下标，ｈ２ｋ＝σ２ｋ其中
ｎ－３
４ 的３进制表示的第

ｋ位是 ２时的下标，这时得到一个函数 Ｐ＝ＸＴ
Π（ｈ４２ｋ＋１）Π（ｈ１ｋ＋１）[ ]２ ，其中 Ｘ是恒同映射，Ｔ是定
义５所定义的函数，又由于Π（ｈ４２ｋ＋１）Π（ｈ１ｋ＋１）２∈Ｐ３
（ｎ－３），所以由引理３知 Ｐ∈Ｐ３（ｎ－１）．Ｐ（ｘ）＝ｘ的
充要条件是Ｔ（ｘ）＝１且Π（ｈ４２ｋ＋１）Π（ｈ１ｋ＋１）２＝１，即
Ｔ（ｘ）＝１，ｈ２ｋ（ｘ）＝０，ｈ１ｋ（ｘ）≠２．由此可以看出Ｐ（ｘ）＝

σ（ｘ）∈Ｐ３（ｎ－１）由引理５得 ∑
ｘ∈ＧＦ（３

ｎ
）

σ（ｘ）＝０，即∑
ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉ

ｅｉ＝０，ｕ＝３ｎ－１－
ｎ－３
４ －１． 证毕．

定理２ 设 ＧＦ（３）上广义自缩序列的线性复杂度

为 ＬＣ（ｂ∞），则 ＬＣ（ｂ∞）≤２·３ｎ－１－
ｎ－３
４ －１．

证明 从定理 １的证明过程可以看出∑
ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉｘｉ，

ｕ＝３ｎ－１－ ｎ－３
４ －１，是序列 Ｅ的一个特征多项式，

也是 Ｅ′的一个特征多项式．由广义自缩序列的输出模
型和引理６可以得到，ｎ级ｍ－序列 ａ∞ ＝ａ０，ａ１，ａ２…
控制输出的输出序列 ｂ∞＝ｂ０，ｂ１，ｂ２…满足以下性质：

（１）输出序列 ｂ∞的一个周期为２·３ｎ－１．
（２）输出序列 ｂ∞的一个２·３ｎ－１周期中 ｂｉ＝ｖ１ｉ与ｂｊ

＝ｖ２ｊ的个数相同，都是３ｎ－１个．
（３）当 ｂｉ＝ｖ１ｉ时，ｂｉ＋３ｎ－１＝ｖ２ｉ，ｂｉ＝ｖ２ｉ时 ｂｉ＋３ｎ－１＝

ｖ１ｉ．
利用输出序列 ｂ∞ ＝ｂ０，ｂ１，ｂ２…的以上性质，如果

可以找到两个线性投射Φ：Φ（ｅｉ）＝ｖ１ｋ，Ψ：Ψ（ｅｉ′）＝

ｖ２ｋ，那么就可以得到多项式∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｉ（ｘｉ＋ｘｉ＋３

ｎ－１

），ｕ＝

３ｎ－１－ ｎ－３
４ －１．将输出序列代入可得：∑

ｕ

ｉ＝０
ｃｉ（ｂｉ

＋ｂｉ＋３ｎ－１）＝∑
ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉｖ１ｉ＋∑

ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉｖ２ｉ＝Φ ∑

ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉｅ( )ｉ ＋Ψ

∑
ｕ

ｉ＝０
ｃ２ｉｅｉ( )′＝０综上所述，可以得到 ＧＦ（３）上广义自缩

序列的线性复杂度上界． 证毕．
其实如果 ｖｉｋ给定的话，Φ 和Ψ 很容易找到的．如

当 ｖ１ｋ＝ａｋ＋１，ｖ２ｋ＝ａｋ＋１＋ａｋ－１，这时正是 ＧＦ（３）上第四
类广义自缩序列（见文献［１３］），可设

Φ（ｘ）＝Ｔｒ（（ｃα３
ｎ－１

）ｘ），Ψ（ｘ）＝Ｔｒ（（ｃα３
ｎ－１

）ｘ）＋

Ｔｒ（（ｃα３
ｎ－１

）ｘ＋ｃα３
ｎ－１

·α
－１），

其中 ｃ∈ＧＦ（３），α是ＧＦ（３ｎ）的本原元

４ ＧＦ（ｑ）上广义自缩序列的线性复杂度

从 ＧＦ（３）上广义自缩序列的线性复杂度的证明得
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到启发，首先在 ＧＦ（ｑｎ）上找到两组周期为 ｑｎ－１的序
列，设ξ１，ξ２，…ξｎ是ＧＦ（ｑ

ｎ）上的一组基，取ξ１＝（０，０，
…０，１），ξ２＝（０，０，…１，０）…ξｎ＝（１，０，…０，０）．ＧＦ（ｑ

ｎ）

上的任一元素都可以由ξ１，ξ２，…ξｎ线性表出，即ｘ∈
ＧＦ（ｑｎ），存在一组 ａ１，ａ２，…ａｎ∈ＧＦ（ｑ）有 ｘ＝ａ１ξ１＋
ａ２ξ２＋…＋ａｎξｎ．作投射 Ｙ：ＧＦ（ｑ

ｎ）→ＧＦ（ｑ），Ｙ（ｘ）＝

ａ
ｑ－１
２１ ，可以看出，即可以得到 Ｙ（ｘ）∈Ｐｑ

ｑ－１( )２ ．

定理３ 设 ｅｉ是满足Ｙ（ｘ）＝ａ
ｑ－１
２１ ＝１的所有 ＧＦ

（ｑｎ）上的元素，则∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｑ－１ｉ ｅｑ－１

２·ｉ
＝０，其中 ｕ＝ｑｎ－１－

２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２

－１，２ｎ≥ｑ＋３．

证明 由数论知识可得，ｅｉ是被加数ｉ当且仅当满

足
ｑｎ－１－ ２ｎ－ｑ－３

２（ｑ－１）２
－１








ｉ
ｍｏｄｑ≠ ０，即 当

２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２

的 ｑ进制表示的第ｋ位是ｔ１时，ｉ的第ｋ

为表示是ｔ２，ｔ１、ｔ２满足 ｑ－１－ｔ１≥ｔ２．
定义映射σ是ＧＦ（ｑｎ）到 ＧＦ（ｑｎ）得映射，当 ｘ是被

加数时σ（ｘ）＝ｘ，其他情况时σ（ｘ）＝０，所以由σ得定

义可得，∑
ｉ
ｃｑ－１ｉ ｅｑ－１２·ｉ＝ ∑

ｘ∈ＧＦ（ｑ
ｎ
）

σ（ｘ），下面证明σ（ｘ）∈

Ｐｑ（ｎ－１）．设κｋ（ｘ）：当 ｘ＝ｅｉ，ｉ被ｑｋ整除时κｋ（ｘ）＝
１，其他情况时κｋ（ｘ）＝０，类同定理１的证明可得κｋ（ｘ）

∈Ｐｑ（ｑｋ）．设σｋ（ｘ）＝１＋（ｑ－１）ｇｋｑ－１（ｘ），其中 ｇｋ－１

（α
ｉ）＝∑

ｉ

ｊ＝０
κｋ－１（α

ｊ），σｋ（ｘ）∈Ｐｑ（（ｑ－１）·ｑｋ－１），且 ｉ的

第ｋ位为ｑ进制表示非零时σｋ（ｅｉ）＝１，其他情况时σｋ

（ｅｉ）＝０，ｈｉｋ＝σｉｋ其中ｉｋ表示
２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２

的 ｑ进制表

示的第 ｋ位是时 ｉ的下标，这时得到以下映射 Ｐ＝

ＸＹ∏
ｋ
∏
ｑ－１

ｔ＝１
∏
ｔ

ｊ＝１
（ｈｔｋ＋ｊ）ｑ[ ]{ }－１ ，Ｘ是 ＧＦ（ｑｎ）上的

ｑ－１
２ 位平移．通过验证可得 Ｐ（ｘ）＝σ（ｘ）∈Ｐ


ｑ（ｎ－１）．

由引理５可得∑
ｉ
ｃｑ－１ｉ ｅｑ－１２·ｉ＝ ∑

ｘ∈ＧＦ（ｑ
ｎ
）

σ（ｘ）＝０其中 ｕ＝

ｑｎ－１－ ２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２

－１． 证毕．

由广义自缩序列的输出模型和引理 ６可以得到，
ＧＦ（ｑｎ）上的 ｍ－序列 ａ∞ ＝ａ０，ａ１，ａ２…控制输出的输
出序列 ｂ∞＝ｂ０，ｂ１，ｂ２…满足以下性质：

（１）输出序列 ｂ∞的一个周期为（ｑ－１）·ｑｎ－１．
（２）输出序列 ｂ∞的一个（ｑ－１）·ｑｎ－１周期中 ｂｉ＝

ｖ１ｉ与ｂｊ＝ｖ２ｊ的个数相同，都是
（ｑ－１）
２ ｑｎ－１个．

（３）ｂｉ＝ｖ１ｉ时ｂｉ＋（ｑ－１）２ ｑｎ－１＝ｖ２ｉ，ｂｉ＝ｖ２ｉ时ｂｉ＋（ｑ－１）２ ｑｎ－１

＝ｖ１ｉ．
定理４ 设 ＧＦ（ｑ）上的广义自缩输出序列 ｂ∞的线

性复杂度为 ＬＣ（ｂ∞），满足 ＬＣ（ｂ∞）≤（ｑ－１）ｑｎ－１－
ｑ－１( )２

２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２( )＋１，２ｎ≥ｑ＋３．

证明 根据广义自缩输出序列定义的不同，可以

找到两个线性投射，Ｔ′：ＧＦ（ｑｎ）→ＧＦ（ｑ）Ｔ′（ｅｉ）＝ｖ１ｋ，
Ｔ″：ＧＦ（ｑｎ）→ＧＦ（ｑ）Ｔ″（ｅｉ′）＝ｖ２ｋ，其中 ｅｉ′满足Ｙ（ｅｉ′）

＝ｑ－１，其中 Ｙ（ｘ）＝ｘ
ｑ－１
２ ．这时可以得到一个线性递

归方程∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｉ ｘｉ·

ｑ－１
２ ＋ｘ

ｑ－１
２（ｉ＋ｑｎ－１( )），其中 ｕ＝ｑｎ－１

－ ２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２

－１．把输出序列 ｂ∞代入可得，∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｉ

ｂｉ·ｑ－１２ ＋ｂｑ－１２（ｉ＋ｑ
ｎ－１( )） ＝∑

ｕ

ｉ＝０
ｃｑ－１ｉ ｖ１ｉ·ｑ－１２ ＋∑

ｕ

ｉ＝０
ｃｑ－１ｉ

ｖ２ｉ·ｑ－１２ ＝Ｔ′∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｑ－１ｉ ｅ( )ｉ ＋Ｔ″∑

ｕ

ｉ＝０
ｃｑ－１ｉ ｅｉ( )′＝０．

即输 出 序 列 ｂ∞ 满 足 线 性 递 归 方 程 ∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｉ

ｘｉ·
ｑ－１
２ ＋ｘ

ｑ－１
２（ｉ＋ｑ

ｎ－１
( )） ，其中 ｕ＝ｑｎ－１－ ２ｎ－ｑ－３

２（ｑ－１）２

－ １．所 以， ＬＣ （ｂ∞ ）≤ （ｑ － １） ｑｎ－１ －
ｑ－１( )２

２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２( )＋１． 证毕．

我们知道序列的线性复杂度是该序列极小多项式

的次数，由 ＧＦ（ｑｎ）上广义自缩序列的定义可知，

１－ｘ
（ｑ－１）( )２ ｑｎ－１ １＋ｘ

（ｑ－１）( )２ ｑｎ－１是序列的一个特征多项

式，且序列的极小多项式应整除该多项式，∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｉ

ｘｉ·
ｑ－１
２ ＋ｘ

ｑ－１
２（ｉ＋ｑ

ｎ－１
( )） ＝∑

ｕ

ｉ＝０
ｃｉｘｉ·

ｑ－１
２ １＋ｘ

ｑ－１( )２ ｑｎ－１ ＝

１－ｘ
ｑ－１( )２ ｕ １＋ｘ

ｑ－１( )２ ｑｎ－１，所以由以上的定义和证明可

以得到 ＧＦ（ｑ）上广义自缩序列的一个特征多项式．
定理５ ＧＦ（ｑ）上的多项式

∑
ｕ

ｉ＝０
ｃｉ ｘｉ·

ｑ－１
２＋ｘ

ｑ－１
２（ｉ＋ｑ

ｎ－１
( )） ，

其中 ｕ＝ｑｎ－１－ ２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２

－１，则该多项式是 ＧＦ

（ｑ）上广义自缩序列的一个特征多项式．

５ 结论

本文 ＧＦ（ｑ）上的广义自缩序列是从整体上研究一
类自缩序列的线性复杂度，能为在流密码系统的提供

多样性和灵活性的应用．在文献［２］中讨论的 ＧＦ（２）上

７１４第 ２ 期 王慧娟：ＧＦ（ｑ）上广义自缩序列的线性复杂度



的自缩序列是 ＧＦ（２）上广义自缩序列的特例，若将 ｑ＝

２代入（ｑ－１）ｑｎ－１－ ｑ－１( )２
２ｎ－ｑ－３
２（ｑ－１）２( )＋１（）

中，得到结果不超过文献［２］中，讨论的 ＧＦ（２）上的自缩
序列线性复杂度的上界 ２ｎ－１－（ｎ－２），将 ｑ＝３代入
（）式，与 ＧＦ（３）上的广义自缩序列的线性复杂度的

上界２·３ｎ－１－ ｎ－３
４ －１相一致．所以广义自缩序列

线性复杂度的上界值为广义自缩序列的伪随机性提供

良好的理论依据．
这里进行两点猜想：

（１）由于在 ＧＦ（２）上广义自缩序列线性复杂度的上
界没有达到，ＧＦ（ｑ）上的广义自缩序列的线性复杂度
是否还有更小的界值．

（２）根据界值的表达式，是否能断定 ＧＦ（ｑ）上的广
义自缩序列线性复杂度的上界，随着 ｑ的增大而趋近
于广义自缩序列的周期．
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