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　　摘　要：　在压缩感知重构算法中，稀疏度未知及步长大小固定是影响算法精度及运行时间的因素．针对以上不
足，本文提出一种基于变步长的正则化回溯自适应追踪算法．该算法首先通过原子匹配测试的方式获得信号的稀疏度
估计；将正则化思想和子空间追踪算法的回溯思想相结合，实现原子的二次筛选并筛除不合适的原子；最后，利用变化

的步长选择候选集中的原子，帮助完成信号的完整重构．通过仿真实验证明，本文提出的重构算法在重构速度和重构
精度上均优于同类算法．
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１　引言
　　传统的香农采样定理认为：为了不失真地恢复出
原始信号，采样频率须大于等于两倍的奈奎斯特频率

（信号频谱中的最高频率），采集到的信息存在大量的

冗余，这对存储空间造成了极大的浪费，同时存在巨大

的信息传输量．不同于经典的香农采样定理，压缩感
知［１，２］是信号处理领域出现的一门全新的技术，压缩感

知利用了信号的可压缩性，实现了信号压缩和采集的

同步．其过程是用低于奈奎斯特频率的采样频率对稀
疏化或可压缩的信号进行采样得到低维信号，再运用

合适的算法恢复原始信号（这个过程称为重构）．其中

重构算法作为压缩感知过程重要的一部分，对于压缩

后信号的重构以及采样过程的准确性验证有重要意

义，已有大量的国内外文章对其进行研究．
最初出现的经典的恢复算法有在线性规划（ＬＰ）下

求解ｌ１范数最小问题的基追踪算法
［３］（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ，

ＢＰ）和贪婪算法中的正交匹配追踪算法［４］（Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）及正则化正交匹配追踪（Ｒｅｇｕ
ｌａｒｉｚｅｄＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＲＯＭＰ）［５］算法，以上
算法存在计算复杂度高、重建信号的速度慢，或者是需

要大量的测量值的问题，这就限制了其在实际中的应

用．２００７年，ＤＮｅｅｄｅｌｌ提出的 ＲＯＭＰ算法，引入了正则
化思想，能够对原子进行二次筛选，提高了数据的重构
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精度和性能．２００９年，Ｄａｉ［６］提出了将回溯思想运用到
重构算法中的子追踪算法（ＳｕｂｓｐａｃｅＰｕｒｓｕｉｔ，ＳＰ）．同年，
ＤＮｅｅｄｅｌｌ［７］也将回溯思想运动到重构算法中，提出了压
缩采样匹配追踪算法（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳａｍｐｌｉｎｇＭａｔｃｈｉｎｇ
Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＣｏＳａＭＰ），该算法是对经典的 ＲＯＭＰ算法的改
进，但是与ＲＯＭＰ算法不同的地方在于，ＲＯＭＰ每次迭
代已经选择的原子会一直保留，而 ＣｏＳａＭＰ每次迭代选
择的原子在下次迭代中可能会被抛弃．以上提到算法
的实现都是以数据稀疏度已知为前提的．然而，在实际
的应用中，数据的稀疏度都是未知的．Ｄｏ［８］提出的稀疏
度自适应匹配追踪（ＳｐａｒｓｉｔｙＡｄａｐｔｉｖｅＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，
ＳＡＭＰ）算法解决了这个问题，它无需信号稀疏度的先
验知识，但是由于该算法存在着第一阶段迭代步长未

知、不能二次筛选和步长固定等缺点，降低了其在实际

应用中的恢复性能．２０１２年，Ｚｈａｏ［９］提出了基于正则化
回溯的稀疏度自适应匹配追踪算法（ＡｎｉｍｐｒｏｖｅｄＳＡＭＰ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＢａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇ，ＳＡＭＰＲＢ），
将正则化思想和回溯思想相结合运用到ＳＡＭＰ中，能够
更精确的匹配真实的稀疏度，在恢复速度和精度上均

优于ＳＡＭＰ算法．进一步地，２０１３年，Ｂｉ［１０］引入了变步
长概念，给出了一个临界值，使得原子个数以一个灵活

变化的步长展开下一步迭代，使得恢复精度和运算复

杂度都得到了一定的改善，但是在原子的筛选上面存

在不足，效率不高．２０１４年，Ｙｕ［１１］提出了一种变步长思
想，根据残余原子比例将步长减小二分之一和四分之

一，虽然性能有所提升，但是将步长减小倍数固定限制

了算法的灵活性．２０１６年，倪［１２］基于ＣｏＳａＭＰ，加入了正
则化和变步长思想提出了一种改进的稀疏度自适应压

缩采样匹配追踪（ＭＡＣＳＭＰ）算法，从而提高了重构精
度，但是同样存在筛选原子效率不高的问题．２００８年，
Ｔｒｏｐｐ［１３］提出了一种随机测量矩阵正交匹配追踪算法，
该算法由于随机测量矩阵列与列之间的感应相关干

扰，经常会选出不正确的变量．２０１１年，Ｇｕａｎ［１４］提出了
一种感知测量矩阵正交匹配追踪算法（ＳＭＭＯＭＰ），该
算法在选择错误的变量之前会选择稀疏信号的所有重

要变量，可以减轻随机测量矩阵正交匹配追踪［１３］

（ＲＭＭＯＭＰ）的相关干扰，因此可以提高信号的成功恢
复概率．２０１６年，Ｌｕｏ［１５］为了解决近似消息传递（Ａｐ
ｐｒｏｘｉｍａｔｅＭｅｓｓａｇｅＰａｓｓｉｎｇ，ＡＭＰ）和广义近似消息传递
（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＭｅｓｓａｇｅＰａｓｓｉｎｇ，ＧＡＭＰ）算法
中存在的当感知矩阵元素不能匹配零均值高斯假设时

存在的严重的逼近问题，提出了一种新的稀疏重构算

法为随机正交匹配追踪（ＲａｎｄｏｍｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＭａｔｃｈｉｎｇ
ｐｕｒｓｕｉｔＧＡＭＰ，ＲｒＭｐＧＡＭＰ）算法，该算法可节省大量内
存，同时在ＡＭＰ和ＲＡＭＰ发散的场景中，该算法可实现
预期性能．

本文针对压缩感知重构过程中稀疏度未知以及步

长大小固定的情况，基于 ＳＡＭＰ算法存在的而不足，提
出一种基于变步长的正则化回溯自适应追踪算法（Ｒｅｇ
ｕｌａｒｉｚｅｄＢａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇＡｄａｐｔｉｖｅＰｕｒｓｕｉｔＡｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ
ＶａｒｉａｂｌｅＳｔｅｐｓｉｚｅ，ＲＢＡＰＶＳ）．该算法充分融合了已经存
在的ＲＯＭＰ算法的正则化思想和 ＳＰ算法的回溯思想，
并加入了变步长的设计，使其重构精度和速度与同类

算法相比能达到更好效果．

２　压缩感知概述
　　在自然界中获取的信号大部分是可压缩的，但都
不是稀疏的，但是可以通过一个稀疏基将其表示为可

稀疏信号．设信号 ｘ∈Ｒｎ原始信号，一般为 Ｎ×１维列
向量，如果一个信号在Ｎ×Ｎ稀疏基Ψ表示下最多有Ｋ
个非零元素，我们就说信号是 Ｋ稀疏的，这也可以看做
是对于原始信号的简单表达方式，其过程可表示为：

ｘ＝∑
ｎ

ｉ－１
Ψｉｄｉ＝Ψｄ （１）

根据压缩感知理论，压缩和采样同时进行，可以用

一个与稀疏基不相关的低维线性观测矩阵来实现对信

号的低维投影．该投影过程为：
ｙ＝Φｘ＝ΦΨｄ＝Ａｄ （２）

其中，Φ为Ｍ×Ｎ维矩阵（称为测量矩阵），得到 Ｍ×１
维测量向量ｙ，从而使得信号从 Ｎ维到 Ｍ维的降维，一
般ＭＮ，Ａ为传感矩阵．

为了能够更好的恢复出原始信号，一般地，要求测

量矩阵和稀疏基Ψ不相关的［１６］，其中相关系数为：

μ＝Ｎ１／２ｍａｘｉ，ｋ｜〈Ψｉ，Φｉ〉｜ （３）
μ越大说明测量矩阵和稀疏矩阵的不相关性越小，测量
所需要的数目也越多．

其次，要求矩阵 Ａ满足等距离约束性质（ＲＩＰ）［１７］．
可以通过求解ｌ０范数的最优化问题来重构信号：

ｄ^＝ａｒｇｍｉｎｄ０　ｓ．ｔ．　ｙ＝Ａｄ （４）
在上述公式中 · ０是非凸函数，求解上式的计算

不稳定而且这是一个欠定多项式，这就使得 ｌ０范数最
小化问题是个ＮＰ难问题，一般难以实现数据的精确重
构．我们可以将 ｌ０范数最小化问题转换成 ｌ１范数最小
化问题进行求解，其表示如下：

ｄ^＝ａｒｇｍｉｎｄ１　ｓ．ｔ．　ｙ＝Ａｄ （５）
综上，压缩感知过程分为３部分：（１）对信号进行

稀疏化处理，稀疏基 Ψ的选取；（２）对信号进行降维观
测，设计测量矩阵Φ；（３）对信号进行恢复，设计性能较
好的恢复算法．其过程如图１所示．

其中第（３）部分对信号进行重构是非常重要的一
部分，也是本文要讨论的．

０３８１
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３　基于变步长的正则化回溯自适应追踪算法

３．１算法设计
针对ＳＡＭＰＲＢ算法存在的问题，并借助 Ｂｉ［１０］的变

步长概念，本文提出一种基于变步长的正则化回溯自

适应追踪算法．首先运用一种稀疏度估计办法［１８］，将估

计出的稀疏度作为初始支撑集大小．然后利用正则化
思想对原子进行二次筛选，引入子空间追踪的回溯思

想，通过迭代改进估计结果．最后变步长逐步逼近原始
信号，下面对提出的算法的相关技术进行详细介绍．

（１）初始稀疏度估计
由于信号稀疏度未知，首先，我们需要对信号稀疏

度进行估计，得到信号稀疏度的初始值，在此基础上进

行迭代研究可以加快算法的速率．设观测向量ｙ的真实
支撑集为Ｆ，Ｆ０表示Φ中与残差最匹配的Ｆ０个原子对
应索引的集合，ΦＦ０表示 Φ中对应索引集 Ｆ０的原子集
合．设Φ以参数（Ｋ，δＫ）满足约束等距性质（ＲＩＰ），若Ｋ０
≥Ｋ，则式（６）成立．

ΦＴＫ０ｙ≥
１－δｋ
１＋δ槡 ｋ

ｙ２ （６）

由命题知识可知，此命题的逆否命题同样成立，即当

ΦＴＫ０ｙ＜
１－δｋ
１＋δ槡 ｋ

ｙ２ （７）

成立时，就会存在Ｋ０＜Ｋ．
由此，我们可以对 Ｋ０进行估计，令 Ｋ０＝１为初值，

代入式（７）进行验证，如果满足条件，则令 Ｋ０＝Ｋ０＋１
进行下一次迭代，直到不再满足条件为止．

（２）正则化思想
ＲＯＭＰ算法包含了正则化思想，它是对于那些初步

选择的原子再次进行选择，选择的依据是最大相关系

数的一半，第一组任何一个系数总是比第二组系数的

一半要小，再将后者放入支撑集．通俗来说正则化的主
要思想是对候选集合中的原子进行二次筛选，与此同

时保证筛选出来的原子包含了绝大部分能量，在此过

程中，选择出的元素是错误的概率将明显减少，由此提

高了精度并且减少了迭代次数．
（３）ＳＰ算法
ＳＰ算法的核心就是寻找观测矩阵中的Ｋ列原子所

形成的子空间的方法，不断更新观测矩阵 Φ中的 Ｋ列
原子ＳＰ算法在迭代之前，首先计算残差与观测矩阵中
各个原子的内积的绝对值得到相关系数μ，即：

μ＝｛μｊ＝｜〈ｒ，Φｊ〉｜，ｊ＝１，２，…，Ｎ｝ （８）

将μ中最大的Ｋ个内积绝对值所对应的索引集并入现
有集合，更新支撑集．最后，采用最小二乘法对仿真信号
和残差进行更新：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎｙ－ΦＦｘ^ （９）
ｒｎｅｗ＝ｙ－ΦＦｘ^ （１０）

（４）自适应步长
对于一个固定步长的算法来说，步长的选择对于

恢复精度和恢复速度至关重要，往往精度和速度之间

存在矛盾，一个较小的步长会带来较好的恢复精度但

是会造成很多的迭代次数，一个较大的步长需要较少

的迭代次数但是将会牺牲恢复精度的要求．本文提出
一种自适应步长的方法来解决此问题，即确定阈值 ε１
和ε２，控制迭代停止参数和迭代步长，其中，当 ｒ－ｎ≥ε２
时采用步长Ｓ１ｉ，当ε１＜ｒ－ｎ＜ε２时采用步长Ｓ２ｊ，其中Ｓ１ｉ
＞Ｓ２ｊ，Ｓ１ｉ和Ｓ２ｊ均为变量，随着迭代次数的增加而慢慢变
小．在误差较大时采用大的步长可以提高速率，在误差
较小时采用小的步长可以提高精度，如此一来兼顾了

恢复质量与恢复速度．
３．２　算法实现

本文提出的数据恢复算法如下：

输入：Ｍ维测量向量ｙ，Ｍ×Ｎ观测矩阵Φ，δＫ．
步骤１：初始稀疏度 Ｋ０＝１，索引集 Ｆ０＝，Ｊ＝

（空集）；

步骤２：通过式μ＝｛μｊ＝｜〈ｒ，Φｊ〉｜，ｊ＝１，２，…，Ｎ｝
计算相关系数 μ，并从 μ中取出 Ｋ０个最大值对应的索
引值存入索引集Ｆ０中；

步骤３：如果 ΦＴＦ０ｙ２≤
１－δｋ
１＋δ槡 ｋ

ｙ２则 Ｋ０＝Ｋ０＋１，

转步骤２；否则转步骤４；
步骤４：初始残差ｒ＝ｙ－ΦＦ０Φ

＋
Ｆ０ｙ；

步骤５：初始步长 Ｓ，初始支撑集长度 Ｌ＝Ｋ０，索引
集Ｆ＝Ｆ０，阶段ｓｔａｇｅ＝１，迭代次数ｎ＝１；

步骤６：取出 μ中 Ｌ个最大值对应的索引值存入
Ｊ中；

步骤７：将选出的Ｌ个相关系数进行正则化并将得
到的索引值存入Ｊ０中，然后将Ｊ０并入索引集Ｆ，更新支
撑集ΦＦ；

步骤８：通过式 ｘ^＝ａｒｇｍｉｎｙ－ΦＦｘ^２得到估计信

号值，根据回溯思想，将 ｘ^中前 Ｌ个最大元素所对应的
索引值存入Ｆ中，其他元素设为零，更新支撑集ΦＦ；

步骤９：更新残差ｒｎｅｗ＝ｙ－ΦＦｘ^；
步骤１０：停止迭代条件：设定阀值ε１，如果 ｘ－ｘ^２

≤ε１则停止迭代，否则转步骤１１．
步骤１１：设定阀值ε２，ｉ＝１，ｊ＝１
若 ｘ－ｘ^＞ε２，ｒｎｅｗ ２≥ ｒ２，则 ｓｔａｇｅ＝ｓｔａｇｅ＋１，

支撑集长度Ｌ＝Ｌ＋Ｓ１ｉ，Ｓ１ｉ随 ｉ变大而逐渐变小，ｉ＝ｉ＋
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１，否则ｒ＝ｒｎｅｗ，ｎ＝ｎ＋１，转步骤６．
若ε１＜ ｘ－ｘ^ ＜ε２，ｒｎｅｗ ２≥ ｒ２，则 ｓｔａｇｅ＝ｓｔａｇｅ

＋１，支撑集长度Ｌ＝Ｌ＋Ｓ２ｊ，ｊ＝ｊ＋１，Ｓ２ｊ随ｊ变大而变小，
否则ｒ＝ｒｎｅｗ，ｎ＝ｎ＋１，转步骤６．

输出：信号ｘ的Ｋ稀疏估计 ｘ^．
算法中，步骤１到步骤３为稀疏度估计阶段，步骤４

完成初始残差的计算，步骤５为初始化过程，步骤６到
步骤７加入正则化过程，完成原子的二次筛选，步骤８
到步骤９引入回溯思想利用估计信号值进行原子的再
筛选并且更新了残差值，步骤１０到步骤１１设置两个参
数ε１和ε２，控制迭代停止参数和迭代步长．过程可用如
图２表示．

在运用该算法进行数据恢复时，以下参数需要兼

顾设计：（１）控制迭代停止参数 ε１和迭代步长 ε２的选
择，显然我们应该令 ε１ε２来保证恢复的精度；（２）变
量Ｓ１ｉ和变量Ｓ２ｊ的选择，这两个参数直接影响了恢复算
法的迭代次数和恢复精度，由于固定的步长的大小使

得算法收敛速度和恢复精度互相矛盾，需要两者兼顾．
因此，我们在开始迭代阶段，选择合适的变量 Ｓ１ｉ和变量
Ｓ２ｊ，以大步长加快迭代；之后的阶段，使用小步长兼顾
最后的恢复精度．我们让这两个参数随迭代次数的增

加而减小，每次减小的幅度需要根据经验自行设置．

４　算法仿真及分析
　　为了验证本文提出基于变步长的正则化回溯自适
应追踪算法（ＲＢＡＰＶＳ）的有效性，下面在 ｍａｔｌａｂ平台进
行仿真，通过比较本文算法与已经存在的其它的贪婪

算法的性能来证明本文恢复算法的优越性．
首先，利用式（７）进行初始稀疏度估计值 Ｋ０的仿

真，仿真中利用高斯随机信号，维度 Ｎ＝２５６，固定观测
向量维度Ｍ＝１２８，稀疏度 Ｋ从１逐渐变化到７０，观察
利用式（７）得到的估计结果与真实 Ｋ的大小对比情况．
得到的仿真如图３所示．

可以看出，估计得到的Ｋ０＜Ｋ，符合要求．但是随着
稀疏度增大，Ｋ０与Ｋ之间距离越来越大，也就是估计误
差越来越大．但是，与未进行估计信号的初始稀疏度情
况进行比较时，由于已经加入了Ｋ０的估计步骤，因此在
一定程度上可以减少运行时间和迭代次数．

下面，对本文提出的 ＲＢＡＰＶＳ算法与 ＳＡＭＰ算法、
ＳＡＭＰＲＢ算法进行仿真比较．

仿真利用高斯随机信号，稀疏度 Ｋ从集合｛５，１０，
１５，２０，２５，３０，３５，４０｝中进行选择，初始信号的维度 Ｎ＝
５１２，固定观测向量维度 Ｍ＝２５６．对于 Ｓ２１，在此次仿真
中取 １．仿真中分别比较了在步长 Ｓ＝４情况下的
ＳＡＭＰＲＢ算法、在步长 Ｓ＝２，３，４情况下的 ＳＡＭＰ算
法、在步长 Ｓ１１＝２，３，４，Ｓ２１＝１情况下的 ＲＢＡＰＶＳ算法
性能．为了方便比较，我们将在步长 Ｓ１１＝２，３，４，Ｓ２１＝１
情况下的ＲＢＡＰＶＳ算法记作：步长 Ｓ＝２，３，４情况下的
ＲＢＡＰＶＳ算法，步长减小的幅度为０１倍的步长，取整
数各自的迭代次数结果如图４所示．

重构误差我们用 ｘ－ｘ^２／ｘ２来计算，各自的重

构误差如图５所示．
将各个算法的运行时间进行比较，得到记过如图６

所示．
从以上图中我们可看出，本文提出的ＲＢＡＰＶＳ算法
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在Ｓ＝４时的迭代次数是最少的，明显优于其他算法；无
论Ｓ取何值，重构误差都远低于 ＳＡＭＰ算法和 ＳＡＭＰ
ＲＢ算法，所以该算法在重构误差的优化上具有很大的
优势；在运行时间上，本文提出的 ＲＢＡＰＶＳ算法无论 Ｓ
取何值，都优于原始的ＳＡＭＰ算法，但与ＳＡＭＰＲＢ算法
相比较，运行时间略长，但是差距不大．对ＲＢＡＰＶＳ算法
中的Ｓ分别取２，３，４，进行比较，综合来说，当Ｓ取４时，
所达到的性能最优．对于Ｓ２１的值，在本次仿真中我们取

１，但是对于 Ｓ２１的取值是一个开放性的问题，可以视不
同的数据而定．

５　结论
　　压缩感知能够将信号的压缩和采集过程合二为
一，实现了数据的边压缩边采集．其观测过程形成了一
个欠定方程，这就对信号的恢复造成了一定的压力．本
文对压缩感知过程中的重构算法进行研究，针对压缩

感知重构过程中稀疏度未知以及步长大小固定的情

况，结合正则化和子追踪思想进行原子的二次筛选，选

出并删除错误的原子，提出一种基于变步长的正则化

回溯自适应追踪算法，该算法不需要预知数据稀疏度．
经过仿真分析可以得到，本文相比已经存在的 ＳＡＭＰ和
ＳＡＭＰＲＢ算法需要更少的迭代次数，同时减少了运行
时间，在加入了新的变步长策略后，其在重构精度上有

着突出的优势．
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