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　　摘　要：　给出了有限非链环Ｆｐｍ＋ｖＦｐｍ的Ｇａｌｏｉｓ扩环相关理论，明确了有限非链环Ｆｐｍ＋ｖＦｐｍ上循环码的迹码和
子环子码的生成元结构．
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１　引言
　　有限交换环上的编码理论始于上个世纪六十年
代．１９９４年 Ｈａｍｍｏｎｓ等编码学者发现一些性能良好的
二元非线性码可以看作四元有限环Ｚ４上某些循环码的
二元象［１］．从此，有限环上的编码理论成为了编码理论
中的一个热点研究领域．随着有限链环上的编码理论
研究的不断深入，部分编码学者开始关注有限非链环

上的编码理论的研究［２～８］．有限非链环上编码理论的研
究有助于对有限域上的编码有更清楚的认识，从而将

纠错码理论应用到密码设计和网络安全等实际

领域［９，１０］．
编码理论中子域子码是一类重要的线性码．常见

的子域子码有：Ｈａｍｍｉｎｇ码、Ｇｏｐｐａ码等．Ｄｅｌｓａｒｔｅ给出
有限域上迹码和子域子码的关系［７］．Ｇａｏ和 Ｆｕ利用有
限域上循环码和线性移位序列的关系，给出了有限域

上循环码的迹码和子域子码的生成多项式［１１］．
在本文中，首先我们给出了有限非链环Ｆｐｍ＋ｖＦｐｍ上

循环码的一些基本结果，其次明确了该非链环上循环

码的迹码和子环子码的生成元．

２　基本结果

　　令Ｒ＝Ｆｐｍ＋ｖＦｐｍ，Ｒ＝Ｆｐ＋ｖＦｐ，其中 ｖ
２＝ｖ．设ａ（ｘ）

∈Ｆｐ［ｘ］为 ｍ次基本不可约多项式，则称剩余类环
Ｒ［ｘ］／〈ａ（ｘ）〉为Ｒ的ｍ次 Ｇａｌｏｉｓ扩张．显然 Ｒ是 Ｒ的
一个子环．
　　定义１　环Ｒ上的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ映射定义为

ｆ：Ｒ→Ｒ
ｒ＝（１－ｖ）ａ＋ｖｂ→ｆ（ｒ）＝（１－ｖ）ａｐ＋ｖｂｐ

显然，ｆ的阶为 ｍ，ｆ固定的元素恰为 Ｒ中的元素．
易证环Ｒ的Ｇａｌｏｉｓ群为由Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ映射ｆ生成的ｍ阶
循环群＜ｆ＞．
　　定义２　Ｒ到Ｒ的迹映射定义为
Ｔｒ：Ｒ→Ｒ

ｒ→Ｔｒ（ｒ）＝∑
φ∈＜ｆ＞

φ（ｒ）＝ｒ＋ｆ（ｒ）＋…＋ｆｍ－１（ｒ）

易知迹映射Ｔｒ为Ｒ到Ｒ的满射．
　　定义３　设Ｃ是环Ｒ上码长为ｎ的线性码，令
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Ｔｒ（Ｃ）＝｛Ｔｒ（ｃ）＝（Ｔｒ（ｃ０），Ｔｒ（ｃ１）…Ｔｒ（ｃｎ－１））｜

ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ｃ｝
则称Ｔｒ（Ｃ）为线性码Ｃ的迹码．

因为迹映射是 Ｒ线性映射，因此迹码 Ｔｒ（Ｃ）是环
Ｒ上码长为ｎ的线性码．

若对线性码 Ｃ中任意码字（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１），有
（ｃｎ－１，ｃ０，…，ｃｎ－２）仍是线性码Ｃ中的码字，则称 Ｃ为码
长为ｎ的循环码．定义从Ｒｎ到Ｒ［ｘ］／〈ｘｎ－１〉的 Ｒ模
同构，ψ（ｃ）＝ｃ０＋ｃ１ｘ＋… ＋ｃｎ－１ｘ

ｎ－１，其中 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，
…，ｃｎ－１）是Ｒ

ｎ中任意元素．线性码 Ｃ是 Ｒ上码长为 ｎ
的循环码当且仅当 ψ（Ｃ）是 Ｒ［ｘ］／〈ｘｎ－１〉的一个
理想．

对于环Ｒ上码长为ｎ的循环码Ｃ，它可以表示为
Ｃ＝（１－ｖ）Ｃ１ｖＣ２

其中Ｃ１和 Ｃ２是有限域 Ｆｐｍ上码长为 ｎ的循环码
［６］．令

ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）分别是 Ｃ１和 Ｃ２的生成多项式，则有 Ｃ＝
＜（１－ｖ）ｆ（ｘ）＋ｖｇ（ｘ）＞．令 ｄｅｇ（ｆ（ｘ））＝ｔ１，ｄｅｇ（ｇ
（ｘ））＝ｔ２，则Ｃ作为 Ｒ子模，有极小生成元集 Ｓ１∪Ｓ２，
其中

Ｓ１＝｛（１－ｖ）ｆ（ｘ），（１－ｖ）ｘｆ（ｘ），…，（１－ｖ）ｘ
ｎ－ｔ１－１ｆ（ｘ）｝

Ｓ２＝｛ｖｇ（ｘ），ｖｘｇ（ｘ），…，ｖｘ
ｎ－ｔ２－１ｇ（ｘ）｝

　　定义４　令 Ｃ是环 Ｒ上码长为 ｎ的循环码，则称
（Ｃ｜Ｒ）＝Ｃ∩Ｒ

ｎ为Ｃ的子环子码．
显然，Ｃ｜Ｒ是环 Ｒ上码长为 ｎ的循环码．由迹映射

的定义，环Ｒ上循环码的迹码是环Ｒ上的循环码．下面
我们将给出环Ｒ上循环码的迹码Ｔｒ（Ｃ）的生成元和其
子环子码的具体表达．

３　循环码的迹码和子环子码
　　令｛α０，α１，…，αｍ－１｝是 Ｆｐｍ在 Ｆｐ上的一组基，则
｛α０，α１，…，αｍ－１｝亦是 Ｒ在 Ｒ上的一组基．对于任意 ｉ
＝０，１，…，ｍ－１，定义Ｒｎ到Ｒｎ上的映射

ｈｉ：Ｒ
ｎ→Ｒｎ

∑
ｍ－１

ｊ＝０
αｊｃｊ｜ｃｉ

其中ｃｊ∈Ｒ
ｎ．显然，ｈｉ是环Ｒ上的线性映射．

　　引理１　令Ｃ是环Ｒ上码长为ｎ的线性码则对于ｉ
＝０，１，…，ｍ－１，有ｈｉ（Ｃ）＝Ｔｒ（Ｃ）．
　　证明　令｛α０，α１，…，αｍ－１｝是Ｒ在 Ｒ上的一组基，
｛β０，β１，…，βｍ－１｝是其对偶基．故当 ｉ＝ｊ时，Ｔｒ（αｊβｉ）＝

１，否则Ｔｒ（αｊβｉ）＝０．令 ｃ＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｈｉ（ｃ）αｉ∈Ｃ，则对于任

意的ｉ＝０，１，…，ｍ－１，ｊ＝０，１，…，ｍ－１及ｃ∈Ｃ，有下面
等式成立

　　Ｔｒ（βｊｃ）＝Ｔｒ（βｊ∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｈｉ（ｃ）αｉ）

＝Ｔｒ（ｈ０（ｃ）α０βｊ＋…＋ｈｍ－１（ｃ）αｍ－１βｊ）
＝Ｔｒ（ｈｉ（ｃ））
＝ｈｉ（ｃ）

从而ｈｉ（Ｃ）＝Ｔｒ（Ｃ）．
　　定理１　令 Ｃ是环 Ｒ上码长为 ｎ的循环码，｛α０，
α１，…，αｍ－１｝是Ｒ在Ｒ上的一组基且｛μ０，μ１，…，μｋ｝是
码Ｃ的极小生成元集，则 Ｔｒ（Ｃ）的极小生成元集
为｛ｈｉ（μｊ），０≤ｉ≤ｍ－１，１≤ｊ≤ｋ｝．

　　证明　令ｃ＝∑
ｋ

ｊ＝１
λｊμｊ∈Ｃ，其中λｊ∈Ｒ，１≤ｊ≤ｋ．令

｛α０，α１，…，αｍ－１｝是Ｒ在 Ｒ上的一组基，则 λｊ，μｊ均可
由该基唯一表示，即

λｊ＝∑
ｍ－１

ｒ＝０
λｊｒαｒ，　μｊ＝∑

ｍ－１

ｓ＝０
ｈｓ（μｊ）αｓ

且αｓαｒ＝ρｓｒｉαｉ，其中λｊｒ，ρｓｒｉ∈Ｒ．于是

　　ｃ＝∑
ｋ

ｊ＝１
λｊμｊ

＝∑
ｋ

ｊ＝１
∑
ｍ－１

ｒ＝０
λｊｒαｒμｊ

＝∑
ｋ

ｊ＝１
∑
ｍ－１

ｒ＝０
∑
ｍ－１

ｓ＝０
λｊｒｈｓ（μｊ）αｓ

＝∑
ｋ

ｊ＝１
∑
ｍ－１

ｒ＝０
∑
ｍ－１

ｓ＝０
∑
ｍ－１

ｉ＝０
λｊｒｈｓ（μｊ）ρｓｒｉαｉ

因此，对任意ｉ＝０，１，…，ｍ－１我们有

ｈｉ（ｃ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
∑
ｍ－１

ｒ＝０
∑
ｍ－１

ｓ＝０
λｊｒｈｓ（μｊ）ρｓｒｉ

综上，｛ｈｉ（μｊ），０≤ｉ≤ｍ－１，１≤ｊ≤ｋ｝生成 ｈｉ（Ｃ）．
由引理１，Ｔｒ（Ｃ）的极小生成元集为

｛ｈｉ（μｊ），０≤ｉ≤ｍ－１，１≤ｊ≤ｋ｝
　　推论１　令Ｃ是环Ｒ上码长为ｎ的循环码，且

Ｃ＝＜（１－ｖ）ｆ（ｘ）＋ｖｇ（ｘ）＞
其中ｄｅｇ（ｆ（ｘ））＝ｔ１，ｄｅｇ（ｇ（ｘ））＝ｔ２．令

ｆ（ｘ）＝ｆ０（ｘ）α０＋ｆ１（ｘ）α１＋…＋ｆｍ－１（ｘ）αｍ－１
ｇ（ｘ）＝ｇ０（ｘ）α０＋ｇ１（ｘ）α１＋…＋ｇｍ－１（ｘ）αｍ－１

定义

Ｆ（ｘ）＝ｇｃｄ（ｆ０（ｘ），ｆ１（ｘ），…，ｆｍ－１（ｘ））
Ｇ（ｘ）＝ｇｃｄ（ｇ０（ｘ），ｇ１（ｘ），…，ｇｍ－１（ｘ））

则

Ｔｒ（Ｃ）＝＜（１－ｖ）Ｆ（ｘ）＋ｖＧ（ｘ）＞
　　证明　令Ｃ＝＜（１－ｖ）ｆ（ｘ）＋ｖｇ（ｘ）＞，其中 ｄｅｇ
（ｆ（ｘ））＝ｔ１，ｄｅｇ（ｇ（ｘ））＝ｔ２，则Ｃ的极小生成元集Ｓ１∪
Ｓ２，其中
Ｓ１＝｛（１－ｖ）ｆ（ｘ），（１－ｖ）ｘｇ（ｘ），…，（１－ｖ）ｘ

ｎ－ｔ１－１ｆ（ｘ）｝

Ｓ２＝｛ｖｇ（ｘ），ｖｘｇ（ｘ），…，ｖｘ
ｎ－ｔ２－１ｇ（ｘ）｝

令 Ｓ１∪Ｓ２ ＝｛（１－ｖ）ｘ
ｍ１ｆ（ｘ），０≤ｍ１≤ｎ－ｔ１－１｝

∪｛ｖｘｍ２ｇ（ｘ），０≤ｍ２≤ｎ－ｔ２－１｝

２４２
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显然 ｘｍ１ｆ（ｘ）＝ｘｍ１∑
ｍ－１

ｉ＝０
αｉｆｉ（ｘ）

ｘｍ２ｇ（ｘ）＝ｘｍ２∑
ｍ－１

ｉ＝０
αｉｇｉ（ｘ）

其中｛α０，α１，…，αｍ－１｝是 Ｒ在 Ｒ上的一组基．因此，由
定理１，Ｃ的迹码Ｔｒ（Ｃ）的生成元集为
｛（１－ｖ）ｘｍ１ｆｉ（ｘ）｜０≤ｍ１≤ｎ－ｔ１－１，０≤ｉ≤ｍ１｝

　∪｛ｖｘｍ２ｇｉ（ｘ）｜０≤ｍ２≤ｎ－ｔ２－１，０≤ｉ≤ｍ１｝
因此

Ｔｒ（Ｃ）＝＜（１－ｖ）Ｆ（ｘ）＞＜ｖＧ（ｘ）＞　　
＝＜（１－ｖ）Ｆ（ｘ）＋ｖＧ（ｘ）＞

ＭａｒｔíｎｅｚＭｏｒｏ等给出有限链环上线性码的迹码和
子环子码的关系［１２］，下面我们给出有限非链环 Ｒ上线
性码的迹码和子环子码的关系．
　　引理 ２　令 Ｃ是环 Ｒ上码长为 ｎ的线性码，则
（Ｃ｜Ｒ）

⊥ ＝Ｔｒ（Ｃ
⊥）．

　　证明　我们首先证明 Ｔｒ（Ｃ
⊥）（Ｃ｜Ｒ）

⊥．对于 Ｃ⊥

中任意码字（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ｃ
⊥以及 Ｃ｜Ｒ中任意码字

ａ＝（ａ０，ａ１，…，ａｎ－１）∈Ｃ｜Ｒ，我们有

ａＴｒ（Ｃ）＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ａｉＴｒ（ｃｉ）＝Ｔｒ（ａｃ）＝Ｔｒ（０）＝０

因此，Ｔｒ（ｃ）∈（Ｃ｜Ｒ）
⊥，故Ｔｒ（Ｃ

⊥）（Ｃ｜Ｒ）
⊥．

　　反之，我们证明Ｔｒ（Ｃ
⊥）（Ｃ｜Ｒ）

⊥，即Ｔｒ（Ｃ
⊥）⊥

（Ｃ｜Ｒ）．对于任意 ｃ∈Ｃ
⊥，令 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１），有 λｃ

∈Ｃ⊥，其中 λ∈Ｒ，则对于任意 ｂ＝（ｂ０，ｂ１，…，ｂｎ－１）∈
（Ｔｒ（Ｃ

⊥））⊥，我们有

０＝ｂＴｒ（λｃ）＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ａｉＴｒ（λｃｉ）＝Ｔｒ（λ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂｉｃｉ）

因为迹映射Ｔｒ是满射，所以∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｂｉｃｉ＝０．这表明ａｃ＝０．

于是ａ∈Ｃ｜Ｒ．
　　由引理２，我们给出有限非链环Ｒ上码长为ｎ的循
环码的子环子码的生成元．
　　推论２　令Ｃ＝＜（１－ｖ）ｆ（ｘ）＋ｖｇ（ｘ）＞是环 Ｒ上
码长为ｎ的循环码．令

ｆ^（ｘ）＝ｘ
ｎ－１
ｆ（ｘ）＝∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｆ^ｉ（ｘ）αｉ

ｇ^（ｘ）＝ｘ
ｎ－１
ｇ（ｘ）＝∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｇ^ｉ（ｘ）αｉ

则

Ｃ｜Ｒ＝＜（１－ｖ）
ｘｎ－１

ｇｃｄ（^ｆ０（ｘ），^ｆ１（ｘ），…，^ｆｍ－１（ｘ））
　　

＋ｖ ｘｎ－１
ｇｃｄ（^ｇ０（ｘ），^ｇ１（ｘ），…，^ｇｍ－１（ｘ））

＞

　　证明　由于Ｃ＝＜（１－ｖ）ｆ（ｘ）＋ｖｇ（ｘ）＞，则

Ｃ⊥ ＝＜（１－ｖ）ｘ
ｎ－１
珓ｆ（ｘ）＋ｖ

ｘｎ－１
珘ｇ（ｘ）＞

其中珓ｆ和珘ｇ分别是ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）的互反多项式．因此，由
推论１和引理２，

Ｃ｜Ｒ＝＜（１－ｖ）
ｘｎ－１

ｇｃｄ（^ｆ０（ｘ），^ｆ１（ｘ），…，^ｆｍ－１（ｘ））
　　

＋ｖ ｘｎ－１
ｇｃｄ（^ｇ０（ｘ），^ｇ１（ｘ），…，^ｇｍ－１（ｘ））

＞

　　例１　令Ｒ＝Ｆ５＋ｖＦ５，其中ｖ
２＝ｖ．设 ｆ（ｘ）＝ｘ２＋４ｘ

＋２是Ｆ５上的一个２次本原多项式，则
Ｒ＝Ｒ［ｘ］／＜ｆ（ｘ）＞＝Ｆ５２＋ｖＦ５２

令ω＝ｘ＋＜ｆ（ｘ）＞是 ｆ（ｘ）在 Ｆ５２中的根且 Ｃ＝＜（１－
ｖ）ｆ（ｘ）＋ｖｇ（ｘ）＞是环Ｒ上码长为２４的循环码，其中
　　ｆ（ｘ）＝（ｘ２＋４ｘ＋１）（ｘ２＋３ｘ＋４）（ｘ２＋３ｘ＋３）

（ｘ２＋４ｘ＋２）（ｘ－ω９）
　　ｇ（ｘ）＝（ｘ２＋ｘ＋１）（ｘ２＋ｘ＋２）

（ｘ２＋３）（ｘ＋２）（ｘ－ω２２）
则

　　Ｔｒ（Ｃ）＝＜（１－ｖ）（ｘ
８＋４ｘ７＋３ｘ６＋３ｘ４４ｘ３＋２ｘ２

＋ｘ＋４）＋ｖ（ｘ７＋４ｘ６＋ｘ５＋３ｘ４＋２ｘ３

＋２ｘ２＋４ｘ＋２）＞
由推论２，得

　　Ｃ｜Ｒ＝＜（１－ｖ）（３＋２ｘ＋３ｘ
２＋４ｘ３＋３ｘ４＋４ｘ５

＋４ｘ６＋３ｘ７＋４ｘ９＋ｘ１０）＋ｖ（３＋２ｘ２＋４ｘ３

＋４ｘ６＋ｘ９＋３ｘ１０＋ｘ１１＋４ｘ１２＋３ｘ１３＋４ｘ１４

＋ｘ１５）＞
　　例２　令Ｒ＝Ｆ３＋ｖＦ３，其中ｖ

２＝ｖ．设 ｆ（ｘ）＝ｘ３＋２ｘ
＋１是 Ｆ３上的一个 ３次本原多项式，则 Ｒ＝Ｒ［ｘ］／
＜ｆ（ｘ）＞＝Ｆ３３＋ｖＦ３３．令ω＝ｘ＋＜ｆ（ｘ）＞是 ｆ（ｘ）在 Ｆ３３
中的根．令Ｃ＝＜（１－ｖ）ｆ（ｘ）＋ｖｇ（ｘ）＞是环Ｒ上码长
１３的循环码，其中

ｆ（ｘ）＝（ｘ３＋２ｘ＋２）（ｘ－ω）
ｇ（ｘ）＝（ｘ３＋ｘ２＋２）

则

Ｔｒ（Ｃ）＝＜（１－ｖ）（ｘ
３＋２ｘ＋２）＋ｖ（ｘ３＋ｘ２＋２）＞

且

Ｃ｜Ｒ＝＜（１－ｖ）（ｘ
６＋ｘ５＋ｘ２＋１）＋ｖ（ｘ３＋ｘ２＋２）＞

定义从Ｒ到Ｆ３的Ｇｒａｙ映射π（ｖａ＋（１－ｖ）ｂ）＝（ａ－ｂ，
ａ＋ｂ），则 π是 Ｆ３线性映射且是一个双射．π（Ｔｒ（Ｃ））
是参数为［２６，２０，４］的三元最优线性码．

４　结论
　　生成元的选取对于构造有限域上的好的线性码起
决定作用．本文中，我们给出了有限非链环 Ｆｐｍ＋ｖＦｐｍ上
循环码的迹码和子环子码的一些结果，明确了它们的

生成元具体结构．但未明确提出构造好的线性码的生
成元形式．虽然与有限域和有限链环相比较，有限非链
环结构较复杂，且该环上循环码的代数结构不易处理，

３４２
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但有限域上一些好的线性码可以由有限非链环上的循

环码通过Ｇｒａｙ映射进行构造，与普通的循环码进行比
较，通过有限非链环构造的线性码码长更长．本文的算
例指出，有限域上一些好的线性码可以由子环子码或

迹码得到．因此，利用有限非链环上子环子码或迹码构
造有限域上一些好的线性码是一个有趣的研究问题．
另外，利用有限非链环上子环子码与迹码考虑环上的

序列结构及码的覆盖半径，深度分布，也是一个值得研

究的问题，它们与数据的压缩、传输等实际问题有关．
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