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基于拉丁方的 ＧＦ（ｐ）上
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　　摘　要：　在特征为ｐ的有限域上，基于弹性函数与正交表大集间的等价关系，借助于一个具有最大圈结构的拉
丁方，给出了一个构造ｑ元旋转对称弹性函数的新方法．此外，通过一个具体的实例说明了本文的方法能够构造出已
有方法不能构造的ＧＦ（ｐ）上的ｑ元旋转对称弹性函数．
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１　引言
　　近年来，旋转对称布尔函数因为其良好的密码学
性质而受到极大的关注［１～５］，计算机搜索结果表明，旋

转对称布尔函数可以同时具有平衡性、高非线性度、相

关免疫性、最优代数免疫性、高代数次数等密码学性

质［２～４］．因此，把旋转对称函数的有关概念和结果从特
征为２的有限域上推广到特征为奇素数ｐ的有限域上，
进而研究有限域ＧＦ（ｐ）上具有某些密码学性质的旋转
对称函数的构造就是一个有意义的工作．特征为 ｐ的有

限域上的旋转对称函数（ＲＳＦｓ）近来受到了较多的关
注，对称函数是旋转对称函数的一个子类，Ｃｕｓｉｃｋ和 Ｌｉ
Ｙｕａｎ等人首先研究了有限域ＧＦ（ｐ）上对称函数的线性
结构［６］，给出了 ＧＦ（ｐ）上平衡对称函数的构造与计数
下界［７］，柯品惠等人进一步改进了它们的下界［８］．与此
同时，付绍静等人进一步证明了这类函数的构造问题

等价于求解一个方程组，并根据方程组的解对所构造

的函数个数进行计数［９］．
文献［１０］研究了平衡的旋转对称多项式的构造与

计数问题，得到了一系列结果，文献［１１，１２］进一步深
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入研究了特殊的平衡的旋转对称函数的计数问题．受
到上述结果的启发，文献［１３］给出了 ＧＦ（ｐ）上 ｑ（本文
中均为不同于ｐ的奇素数）元旋转对称弹性函数的等价
刻画，文献［１４，１５］研究了ＧＦ（ｐ）上素数元旋转对称１
弹性函数的构造问题，并分别给出了计数下界．

本文基于弹性函数与正交表大集间的等价关系，

借助一个具有最大圈结构的拉丁方，给出了旋转对称

轨道的所有的型的一个划分．由这个划分将所有的长
旋转对称轨道组成（ｐｑ－１－１）／ｑ个不同的 ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，
１），然后通过求解一个方程组，寻求 ｒ个特殊的
ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），使得这些正交表含有的旋转对称轨道
与ｐ个长度为１的短轨道一起重新构成 ｐ个不同的正
交表ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，ｐ，１）．最后将这些正交表（看做行向
量的集合）取相同的函数值，从而构造出新的 ｑ元旋转
对称弹性函数，本文中 ｐ和 ｑ为不同的奇素数，最后通
过一个具体的实例说明了本文的方法能够构造出文献

［１４］中已有方法不能构造出来的ＧＦ（ｐ）上的 ｑ元旋转
对称弹性函数．

２　预备知识

　　设有限域ＧＦ（ｐ）＝｛０，１，…，ｐ－１｝，ＧＦ（ｐ）ｎ表示
ＧＦ（ｐ）上的ｎ维向量空间．映射 ｆ：ＧＦ（ｐ）ｎ→ ＧＦ（ｐ）表
示一个ｎ元广义的布尔函数，定义在ＧＦ（ｐ）ｎ上的 ｎ元
广义布尔函数的全体记为 Ｂｎ，ｐ．Ｓ表示集合 Ｓ中元素
的个数；本文中若Ｓ表示一个维数相同的行向量构成的
集合，那么Ｓ可以看成一个行向量属于 Ｓ的矩阵；反过
来，若一个矩阵Ｓ的行互不相同，则矩阵 Ｓ可看作其行
向量构成的集合．

定义１［１３］　设ｆ（ｘ）∈Ｂｎ，ｐ，记ｆ
－１（ｌ）＝｛ｘ∈ＧＦ（ｐ）ｎ

ｆ（ｘ）＝ｌ，ｌ∈ＧＦ（ｐ}）若对任意的 ｌ∈ ＧＦ（ｐ）都有
ｆ－１（ｌ） ＝ｐｎ－１，则称ｆ（ｘ）是一个平衡函数，ｆ－１（ｌ）称为
广义布尔函ｆ（ｘ）的ｌ值支撑集，集合ｆ－１（ｌ）中的向量称
为ｌ值支撑向量．

定义２［１６，１７］　对于有限域 ＧＦ（ｐ）上的 ｗ×ｎ矩阵
Ａ，如果空间ＧＦ（ｐ）ｄ中的每一个向量都在矩阵Ａ的任
意列中出现相同的次数，则称是一个正交表 ＯＡ（ｗ，ｎ，
ｐ，ｄ）．

定义３［１６］　对任意的０
!

ｉ，ｊ
!

ｐ－１，每一个 Ｖｉ都是

一个ＯＡ（ｐｎ－１，ｎ，ｐ，ｄ），且Ｖｉ∩Ｖｊ＝，ｉ≠ｊ，而∪
ｐ－１

ｉ＝０
Ｖｉ＝ＧＦ

（ｐ）ｎ（把Ｖｉ看成集合），则称集合｛Ｖ０，Ｖ１，…，Ｖｐ－１｝为一
个正交表大集，记为ＬＯＡ（ｐｎ－１，ｎ，ｐ，ｄ）．

下面考虑循环群 Ｃｎ＝｛ρ
ｌ
ｎ ０!ｌ!ｎ－１｝在 ＧＦ（ｐ）

ｎ

上的作用，变换ρｌｎ定义为：
ρｌｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝（ρ

ｌ
ｎ（ｘ１），ρ

ｌ
ｎ（ｘ２），…，ρ

ｌ
ｎ｛ｘｎ｝）

＝（ｘｌ＋１，ｘｌ＋２，…，ｘｎ，ｘ１，…，ｘｌ），

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈ＧＦ（ｐ）
ｎ在群Ｃｎ＝｛ρ

ｌ
ｎ ０!ｌ!ｎ

－１｝的作用下形成的轨道记为 ＲＯｎ（ｘ）＝｛ρ
ｌ
ｎ（ｘ）

０
!

ｌ
!

ｎ－１｝．为了方便，本文中将 ＲＯｎ（ｘ）看作一个行
向量来自于ＲＯｎ（ｘ）的轨道矩阵．称 ＲＯｎ（ｘ）为一个长
旋转对称轨道，若 ＲＯｎ（ｘ） ＝ｎ，否则称其是一个短旋
转对称轨道．

定义４［１１］　设ｆ（ｘ）∈Ｂｎ，ｐ，若 ｆ（ρ
ｌ
ｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ））

＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）对任意的 ０!

ｌ
!

ｎ－１都成立，则称
ｆ（ｘ）是一个旋转对称函数，ＧＦ（ｐ）ｎ上旋转对称函数的
全体记为ＲＳＦｎ，ｐ．

引理１［１０］　设 ｇｎ为所有的旋转对称轨道的个数，
那么 ＧＦ（ｐ）上所有的 ｎ元旋转对称函数的总数为 ｐｇｎ，
这里

ｇｎ＝（１／ｎ）∑
ｋ｜ｎ
φ（ｋ）·ｐｎ／ｋ，

其中φ（·）表示欧拉函数．
如果对称群Ｓｎ作用在ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈ＧＦ（ｐ）

ｎ

上，则 形 成 一 个 如 下 的 对 称 轨 道 Ｏｘ ＝
｛（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）＝（ｘπ（１），ｘπ（２），…，
ｘπ（ｎ）），π∈Ｓｎ｝．

定义５［６，７］　设 ｆ（ｘ）∈Ｂｎ，ｐ，如果 ｆ（ｘπ（１），ｘπ（２），…，
ｘπ（ｎ））＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）对任意的 π∈Ｓｎ都成立，则称
ｆ（ｘ）是一个对称函数．

定义６［１３］　设 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈ＧＦ（ｐ）
ｎ，称 ｘ

是一个（ｉ０，ｉ１，…，ｉｐ－１）型的向量．如果在 ｘ中，ｋ∈ ｛０，
１，…，ｐ－１｝出现的次数是 ｉｋ．若其中的向量是（ｉ０，ｉ１，
…，ｉｐ－１）型的，则称对称轨道Ｏｘ是（ｉ０，ｉ１，…，ｉｐ－１）型的；
若其中的向量是（ｉ０，ｉ１，…，ｉｐ－１）型的，则称旋转对称轨
道ＲＯｎ（ｘ）是（ｉ０，ｉ１，…，ｉｐ－１）型的．

让ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为对称轨道 Ｏｘ的代表元，这
里ｘ１!ｘ２!…!

ｘｎ，本文中只考虑函数的变元个数 ｎ＝ｑ的
情况，不妨假设

ｘ＝（０，０，…，{ ０
ｉ０

，１，１，…，{ １
ｉ１

，…，ｐ－１，ｐ－１，…，ｐ       －１
ｉｐ－１

），

这里ｉ０＋ｉ１＋…＋ｉｐ－１＝ｑ，并且对于任意的ｓ∈ＧＦ（ｐ）都
有０

!

ｉｓ!ｑ．显然有如下的关系：
Ｏｘ ＝ｑ！／（ｉ０！ｉ１！…ｉｐ－１！）．

当函数的变元个数 ｎ＝ｑ时，对称群 Ｓｑ将空间
ＧＦ（ｐ）ｑ分成了Ｃ（ｐ＋ｑ－１，ｑ）个不同的对称轨道，

因而不同的型的总数为 Ｃ（ｐ＋ｑ－１，ｑ），其中所有
的长对称轨道的型的总数为：

Ｎ＝Ｃ（ｐ＋ｑ－１，ｑ）－ｐ．
根据不同的型，将所有的长对称轨道被分成 Ｎ个

不同的类 Ω１，Ω２，…，ΩＮ，其中集合 Ωｊ中对称轨道的型
为（ｉｊ，０，ｉｊ，１，…，ｉｊ，ｐ－１），并且 Ωｊ中不同的旋转对称轨道
的总数为：

４７１２
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ｎｊ＝（ｑ－１）！／（ｉｊ，０！ｉｊ，１！…ｉｊ，ｐ－１！）．
引理２［１０］　当变元个数ｎ为素数ｑ时，旋转对称轨

道的总数ｇｑ和长旋转对称轨道的总数ｈｑ，ｐ依次为：

　　ｇｑ＝（１／ｑ）∑
ｔ ｑ
φ（ｔ）ｐｑ／ｔ＝ｐ·［（ｐｑ－１－１）／ｑ］＋ｐ；

　　ｈｑ，ｐ ＝ｐ·［（ｐ
ｑ－１－１）／ｑ］＝∑

Ｎ

ｒ＝１
ｎｒ．

为了方便，我们约定整数 Ｋ＝（ｐｑ－１－１）／ｑ，行向量
ｅｎ，ｓ＝（ｓｓ…{ ｓ

ｎ
）．为了构造有限域 ＧＦ（ｐ）上 ｑ元１阶旋转

对称弹性函数，我们只需要将 ＧＦ（ｐ）ｑ中的 ｐｑ个向量
分成互不相交的，向量个数相等的 ｐ组，即 Ｖ０，Ｖ１，…，

ＶＰ－１，满足ＧＦ（ｐ）
ｑ＝∪

ｐ－１

ｓ＝０
Ｖｓ，使得每个旋转对称轨道中的

所有向量在同一组中，且集合｛Ｖ０，Ｖ１，…，ＶＰ－１｝构成一
个ＬＯＡ（ｐｑ－１，ｑ，ｐ，１）．由于 ｐｑ－１－１不是 ｐ的倍数，所以
正如文献［１１］中所证明的，集合｛ｅｑ，ｓ ０!ｓ!ｐ－１｝中的
任意两个向量所取函数值不同，以保证函数 ｆ（ｘ）的平
衡性，即每一个Ｖｓ中包含一个短旋转对称轨道，以及 Ｋ
个长旋转对称轨道．

３　主要结果

３１　有限域ＧＦ（ｐ）ｑ上旋转对称轨道的性质
下面，我们开始研究有限域ＧＦ（ｐ）上ｑ元１阶旋转

对称轨道的性质．让长旋转对称轨道的 Ｎ个不同的型
按照一定的顺序构成如下的矩阵：

Ｉ＝

ｉ１，０ ｉ１，１ … ｉ１，ｐ－１
ｉ２，０ ｉ２，１ … ｉ２，ｐ－１
  … 

ｉＮ，０ ｉＮ，１ … ｉＮ，ｐ











－１

＝

Ｉ１
Ｉ２


Ｉ











Ｎ

这里Ｉｊ＝（ｉｊ，０，ｉｊ，１，…，ｉｊ，ｐ－１）表示矩阵Ｉ的第ｊ个行向量，
也就是集合Ωｊ中旋转对称轨道的型，并且 Ｎ＝Ｃ（ｐ＋ｑ
－１，ｑ）－ｐ．
若τ∈Ｓｐ，且｛０，τ（０），…，τ

ｐ－１（０）｝＝ＧＦ（ｐ），则下
面的矩阵Ｌ是一个拉丁方：

Ｌ＝

０ … ｐ－１
τ（０） … τ（ｐ－１）
  

τｐ－１（０） … τｐ－１（ｐ－１











）

对于任意的 １
!

ｊ
!

Ｎ，若 τｋ（ｉｊ，０，ｉｊ，１，…，ｉｊ，ｐ－１）＝
（ｉｊ，τｋ（０），ｉｊ，τｋ（１），…，ｉｊ，τｋ（ｐ－１）），０!ｋ!ｐ－１，显然 τ是一具有
最大圈结构的置换，注意到｛τｋ｜０!ｋ!ｐ－１｝是对称群
Ｓｐ的一子群．

定义７［１５］　具有上述 Ｌ这样最长圈结构的拉丁方
称为具有最大圈结构的拉丁方．

下面考虑循环群｛τｋ｜０!ｋ!ｐ－１｝在 Ｉ上的作用，假
设可以得到ｍ个不同的轨道，按照一定的顺序分别记

为Δ１，Δ２，…，Δｍ．将Δｌ中的向量按照一定的顺序排列，
这里１

!

ｌ
!

ｍ，将它们中排在第一位的向量作为该轨道
的代表元，将这些代表元依次记 Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｍ，即对于 Ｊｌ
＝（ｉｋｌ，０，ｉｋｌ，１，…，ｉｋｌ，ｐ－１）∈Δｌ都有 τ

ｋ（Ｊｌ）∈Δｌ，且１!ｋ１＜
ｋ２＜…＜ｋｍ !Ｎ，０!ｋ!ｐ－１．

定理１　符号如前所述，对任意的０
!

ｋ
!

ｐ－１，有如
下的结果成立：

（１）对任意的１
!

ｌ
!

ｍ，都有 Δｌ ＝ｐ成立；
（２）对于任意的 Ｊｌ和０!

ｋ
!

ｐ－１，都有 τｋ（Ｊｌ）＝
τｋ（ｉｋｌ，０，ｉｋｌ，１，…，ｉｋｌ，ｐ－１）∈Δｌ，ＲＳＯ（τ

ｋ（Ｊｌ））表示型为
τｋ（Ｊｌ）的所有旋转对称轨道构成的集合，且型为 τ

ｋ（Ｊｌ）
的旋转对称轨道的个数均为：ｎｋｌ＝ ＲＳＯ（τ

ｋ（Ｊｌ）） ＝（ｑ
－１）！／（ｉｋｌ，０！ｉｋｌ，１！…ｉｋｌ，ｐ－１！），其中１!ｌ!ｍ．
证明

（１）采用反证法．注意到Ｊｌ＝（ｉｋｌ，０，ｉｋｌ，１，…，ｉｋｌ，ｐ－１）∈
Δｌ，不妨设存在不同的ｓ和ｔ，满足０!ｓ＜ｔ!ｐ－１，且有如
下的关系：

（ｉｋｌ，τｓ（０），ｉｋｌ，τｓ（１），…，ｉｋｌ，τｓ（ｐ－１））

＝（ｉｋｌ，τｔ（０），ｉｋｌ，τｔ（１），…，ｉｋｌ，τｔ（ｐ－１））；
那么对任意的０

!

ｖ
!

ｐ－１，都有ｉｋｌ，τｓ（ｖ）＝ｉｋｌ，τｔ（ｖ），那么矩阵

Ｌ＝

０ … ｐ－１
τ（０） … τ（ｐ－１）
  

τｐ－１（０） … τｐ－１（ｐ－１











）

的第ｓ＋１行与第ｔ＋１行相等，即
（τｓ（０），τｓ（１），…，τｓ（ｐ－１））
＝（τｔ（０），τｔ（１），…，τｔ（ｐ－１）），

这就与前文中 Ｌ是一个拉丁方的假设矛盾，从而上述
的假设不成立，即对任意的０

!

ｓ＜ｔ
!

ｐ－１，有：
（ｉｋｌ，τｓ（０），ｉｋｌ，τｓ（１），…，ｉｋｌ，τｓ（ｐ－１））

≠（ｉｋｌ，τｔ（０），ｉｋｌ，τｔ（１），…，ｉｋｌ，τｔ（ｐ－１）），
且对任意的０

!

ｋ
!

ｐ－１，都有τｋ（Ｊｌ）∈Δｌ，从而对任意的
１
!

ｌ
!

ｍ，都有 Δｌ ＝ｐ成立，（１）获证．
（２）若 Ｊｌ＝（ｉｋｌ，０，ｉｋｌ，１，…，ｉｋｌ，ｐ－１）∈Δｌ，则由集合 Δｌ

的定义可知，τｋ（Ｊｌ）满足：
τｋ（Ｊｌ）＝（ｉｋｌ，τｋ（０），ｉｋｌ，τｋ（１），…，ｉｋｌ，τｋ（ｐ－１））∈Δｌ，

其中０
!

ｋ
!

ｐ－１．注意到
ｉｋｌ，τｋ（０）＋ｉｋｌ，τｋ（１）＋…＋ｉｋｌ，τｋ（ｐ－１）＝ｑ，

故型为τｋ（Ｊｌ）的旋转对称轨道的总数为：
ＲＳＯ（τｋ（Ｊｌ）） ＝（ｑ－１）！／（ｉｋｌ，０！ｉｋｌ，１！…ｉｋｌ，ｐ－１！）

而τｋ（０），τｋ（１），…，τｋ（ｐ－１）是０，１，…，ｐ－１的一个排
列，故有

　　　ｎｋｌ＝ ＲＳＯ（τ
ｋ（Ｊｌ））

＝（ｑ－１）！／（ｉｋｌ，τｋ（０）！ｉｋｌ，τｋ（１）！…ｉｋｌ，τｋ（ｐ－１）！）
＝（ｑ－１）！／（ｉｋｌ，０！ｉｋｌ，１！…ｉｋｌ，ｐ－１！）
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这就完成了（２）的证明．
由上述的定理１可知此时矩阵 Ｉ可以改写为如下

的形式：

Ｉ＝

Δ１
Δ２


Δ











ｍ

，ｍ＝Ｎｐ，Δｌ＝

Ｊｌ
τ（Ｊｌ）


τｐ－１（Ｊｌ











）

，其中１
!

ｌ
!

ｍ．

且对于Δｌ中的ｐ个不同的型 τ
ｋ（Ｊｌ）而言，对于任

意的０
!

ｋ
!

ｐ－１，型为τｋ（Ｊｌ）的旋转对称轨道的个数均
为ｎｋｌ．下面我们来研究型属于 Δｌ的旋转对称轨道的性
质，有如下的结果：

定理２　概念与符号如前所述，设 Ｍｋ是循环群 Ｃｑ
＝｛ρｉｑ ０!ｉ!ｑ－１｝作用在 ＧＦ（ｐ）

ｑ上形成的一个

τｋ（Ｊｌ）＝（ｉｋｌ，τｋ（０），ｉｋｌ，τｋ（１），…，ｉｋｌ，τｋ（ｐ－１））型的长旋转对称轨
道（矩阵），０

!

ｋ
!

ｐ－１，１
!

ｋ
!

ｍ，则如下的矩阵：

Ｍ＝

Ｍ０
Ｍ１


Ｍｐ











－１

＝ ｍ１，ｍ２，…，ｍ( )ｑ

是一正交表ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），这里ｍ１，ｍ２，…，ｍｑ是矩阵
Ｍ的ｑ个列向量．

证明：要证Ｍ是一个正交表 ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），只需
证ｍ１是一个正交表ＯＡ（ｐｑ，１，ｐ，１）即可．

首先考虑矩阵Ｍ的子矩阵Ｍｋ，其行向量实际上构
成一个旋转对称轨道，这里０

!

ｋ
!

ｐ－１，不妨设 Ｍｋ是由
ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ）∈ＧＦ（ｐ）

ｑ在群Ｃｑ＝｛ρ
ｉ
ｑ ０!ｉ!ｑ－１｝

的作用下生成的旋转对称轨道，则可以将τｋ（Ｊｌ）型的矩
阵Ｍｋ表示为：

Ｍｋ＝

ｘ１ ｘ２ … ｘｑ
ｘ２ ｘ３ … ｘ１
   

ｘｑ ｘ１ … ｘｑ











－１

＝（ａ１，ａ２，…，ａｑ）

注意到矩阵Ｍｋ是一个对称矩阵，其中ａ１是它的第
一列．显然ａ１能够为矩阵Ｍ的第一列ｍ１贡献ｉｋｌ，τｋ（０）个
０，ｉｋｌ，τｋ（１）个１，…，ｉｋｌ，τｋ（ｐ－１）个ｐ－１．当ｋ跑遍ＧＦ（ｐ）时，在
矩阵Ｍ０的第一列中有ｉｋｌ，０个０，在矩阵 Ｍ１的第一列中
有ｉｋｌ，τ（０）个０，，矩阵Ｍｐ－１的第一列中有ｉｋｌ，τｐ－１（０）个０，从而
在矩阵Ｍ的第一列 ｍ１中０出现的总数为：ｉｋｌ，０＋ｉｋｌ，τ（０）
＋… ＋ｉｋｌ，τｐ－１（０），注意到 Ｌ是一个拉丁方，故｛０，τ（０），
τ２（０），…，τＰ－１（０）｝＝ＧＦ（ｐ），从而 ｉｋｌ，０＋ｉｋｌ，τ（０）＋… ＋
ｉｋｌ，τｐ－１（０）＝ｉｋｌ，０＋ｉｋｌ，１＋…＋ｉｋｌ，ｐ－１＝ｑ，这就意味着在矩阵Ｍ
的第１列ｍ１中符号０出现的总数为ｑ．

类似地，对于任意的ｋ∈ＧＦ（ｐ），在矩阵Ｍ０的第１
列中有 ｉｋｌ，ｋ个 ｋ，在矩阵 Ｍ１的第一列中有 ｉｋｌ，τ（ｋ）个 ｋ，

…，矩阵Ｍｐ－１的第一列中有ｉｋｌ，τｐ－１（ｋ）个ｋ，从而在矩阵Ｍ
的第一列 ｍ１中符号 ｋ的出现的总数为 ｉｋｌ，ｋ＋ｉｋｌ，τ（ｋ）＋
… ＋ｉｋｌ，τｐ－１（ｋ），注意到｛ｋ，τ（ｋ），…，τ

ｐ－１（ｋ）｝＝ＧＦ（ｐ），
从而

　　　　　ｉｋｌ，ｋ＋ｉｋｌ，τ（ｋ）＋…＋ｉｋｌ，τｐ－１（ｋ）
＝ｉｋｌ，０＋ｉｋｌ，１＋…＋ｉｋｌ，ｐ－１
＝ｑ．

这就说明对于任意的 ｋ∈ＧＦ（ｐ），ｊ在矩阵 Ｍ的第
一列 ｍ１中出现的总数均为 ｑ，这就证明了 ｍ１是一个
ＯＡ（ｐｑ，１，ｐ，１），这就完成了证明．

在定理２中若变换 τ∈Ｃｐ＝｛ρ
ｉ
ｐ ０!ｉ!ｐ－１｝，作用

在Ｎ个不同的型构成的集合Ｉ上，那么我们有如下的推
论：

推论１　概念与符号如前所述，设 Ｍｋ是循环群 Ｃｑ
＝｛ρｉｑ ０!ｉ!ｑ－１｝作用在 ＧＦ（ｐ）

ｑ上形成的一个（ｉｋ，
ｉｋ＋１，…，ｉｐ－１，ｉ０，…，ｉｋ－１）型的长旋转对称轨道（矩阵），
且０

!

ｋ
!

ｐ－１，则如下的矩阵：

Ｍ＝

Ｍ０
Ｍ１


ＭＰ











－１

＝ ｍ１，ｍ２，…，ｍ( )ｑ

是一正交表ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），这里ｍ１，ｍ２，…，ｍｑ是矩阵
Ｍ的ｑ个列向量．

推论１实际上就是文献［１４］中的定理１，由此可
见，文献［１４］中定理１是本文定理２的特殊情形．

对任意的１
!

ｌ
!

ｍ，注意到
Δｌ＝｛Ｊｌ，τ（Ｊｌ），…，τ

ｐ－１（Ｊｌ）｝
其中Δｌ的代表元为　Ｊｌ＝（ｉｋｌ，０，ｉｋｌ，１，…，ｉｋｌ，ｐ－１）．

由定理１的（２）可知型为 τｋ（Ｊｌ）的旋转对称轨道
的个数为

　　ｎｋｌ＝ ＲＳＯ（τ
ｋ（Ｊｌ））

＝（ｑ－１）！／（ｉｋｌ，０！ｉｋｌ，１！…ｉｋｌ，ｐ－１！）．
对于不同的０

!

ｋ
!

ｐ－１，从集合 ＲＳＯ（τｋ（Ｊｌ））中分
别选出一个旋转对称轨道，根据上述的定理２可知，这
ｐ个旋转对称轨道构成一个正交表 ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），这
样可得到ｎｋｌ个ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），将它们构成的集合记为
｛Ｍｋｌ，１，Ｍｋｌ，２，…，Ｍｋｌ，ｎｋ｝，当ｉ跑遍集合｛ｌ１!ｌ!ｍ｝时，则
可以得到Ｋ个不同的 ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），这时 ＧＦ（ｐ）ｑ就
被分成了 Ｋ个不同的 ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１）以及 ｐ个短轨道
｛ｅｑ，ｋ｝，这里０!ｋ!ｐ－１．
３２　ＧＦ（ｐ）上基于拉丁方的 ｑ元１阶旋转对称弹

性函数的构造

注意到Ｋ不是ｐ的倍数，所以我们不能把上述Ｋ个
不同的ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１）平均分成ｐ组来构造ｑ元旋转对
称弹性函数．为了解决这个问题，我们考虑寻找其中若

６７１２
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干个ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），不妨记这样的正交表的个数为 ｒ，
满足Ｋ＝（ｐｑ－１－１）／ｑ＝ｐ·ｇ＋ｒ，１

!

ｒ
!

ｐ－１，其中ｇ０．
不难证明满足上述条件的整数ｒ是唯一的，那么我

们有ｗ＝（ｒ·ｑ＋１）／ｐ＝ｐｑ－２－ｑ·ｇ，现要从上述的Ｋ个
ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１）中找到 ｒ个特殊的正交表 ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，
１），然后把它们分成ｒｐ个不同的旋转对称轨道，接下来
再将这ｒｐ个不同的旋转对称轨道重新分成 ｐ组，使得
每一组中的旋转对称轨道与某个短轨道｛ｅｑ，ｋ｝都能构
成一个ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，ｐ，１）．如下的定理３给出了一个有
效的方法．

定理３　让 ｅｉ＝（０，０，…，{ ０
ｉ－１

，１，０，０，…，{ ０
ｐ－ｉ

），如果下

面的方程组：

（１）
ｅｒ，１Ｘ＝ｅｐ，ｗ－ｅ１
ＸｅΤｐ，１＝ｅ

Τ
ｒ，

{
ｑ

有一个解

Ｘ＝

ｘ１，０ ｘ１，１ … ｘ１，ｐ－１
ｘ２，０ ｘ２，１ … ｘ２，ｐ－１
   

ｘｒ，０ ｘｒ，１ … ｘｒ，ｐ











－１

＝

ｘ１
ｘ２


ｘ











ｒ

，

满足下面的条件：

（１）ｘｕ，ｖ∈｛０，１，…，ｑ－１｝，１!ｕ!ｒ，０!ｖ!ｐ－１；

（２）ｘｉ是矩阵 Ｘ的第 ｉ个行向量，并且有∪
ｌ１

ｉ＝１

｛ｘｉ｝Δ１，∪
ｌ１＋ｌ２

ｉ＝ｌ１＋１
｛ｘｉ｝Δ２，…，∪

ｒ

ｉ＝ｒ－ｌｍ＋１
｛ｘｉ｝Δｍ，这里０

!

ｌ１!ｎｋ１，０!ｌ２!ｎｋ２，…，０!ｌｍ !

ｎｋｍ，且 ｌ１＋ｌ２＋… ＋ｌｍ＝ｒ，
那么存在ｐ个不同的正交表 ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，ｐ，１），记为
Ｂ０，Ｂ１，…，ＢＰ－１，使得对任意的｛ｓ，ｔ｝ＧＦ（ｐ），都有 ｅｑ，ｓ
∈Ｂｓ，ｅｑ，ｔ∈Ｂｔ，Ｂｓ∩Ｂｔ＝，且每一个 Ｂｓ中都含有 ｒ个
不同的旋转对称轨道．

证明：不失一般性，我们通过构造 ｐ个不同的满足
条件的 ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，ｐ，１）来证明定理正确性，也就是
Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂｐ－１，满足对任何｛ｓ，ｔ｝ＧＦ（ｐ）都有 ｅｑ，ｓ∈
Ｂｓ，ｅｑ，ｔ∈Ｂｔ，Ｂｓ∩Ｂｔ＝，且每一个 Ｂｓ中都含有 ｒ个不
同的长旋转对称轨道，这里的构造方法完全类似于参

考文献［１４］中的定理２，也可参考文献［１５］中的 Ｃｏｎ
ｓｔｒｕｃｔｉｏｎ１和定理３．

注意到变换τ∈Ｓｐ，｛０，τ（０），…，τ
ｐ－１（０）＝ＧＦ（ｐ）

如果Ｘ＝（Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘｐ－１）是如下的方程组

（１）
ｅｒ，１Ｘ＝ｅｐ，ｗ－ｅ１
ＸｅΤｐ，１＝ｅ

Τ
ｒ，

{
ｑ

　的一组解，则Ｘ＝（Ｘ０，Ｘτ（０），

…，Ｘτｐ－１（０））也是（１）的一组解，那么Ｘ＝（Ｘτ（０），Ｘτ（１），…，
Ｘτ（ｐ－１））就是如下的方程组：

（ｉ）
ｅｒ，１Ｘ＝ｅｐ，ｗ－ｅ１＋τｐ－１（０）
ＸｅΤｐ，１＝ｅ

Τ
ｒ，

{
ｑ

的一个解，反之亦然．
事实上，定理３启发我们通过方程组（１）和方程组

（ｉ）的解去寻找ｒ个特殊的ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），然后再把这
ｒ个特殊的正交表 ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，ｐ，１）分成 ｒｐ个不同的
旋转对称轨道，再从中选出ｒ个不同的长旋转对称轨道
与一个短旋转对称轨道一起构成一个 ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，ｐ，
１）．由定理３，我们可以构造出ｐ个不同的ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，
ｐ，１），每一个ＯＡ（ｒｑ＋１，ｑ，ｐ，１），包含一个短旋转对称
轨道轨道．

下面我们再把余下的 Ｋ－ｒ个不同的 ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，
１）平均分成 ｐ组 Ａ０，Ａ１，…，ＡＰ－１．使得每一组中都有 ｇ
个正交表ＯＡ（ｐｑ，ｑ，ｐ，１），最后将每一组都与某个Ｂｋ组
合在一起，取相同的函数值，不同的组合取不同的函数

值，这样我们就构造出一个ＧＦ（ｐ）上的ｑ元１阶旋转对
称弹性函数．

４　说明性的例子
　　在这一部分，我们以构造ＧＦ（５）上的３元旋转对称
弹性函数为例，来说明本文中所给出的构造方法，通过

对结果的比较说明，我们可以构造出文献［１４］不能构
造的旋转对称弹性函数．

假设ｑ＝３，ｐ＝５，那么有限域 ＧＦ（５）３中所含有的
向量的个数为 １２５，其中 ５个短轨道为｛ｅ３，０｝，｛ｅ３，１｝，
｛ｅ３，２｝，｛ｅ３，３｝，｛ｅ３，４｝，通过解如下的方程组 ｉ０＋ｉ１＋ｉ２＋
ｉ３＋ｉ４＝３，可以得到非负整数解的个数为 Ｃ

ｑ
ｐ＋ｑ－１＝３５，

这些解对应着旋转对称轨道的型．定义一个具有最大
圈结构的变换τ∈Ｓ５如下：０→τ（０）＝２→τ（２）＝τ

２（０）
＝３→τ（３）＝τ３（０）＝１→τ（１）＝τ４（０）＝４．
显然｛０，τ（０），τ２（０），τ３（０），τ４（０）｝＝ＧＦ（ｐ）＝ＧＦ

（５），则循环群｛τｋ ０!ｋ!ｐ－１｝在上述方程组的解构成
的集合上作用形成的其中一个轨道为：

　Δ０＝｛（３，０，０，０，０），（０，３，０，０，０），（０，０，３，０，０），
（０，０，０，３，０），（０，０，０，０，３）｝，

其中的向量依次对应着短轨道｛ｅ３，０｝，｛ｅ３，１｝，｛ｅ３，２｝，
｛ｅ３，３｝，｛ｅ３，４｝．下面我们只考虑上述方程的那些可以作
为３元长旋转对称轨道的型的解，解的总个数为 Ｃｑｐ＋ｑ－１
－ｐ＝３０个，它们在循环群｛τｋ ０!ｋ!ｐ }－１作用下形成
的轨道分别为：

　Δ１＝｛（０，０，１，１，１），（１，１，１，０，０），（１，０，０，１，１），
（０，１，１，０，１），（１，１，０，１，０）｝；

　Δ２＝｛（０，１，１，１，０），（１，０，１，１，０），（１，０，１，０，１），
（１，１，０，０，１），（０，１，０，１，１）｝；

　Δ３＝｛（０，０，０，２，１），（０，１，２，０，０），（２，０，０，１，０），
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（０，０，１，０，２），（１，２，０，０，０，）｝；
　Δ４＝｛（０，０，２，１，０），（２，０，１，０，０），（１，０，０，０，２），

（０，２，０，０，１），（０，１，０，２，０）｝；
　Δ５＝｛（０，２，１，０，０），（１，０，０，２，０），（０，０，２，０，１），

（２，１，０，０，０），（０，０，０，１，２）｝；
　Δ６＝｛（０，２，０，１，０），（０，０，１，２，０），（１，０，２，０，０），

（２，０，０，０，１），（０，１，０，０，２）｝．
由定理２，注意到以 Δ１中的向量作为型的旋转对

称轨道的个数为 ｎｋ１ ＝（３－１）！／（０！０！１！１！１！）＝
２，故对于轨道Δ１中的每一个型（向量），分别选一个其
中的型（向量）对应的旋转对称轨道，由定理２可知，所
选出的这 ５个旋转对称轨道刚好构成一个正交表
ＯＡ（１５，３，５，１），重复上面的做法直到Δ１中所有的向量
对应的旋转对称轨道都组合成正交表 ＯＡ（１５，３，５，１），
这样共可以得到ｎｋ１ ＝２个，分别记为Ｍ１，１和Ｍ１，２；

类似地，按照定理２的方法，注意到以Δ２中的向量
作为型的旋转对称轨道的个数为：

ｎｋ２ ＝（３－１）！／（０！１！１！１！０！）＝２
故对于轨道Δ２中的每一个型（向量），分别选一个其中
的型（向量）对应的旋转对称轨道，由定理２可知，所选
出的这５个旋转对称轨道刚好构成一个正交表ＯＡ（１５，
３，５，１），重复上面的做法直到 Δ２中所有向量对应的旋
转对称轨道都组合成正交表 ＯＡ（１５，３，５，１），这样共可
以得到ｎｋ２ ＝２个，分别记为Ｍ２，１和Ｍ２，２；

类似地，对于 Δ３，Δ４，Δ５和 Δ６，按照上述相同的方
法可得ｎｋ３ ＝ｎｋ４ ＝ｎｋ５ ＝ｎｋ６ ＝１，即分别可以得到一个正交
表ＯＡ（１５，３，５，１），依次记为Ｍ３，Ｍ４，Ｍ５和 Ｍ６，这样我
们一共得到了８个ＯＡ（１５，３，５，１）．

下面要从上面得到的８个ＯＡ（１５，３，５，１）中寻找 ｒ
个ＯＡ（１５，３，５，１），将它们中的旋转对称轨道按照定理
３的方法构造出５个ＯＡ（１０，３，５，１），ｒ满足：

Ｋ＝（ｐｑ－１－１）／ｑ＝ｐ·ｇ＋ｒ，１
!

ｒ
!

ｐ－１，ｇ０，
将ｐ＝５，ｑ＝３代入上式计算可得 ｒ＝３，ｇ＝１，这个结果
意味着需从上面得到的８个正交表 ＯＡ（１５，３，５，１）中
寻找３个正交表ＯＡ（１５，３，５，１），使得这３个正交表中
所含有的旋转对称轨道中的型满足定理３中的方程组．
首先可计算

ｗ＝（ｒ·ｑ＋１）／ｐ＝ｐｑ－２－ｑ·ｇ＝２
从而在本例中，定理３对应的方程组具体为：

（１）

（１，１，１）

ｘ１，０ ｘ１，１ ｘ１，２ ｘ１，３ ｘ１，４
ｘ２，０ ｘ２，１ ｘ２，２ ｘ２，３ ｘ２，４
ｘ３，０ ｘ３，１ ｘ３，２ ｘ３，３ ｘ３，









４

＝（１，２，２，２，２）

ｘ１，０ ｘ１，１ ｘ１，２ ｘ１，３ ｘ１，４
ｘ２，０ ｘ２，１ ｘ２，２ ｘ２，３ ｘ２，４
ｘ３，０ ｘ３，１ ｘ３，２ ｘ３，３ ｘ３，









４















１
１
１
１
１

＝


























３
３
３

容易得到上述方程组的一个解为：

ｘ１，０ ｘ１，１ ｘ１，２ ｘ１，３ ｘ１，４
ｘ２，０ ｘ２，１ ｘ２，２ ｘ２，３ ｘ２，４
ｘ３，０ ｘ３，１ ｘ３，２ ｘ３，３ ｘ３，









４

＝
０ ０ １ １ １
１ ０ ０ １ １









０ ２ １ ０ ０
．

注意到（０，０，１，１，１）∈Δ１，（１，０，０，１，１）∈Δ１，（０，
２，１，０，０）∈Δ５，这个结果表明我们需要选出 Ｍ１，１和
Ｍ１，２，以及Ｍ５这三个正交表 ＯＡ（１５，３，５，１），将它们重
新拆成单个的旋转对称轨道，然后按照定理３证明中的
构造方法可得５个ＯＡ（１０，３，５，１）如下：

Ｂ０＝

０ ０ ０
２ ３ ４
３ ４ ２
４ ２ ３
０ ３ ４
３ ４ ０
４ ０ ３
１ １ ２
１ ２ １



























２ １ １

，Ｂ１＝

１ １ １
０ ４ ３
４ ３ ０
３ ０ ４
０ １ ３
１ ３ ０
３ ０ １
２ ２ ４
２ ４ ２



























４ ２ ２

，Ｂ２＝

２ ２ ２
０ ３ １
３ １ ０
１ ０ ３
２ １ ０
１ ０ ２
０ ２ １
３ ４ ４
４ ４ ３



























４ ３ ４

，

Ｂ３＝

３ ３ ３
２ １ ４
１ ４ ２
４ ２ １
３ ２ ４
２ ４ ３
４ ３ ２
０ ０ １
０ １ ０



























１ ０ ０

，Ｂ４＝

４ ４ ４
０ １ ２
１ ２ ０
２ ０ １
１ ２ ４
２ ４ １
４ １ ２
０ ３ ３
３ ３ ０



























３ ０ ３

．

构造函数 ｆ（ｘ）：ＧＦ（５）３→ＧＦ（５）如下：ｆ－１（０）＝
Ｍ２，１∪Ｂ０，ｆ

－１（１）＝Ｍ２，２∪Ｂ１，ｆ
－１（２）＝Ｍ３∪Ｂ２，ｆ

－１（３）
＝Ｍ４∪Ｂ３，ｆ

－１（４）＝Ｍ６∪Ｂ４．显然，｛ｆ
－１（０），ｆ－１（１），

ｆ－１（２），ｆ－１（３），ｆ－１（４）｝构成 ＧＦ（５）３的一个分划，且
ｆ－１（０），ｆ－１（１），ｆ－１（２），ｆ－１（３）以及 ｆ－１（４）均为 ＯＡ
（２５，３，５，１），从而｛ｆ－１（０），ｆ－１（１），ｆ－１（２），ｆ－１（３），ｆ－１

（４）｝构成了一个强度为１的正交表大集，因而 ｆ（ｘ）是
一个ＧＦ（５）上的３元旋转对称１弹性函数．

下面我们说明上述的函数 ｆ（ｘ），是不能由文献
［１４］中的方法构造出来的．

注意到ｆ－１（４）＝Ｍ６∪Ｂ４，我们可以给出 ｆ
－１（４）中

所含有的长旋转对称轨道的型构成的集合为 Δ６∪｛（０，
０，１，１，１），（１，０，０，１，１），（０，２，１，０，０）｝，稍加检验就可
知它不包含它其中的任 意一个向量在循环群

｛ρｉ５ ０!ｉ!４｝作用下形成的整个轨道．
而另外一方面，如果按照文献［１４］中的方法构造
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ＧＦ（５）３→ＧＦ（５）的旋转对称弹性函 ｇ（ｘ），对于循环
群｛ρｉ３ ０!ｉ!２｝在 ＧＦ（５）

３上作用形成的旋转对称轨

道，ｇ（ｘ）在每一个旋转对称轨道上所取的函数值相
等．将循环群｛ρｌ５ ０!ｌ!４｝作用在方程ｉ０＋ｉ１＋ｉ２＋ｉ３＋
ｉ４＝３的非负整数解构成的集合上得到７个轨道，显然
对于任意的 ｇ－１（ｌ），这里 ０

!

ｌ
!

４，都有某一个型（ｉ０，
ｉ１，ｉ２ｉ３，ｉ４）存在，使得 ｇ

－１（ｌ）中同时含有型分别为
ρｌ５（ｉ０，ｉ１，ｉ２ｉ３，ｉ４）的５个旋转对称轨道，它们刚好构成
一个 ＯＡ（１５，３，５，１），以上分析比较可知本文方法能
构造出新函数．

５　结论
　　本文中说明性的例子中由于 Ｍ２，１，Ｍ２，２，Ｍ３，Ｍ４以
及Ｍ６在构造弹性函数时的作用相同，但是它们分别取
不同的函数值．类似地，Ｂ０，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｂ４所取的函数值
也分别不同，因而本文的方法可以构造出文献［１４］中
不能构造出来的函数，实际上由推论１可知，本文方法
是文献［１４］中方法的进一步推广，并且本文中的方法
能构造出更多的旋转对称弹性函数．但是，如何对构造
出的新函数个数进行计数是一个有意义的工作，这也

是我们未来工作的方向．
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