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基于谱范数的矩阵 ＣＦＡＲ检测器
赵文静，金明录，刘文龙

（大连理工大学信息与通信工程学院，辽宁大连 １１６０２４）

　　摘　要：　基于信息几何的矩阵恒虚警率（ＣｏｎｓｔａｎｔＦａｌｓｅＡｌａｒｍＲａｔｅ，ＣＦＡＲ）检测器为雷达目标检测问题提供了
新的解决思路，其主要组成部分是均值矩阵的估计和检测统计量的计算，且检测性能与矩阵流形上的几何测度有紧密

关系．现有的信息几何测度都是从Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数考虑，本文则基于谱范数考虑了矩阵流形上的几何测度和均值矩阵
估计问题．将均值矩阵估计问题转化为矩阵流形上的优化问题，根据目标函数的性质得到了计算简便的近似均值矩
阵．利用不同方法得到的均值矩阵，提出了几种新的基于谱范数的矩阵ＣＦＡＲ检测器．通过检测势分析和仿真实验验
证了其检测性能优于现有的其他矩阵ＣＦＡＲ检测器，复杂度分析也表明了其计算复杂度低于现有的其他矩阵 ＣＦＡＲ
检测器，为海杂波背景下的雷达目标检测提供了新的有效技术手段．
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１　引言
　　信息几何作为数学的一个新的分支，一直受到数
学界及工业界的广泛关注．它为研究统计问题的内在
几何性质开辟了新的视角，同时也为信号处理问题提

供了有用的工具，在图像处理、信号检测和参数估计等

领域有广泛的应用［１～３］．最近，文献［４］将信息几何应用
于雷达信号处理问题中，提出了基于信息几何的矩阵

ＣＦＡＲ检测方法．这类检测器主要是将雷达目标检测问

题转化为由协方差矩阵构成的矩阵流形上的几何问

题［５］，其关键点是估计参考单元内协方差矩阵的均值

矩阵及对两矩阵之间的不相似性度量．因此，矩阵流形
上几何度量及均值矩阵的估计问题受到了广泛的关注．

矩阵流形上的几何度量表示流形上两个点的不相

似度，当其满足正定性、对称性及三角不等式时可以作

为两个点之间的距离，否则并不是真正意义上的距离．
黎曼距离作为流形上的经典度量具有完备的性质．然
而，基于黎曼距离的矩阵ＣＦＡＲ方法的检测性能并不理
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想．文献［６～８］利用ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ（ＫＬ）散度，ｓｙｍｍｅ
ｔｒｉｚｅｄＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ（ｓＫＬ）散 度 和 ｔｏｔａｌＫｕｌｌｂａｃｋ
Ｌｅｉｂｌｅｒ（ｔＫＬ）散度设计了改进的矩阵 ＣＦＡＲ检测方法
并得到较好的检测性能．由于不同几何测度对应不同
的检测性能，因此，一种直观的思想是采用其他几何测

度估计均值矩阵及度量矩阵间的不相似性，从而进一

步提高检测性能．
均值矩阵估计是提高矩阵 ＣＦＡＲ检测器性能的另

一个关键点．矩阵流形上均值矩阵的定义是欧氏空间
中实数均值计算的一般化，通过求解矩阵流形上的优

化问题而获得，其求解与矩阵流形上的几何测度有

关［９］．文献［９］利用几种类似于欧氏距离的几何测度考
虑了协方差矩阵的估计问题，并验证了几种协方差矩

阵估计器的有效性．以上几种矩阵估计都与矩阵 Ｆｒｏｂｅ
ｎｉｕｓ范数有关，而矩阵谱范数也是一种比较常用的范
数，基于谱范数的协方差矩阵估计问题也是值得深入

研究的［１０］．除此之外，谱范数也被应用于雷达信号处理
问题中．特别地，文献［１１］从广义似然比角度考虑，提
出了基于最大特征值的雷达目标检测方法，并取得较

好的检测性能．
因此，研究矩阵流形上是否存在其他几何测度以

及基于这一几何测度求解矩阵流形上的均值矩阵问题

是有意义的．本文基于矩阵谱范数考虑了矩阵流形上
的几何测度和均值矩阵估计问题，并应用于雷达运动

目标ＣＦＡＲ检测问题中，从而提出几种新的矩阵 ＣＦＡＲ
检测算法．

２　基于谱范数的几何距离及均值矩阵
　　基于矩阵流形的几何方法将雷达目标检测问题转
化为矩阵流形上的几何问题，利用几何测度来分析和

度量两个点之间的差异性．本节给出了基于矩阵谱范
数的几何度量及相应的均值矩阵估计器．

令Ｍ 表示由厄尔米特正定矩阵（ＨｅｒｍｉｔｉａｎＰｏｓｉｔｉｖｅ
Ｄｅｆｉｎｉｔｅ，ＨＰＤ）构成的矩阵流形，Ｒ为矩阵流形 Ｍ 上

ＨＰＤ矩阵，则Ｒ的谱范数定义如下：

Ｒ ２＝ λｍａｘ（ＲＲ
Ｈ

槡 ）＝λｍａｘ（Ｒ） （１）
相应的，由矩阵谱范数诱导的两个 ＨＰＤ矩阵 Ｒ１，Ｒ２之
间的几何测度定义为

ｄ（Ｒ１，Ｒ２）＝ Ｒ１－Ｒ２ ２ （２）
　　显然，式（２）满足正定性、对称性及三角不等式性
质，因此矩阵谱范数诱导的几何度量可以看作是矩阵

流形上的几何距离．
设Ｒ１，Ｒ２，…，ＲＮ是矩阵流形 Ｍ 上的一组协方差

矩阵，矩阵流形Ｍ 上的均值矩阵类似于欧氏空间中实
数均值的定义，可以通过求解下列目标函数的最小优

化解获得：

ｆ（Ｒ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉｄ

２（Ｒ，Ｒｉ） （３）

其中，Ｎ表示协方差矩阵的个数，ｗｉ表示权重系数且满

足∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉ＝１．不失一般性，假设ｗｉ＝１／Ｎ．

相应的均值矩阵表示为：

Ｒ^＝ａｒｇｍｉｎ
Ｒ

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｄ２（Ｒ，Ｒｉ） （４）

文献［９］考虑了基于 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数的协方差矩阵
估计问题．然而，均值矩阵估计依赖于几何测度，不同测
度对应不同的矩阵估计器［７］．基于谱范数距离的均值
矩阵估计问题的目标函数表示为：

ｆ（Ｒ）＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｒ－Ｒｉ

２
２ （５）

且其优化解表示为：

Ｒ^＝ａｒｇｍｉｎ
Ｒ

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒ－Ｒｉ

２
２ （６）

　　基于式（５）的优化问题是矩阵流形上的凸优化问
题．梯度下降法是求解凸优化问题的有效方法，ｆ（Ｒ）的
梯度向量可以表示为：

ｆ（Ｒ）＝２Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｒ－Ｒｉ ２·Ｒ Ｒ－Ｒｉ ２ （７）

　　由于式（７）的解析表达式难以求解，故采用 Ｍａｔｌａｂ
中的优化工具箱求解式（６）的数值解．但较高的计算复
杂度会影响其在实际问题中的应用，因此我们考虑以

下近似方法求解这一问题．
目标函数式（５）满足如下关系：

Ｒ－１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２

２

≤ｆ（Ｒ）≤ Ｒ ２
２＋
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２
２

（８）
　　为了方便，令

ｆ１（Ｒ）＝ Ｒ－１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２

２

，

ｆ２（Ｒ）＝ Ｒ ２
２＋
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２
２

（９）

ｆ１（Ｒ），ｆ２（Ｒ）和ｆ（Ｒ）的最小值满足式如下关系
ｍｉｎｆ１（Ｒ）≤ｍｉｎｆ（Ｒ）≤ｍｉｎｆ２（Ｒ） （１０）

　　因此，优化问题式（６）可以近似的通过求解下列优
化问题获得：

ｍｉｎｆ１（Ｒ）＝ｍｉｎＲ－
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２

２

（１１）

式（１１）的优化解表示为：

Ｒ^ｍｅａｎ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ （１２）

　　实际上，式（６）是矩阵Ｒｉ的聚类中心，式（１２）为矩
阵Ｒｉ的算术平均值．如果 Ｒｉ是ｉ．ｉ．ｄ分布，则该聚类中
心依概率收敛于均值矩阵．且如果Ｒｉ为各态历经过程，

２５９１
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则式（１２）的算术平均趋于均值矩阵．因此，式（１２）可以
作为优化解式（６）的近似解．

由于式（２）满足三角不等式，则式（５）满足如下不
等关系：

Ｒ ２
２－
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２
２
≤ｆ（Ｒ）≤ Ｒ ２

２＋
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２
２

（１３）

令 ｆ３（Ｒ）＝ Ｒ ２
２－
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２
２

（１４）

　　由于谱范数的梯度运算没有闭式解析式，因此式
（１４）的最小优化解 Ｒ^是难以获得的，但是该解 Ｒ^的谱
范数容易求解，且满足如下关系：

Ｒ^ ２
２＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

２
２ （１５）

　　综上所述，本文给出了三种不同的均值矩阵求解
方法，在谱范数框架下的均值矩阵估计问题可以归纳

为如下优化问题：

Ｒ^＝ａｒｇｍｉｎ
Ｒ
ｆ（Ｒ）

当ｆ（Ｒ）分别取式（５）、式（１２）和式（１４）时，对应不同
的均值矩阵估计方法，由此可以引出三种基于谱范数的

矩阵ＣＦＡＲ检测算法，具体算法步骤在下一节说明．

３　基于谱范数的矩阵ＣＦＡＲ检测方法

３．１　基于谱范数的矩阵ＣＦＡＲ器
不失一般性，雷达目标检测问题可以表示为如下

的二元假设检验问题［１１，１２］：

Ｈ０：
ｙ＝ｃ
ｙｌ＝ｃｌ，ｌ＝１，２，…，{ Ｎ

Ｈ１：
ｙ＝ａｐ＋ｃ
ｙｌ＝ｃｌ，ｌ＝１，２，…，{{

Ｎ

（１６）

其中，ａ为目标回波信号的复幅度，ｐ是目标信号的导
向矢量，ｃ表示待检测单元的海杂波向量，ｃｌ为参考单
元内的杂波数据．

针对检测问题式 （１６），一般的矩阵 ＣＦＡＲ检测器
的检测机制如图１所示，其主要组成部分是均值矩阵的
估计、距离的计算和门限的确定．
　　不同几何测度可以引出不同的矩阵ＣＦＡＲ检测器．
本文考虑基于谱范数的均值矩阵和检测统计量的计

算，这类检测器统称为基于谱范数的矩阵 ＣＦＡＲ检测
器．根据第２节中３种均值矩阵的估计方法，得到三种
基于谱范数的矩阵 ＣＦＡＲ检测子算法，分别记为算法
Ａ、Ｂ、Ｃ，具体算法步骤如算法１所述．

算法１　基于谱范数的矩阵ＣＦＡＲ检测器算法

１．根据接收向量计算每一个单元内的协方差矩阵．
２．估计均值矩阵

算法Ａ：基于式（５）利用Ｍａｔｌａｂ优化工具箱求解均值矩阵 Ｒ^
算法Ｂ：基于式（１２）求解均值矩阵 Ｒ^
算法Ｃ：基于式（１４）求解均值矩阵的谱范数 Ｒ^２

３．计算检测统计量
算法Ａ、Ｂ：根据式（２）计算检测单元矩阵和均值矩阵之间的谱范数

距离

ｄＳＮ（ＲＤ，^Ｒ）＝ ＲＤ－Ｒ^２

算法 Ｃ：求解检测单元矩阵的谱范数和均值矩阵的谱范数之比
ＲＤ ２／ Ｒ^２

４．判决检测

　　为了方便，将基于式（５），式（１２）估计均值矩阵
的检测方法分别记为 ＳＮ，ＳＮＡ．对于 ＨＰＤ矩阵，谱范
数和最大特征值是等价的．因此算法 Ｃ实际上是从基
于谱范数优化问题的近似求解中重新导出了文献

［１１］中的最大特征值的检测方法（ＭＭＥＤ），并将其
也纳入基于谱范数的矩阵 ＣＦＡＲ检测器中，有重要的
意义．
３．２　计算复杂度分析

为了简便，将基于ＫＬ散度、Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎ距离及 ｔＫＬ
散度的矩阵 ＣＦＡＲ方法分别记为 ＫＬＤ、ＲＥＭ和 ｔＫＬ．本
节比较并分析了所提方法与现有几种矩阵 ＣＦＡＲ检测
方法的计算复杂度．以 ｔＫＬ方法为例，ｔＫＬ散度和 ｔＫＬ
中心的计算复杂度分别为 Ｏ（Ｍ！ ＋４Ｍ３＋Ｍ＋２２），
Ｏ（ＮＭ！＋（Ｎ＋１）Ｍ３＋（２Ｎ－１）Ｍ２＋１０），因其需要求
解矩阵逆矩阵及矩阵的行列式，故引起较高的计算复

杂度．然而，所提 ＳＮＡ方法不需要求解矩阵逆矩阵，且
均值矩阵估计比ｔＫＬ方法简单．因此，与ｔＫＬ方法相比，
ＳＮＡ方法的计算复杂度较低．类似的，将所提方法与其
他几种方法的计算复杂度进行比较，结果如表１所示，
其中Ｍ为脉冲串长度，Ｎ为参考单元个数，ｎｔ为迭代
次数．
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表１　几种检测方法的计算复杂度

算法 指数运算 对数运算 幂运算 基本运算量

ＳＮＡ × × × Ｏ（Ｍ３＋ＮＭ２）

ＭＭＥＤ × × × Ｏ（（Ｎ＋１）Ｍ３＋Ｎ）

ＫＬＤ × × ×
Ｏ（Ｍ！＋（Ｎ＋３）Ｍ３

＋（Ｎ＋１）Ｍ２＋Ｍ－１）

ＲＥＭ √ √ √
Ｏ（ｎｔ（（３Ｎ＋２）Ｍ３＋ＮＭ２）
＋３Ｍ３＋Ｍ－１）

ｔＫＬ × √ ×
Ｏ（（Ｎ＋１）Ｍ！＋（Ｎ＋５）Ｍ３

＋（２Ｎ－１）Ｍ２＋Ｍ＋３２）

３．３　矩阵ＣＦＡＲ检测器的检测势分析
矩阵ＣＦＡＲ检测器的检测性能与矩阵流形上的几

何测度是紧密相连的，对于矩阵流形上不同的度量方

法，其度量单位不同，而检测势的定义采用两距离之比

避免了度量单位的影响．本文对所提检测器与现有的
ｔＫＬ，ＫＬＤ及ＲＥＭ检测器的检测势进行分析，得出了所
提方法的检测性能优于现有的矩阵 ＣＦＡＲ检测方法的
原因．

矩阵流形具有与欧氏空间不同的几何结构，其曲

率沿着各个方向是不同的，使得矩阵流形上不同的几

何测度具有不同的各向异性因子［７］．在任一矩阵 Ｒ处
的各向异性因子定义为：

ＡＩ＝ｍｉｎ
α
ｄ（Ｒ，αＩ） （１７）

其中，ｄ（Ｒ，αＩ）表示矩阵Ｒ与αＩ之间的距离，α为常数．
假设在Ｒ１和 Ｒ２处的各向异性因子分别为ＡＩ１和

ＡＩ２，Ｒ１和 Ｒ２之间的检测势定义为 Ｒ１和 Ｒ２之间的各
向异性因子之比：

Ｄｐ（Ｒ１，Ｒ２）＝
ＡＩ１
ＡＩ２

（１８）

　　对矩阵ＣＦＡＲ检测器来说，Ｒ１和 Ｒ２分别表示检测
单元的协方差矩阵和参考单元协方差矩阵的均值矩

阵．检测势的大小反映了检测单元的协方差矩阵与参
考单元的均值矩阵在流形上的局部几何结构的相似程

度．如果分母比分子大，则两点处的局部几何结构越相
似，其检测势越大，反之，其检测势越小．文献［７］表明：
矩阵ＣＦＡＲ检测方法的检测性能与检测势有较大的关
系，检测势越大表明检测单元的协方差矩阵与均值矩

阵越不相似，对应的检测性能越好．
根据以上分析，在Ｋ分布海杂波环境下，生成５０个

距离单元的杂波数据，并在第２５个距离单元内加入信
杂比为１０ｄＢ的目标信号．根据式（１８）求解每一个距离
单元内的检测势，并对检测势进行归一化处理，得到归

一化检测势．对基于谱范数的几何测度和现有几何测
度的归一化检测势进行比较，结果如图２所示．在含有
目标的距离单元中的检测势大于非目标距离单元的检

测势，说明非目标单元中的矩阵与其均值矩阵的局部

几何结构相似，而目标单元越不相似．与现有几何测度
相比，基于矩阵谱范数的几何测度的归一化检测势在

非目标单元内具有最小的值，且目标单元与非目标单

元差异性更大，这说明所提检测器具有较大的检测势，

其对应较好的检测性能，下一节的仿真实验也进一步

验证了这一结论．

４　仿真实验

４．１　基于仿真数据的实验
本文的仿真实验参数设置如下：虚警概率为１０－３，

脉冲重复频率为１０００Ｈｚ，参考单元个数为１６，在一个相
干处理间隔内假设雷达发送８个脉冲，且假设海杂波服
从Ｋ分布．图３展示了 ＳＮ，ＳＮＡ，ＭＭＥＤ，ＫＬＤ，ＲＥＭ及
ｔＫＬ方法的检测概率随信杂比变化曲线．从图３可知，
ＭＭＥＤ方法的性能比 ＫＬＤ和 ｔＫＬ方法的性能有一定
的提高，但ＳＮ和ＳＮＡ方法的性能略优于ＭＭＥＤ方法．
ＳＮＡ方法与ＳＮ方法的性能有微小的差别，这说明了采
用近似均值矩阵式（１２）是比较准确的．ＳＮＡ方法不仅
具有较低的计算复杂度且性能也有一定的提升，这对

于实际雷达目标检测具有重要的意义．
　　Ｋ分布的形状参数反应了不同的海态，形状参数越
小表明海杂波环境越复杂，海尖峰明显．本文考虑了不
同Ｋ分布形状参数（０５、１和５）的仿真环境，对所提方
法与ｔＫＬ方法进行比较，结果如图４所示．在每一种形
状参数下，ＳＮ方法的性能比ｔＫＬ方法均有较大的提高．
４．２　基于实测数据的仿真实验

本节利用１９９３年 ＩＰＩＸ雷达实测海杂波数据对几
种算法的检测性能进行比较．从图５中可知，在２组数
据下，几种算法的性能各不相同，其主要原因是２组杂
波数据是在不同时刻，不同外界环境下收集的海杂波
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数据，反应了不同的海面状况．然而，在２组实测海杂波
数据下，所提ＳＮ和ＳＮＡ方法的检测性能优于其他几种

方法，这也进一步验证了所提方法的鲁棒性．

５　结论
　　在矩阵流形上，本文利用谱范数引入了新的几何
测度，并讨论了均值矩阵的估计问题，进而提出了基于

谱范数距离的矩阵 ＣＦＡＲ检测器．检测势分析、基于仿
真数据和实测数据的仿真结果都表明，所提矩阵 ＣＦＡＲ
检测器与现有的矩阵 ＣＦＡＲ检测器相比具有更好的性
能．但是，基于谱范数距离的均值矩阵求解复杂，无解
析表达式．为此，根据基于谱范数的均值矩阵优化目标
函数的不等式关系，给出了近似的均值矩阵估计方法，

并提出了低复杂度的矩阵ＣＦＡＲ检测器，且其性能已逼
近ＳＮ方法．此外，根据目标函数的另一种不等式关系，
把已有的 ＭＭＥＤ方法也纳入到基于谱范数的矩阵
ＣＦＡＲ检测器中，有重要的意义．本文提出的基于谱范
数的ＣＦＡＲ检测器拓展了信息几何在雷达信号处理中
的应用，为海杂波背景下的雷达目标检测提供了新的

有效技术手段．
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　　金明录　男，１９５８年２月出生于吉林省图
们市．现为大连理工大学信息与通信工程学院
教授、博士生导师，从事信号处理与通信系统基

础理论与技术方面的研究工作．
Ｅｍａｉｌ：ｍｌｊｉｎ＠ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　刘文龙　男，１９７４年１２月出生于辽宁省大
连市．现为大连理工大学信息与通信工程学院
教授、博士生导师．从事 ＭＩＭＯ及 ＳＭ系统检测
问题等方面的研究工作．
Ｅｍａｉｌ：ｌｉｕｗｌ＠ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ
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