
第５期
２０１９年５月

电　　子　　学　　报
ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ

Ｖｏｌ．４７　Ｎｏ．５
Ｍａｙ　２０１９

收稿日期：２０１８０３１２；修回日期：２０１８１０２８；责任编辑：蓝红杰
基金项目：河南省基础与前沿技术研究项目（Ｎｏ．１５２３００４１０１１２）

粗糙逻辑中公式的一种新的粗糙概率真度

左卫兵，李慧慧，钱　莉
（华北水利水电大学 数学与统计学院，河南郑州４５００４６）

　　摘　要：　本文以任意预粗糙代数为赋值格的粗糙逻辑为研究对象，基于格赋值理论，通过在预粗糙代数赋值格
和全体公式集上分别建立概率测度，利用积分方法提出了粗糙逻辑中公式的一种新的粗糙概率真度．证明了粗糙概率
真度的ＭＰ规则、ＨＳ规则和交推理规则，同时引入了公式的精确度和粗糙度的概念．基于粗糙概率真度，提出公式间
的９种粗糙相似度和伪距离，进而提出３种近似推理模式，研究了相关性质．将计量逻辑学中的相关理论推广到以预
粗糙代数为赋值格的粗糙逻辑上，为基于粗糙概率真度的程度化推理提供了一种可能的框架．
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１　引言

　　粗糙集理论［１，２］是由波兰数学家 Ｐａｗｌａｋ于２０世纪
８０年代提出的一种处理不确定知识的理论．由于它能
分析和处理不精确、不完全和不一致等不完备数据，因

此作为一种具有极大潜力和有效的知识获取工具受到

了人工智能工作者的广泛关注．目前，粗糙集理论已被
成功应用于机器学习及知识发现、数据挖掘、决策支持

与分析、模式识别等领域［３，４］．作为粗糙集理论研究中
的一个重要分支，粗糙逻辑受到越来越多学者的研究

与关注．许多从事计算机理论研究的学者和逻辑学者
都试图创立粗糙逻辑理论，并建立一套Ｒｏｕｇｈ逻辑演绎
系统，以实现近似推理或人工智能中的问题求解．事实

上，早在１９８７年，文献［５］中就提出了粗糙逻辑，并建
立了五个粗糙真值．此后，许多学者在此方面进行了大
量的研究［６～８］．其中文献［６］以正则双 Ｓｔｏｎｅ代数为语
义建立了一种粗糙逻辑，文献［７，８］基于模态逻辑提出
了预粗糙逻辑与粗糙逻辑，等等．另一方面，我国学者王
国俊先生在文献［９］中首先提出在逻辑系统中建立真
度理论并进行程度化近似推理的研究工作，引发一系

列相关研究［１０～１５］，逐渐形成了计量逻辑学理论．自然
的，如何将计量逻辑学的程度化推理方法应用于粗糙

逻辑，进而将已有计量化工作与粗糙集有效融合，是一

项十分有意义的研究工作．文献［１６～２０］已经在此方
面进行了有效的尝试，其中文献［１６］针对一种特殊的

粗糙逻辑，利用全体赋值集到｛０，１２，１｝的映射的可积
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性，定义了公式的Ｂｏｒｅｌ概率粗糙真度，为程度化推理搭
建了一个可能的框架．本文受文献［１５，１９］的启发，以
任意预粗糙代数为赋值格的粗糙逻辑为研究对象，通

过在全体赋值格和公式集上分别建立概率测度，利用

积分方法提出了公式的一种新的粗糙概率真度，实现

了计量逻辑与粗糙逻辑的有效融合，为粗糙逻辑上的

程度化近似推理提供了一种可能的方法．

２　预备知识
　　在这一部分中，简要回顾预粗糙代数、粗糙逻辑的
定义及相关性质，有关粗糙集的基本知识可参看文献

［１，２］．
　　定义１［７，８］　称满足如下条件的代数结构（Ｐ，≤，
∧，∨，，Ｌ，→，０，１）为一预粗糙代数：

（１）（Ｐ，≤，∧，∨，，０，１）为一有界分配格；
（２）ａ＝ａ；　　（３）（ａ∨ｂ）＝ａ∧ｂ；
（４）Ｌａ≤ａ；　 （５）Ｌ（ａ∧ｂ）＝Ｌａ∧Ｌｂ；
（６）ＬＬａ＝Ｌａ； （７）Ｌ１＝１；
（８）ＭＬａ＝Ｌａ， 这里Ｍａ＝Ｌａ；
（９）Ｌａ∨Ｌａ＝１；
（１０）Ｌ（ａ∨ｂ）＝Ｌａ∨Ｌｂ；
（１１）若Ｌａ≤Ｌｂ且Ｍａ≤Ｍｂ，则ａｂ；
（１２）ａ→ｂ＝（Ｌａ∨Ｌｂ）∧（Ｍａ∨Ｍｂ）．

　　例１［７，８］　设 Ｐ３＝｛０，
１
２，１｝，在 Ｐ３上定义如下运

算∨，∧，，Ｌ，→：∨，∧为｛０，
１
２，１｝在自然序下的取

大取小运算，０＝１，１２＝
１
２，１＝０，Ｌ０＝Ｌ

１
２＝０，

Ｌ１＝１，１→
１
２＝

１
２→０＝１→０＝０，ａ→ｂ＝１ａ≤ｂ．则容

易验证Ｐ３是一个预粗糙代数，且不难看出是一个最小
的非平凡预粗糙代数．

设Ｐ是预粗糙代数，用Δ表示从 Ｐ到 Ｐ３的全体态
射之集．从而ｓ∈Δ有ｓ（ｘ→ｙ）＝ｓ（ｘ）→ｓ（ｙ），ｓ（ｘ∨ｙ）
＝ｓ（ｘ）∨ｓ（ｙ），ｓ（ｘ∧ｙ）＝ｓ（ｘ）∧ｓ（ｙ），ｓ（ｘ）＝ｓ
（ｘ），ｓ（Ｌｘ）＝Ｌｓ（ｘ），ｆ（１）＝１，ｆ（０）＝０，ｘ，ｙ∈Ｐ．

文献［７，８］中提出了称为预粗糙逻辑（ＰｒｅＲｏｕｇｈ
Ｌｏｇｉｃ，简称ＰＲＬ）的公理系统和推理规则，具体细节请
参见文献［７，８］．

设Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２，…｝为ＰＲＬ的原子公式集．ＰＲＬ中全
体公式之集记为 Ｆ（Ｓ），它是由 Ｓ生成的（，∧，Ｌ）型
自由代数．
　　定义２［１７］　（１）设 Ｐ是预粗糙代数，则称（，∧，
Ｌ）型同态ｖ：Ｆ（Ｓ）→Ｐ为Ｆ（Ｓ）的Ｐ赋值．Ｆ（Ｓ）的 Ｐ赋
值的全体之集记为Ω．

（２）设Ａ∈Ｆ（Ｓ），若ｖ∈Ω恒有 ｖ（Ａ）＝１，则称 Ａ

为Ｐ重言式；若ｖ∈Ω恒有 ｖ（Ａ）＝０，则称 Ａ为 Ｐ矛
盾式．由Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ生成的自由代数知 ｖ由它在 Ｓ上
的限制所完全决定．

３　公式的粗糙概率真度
　　设（Δ，Ａ，θ）是均匀概率测度空间，这里Ａ 是Δ上
的σ代数，θ是 Θ上的均匀概率测度．ｘ∈Ｍ，定义函
数ｘ（ｓ）＝ｓ（ｘ），ｓ∈Δ，则函数 ｘ是（Δ，Ａ，，θ）上的可测
函数，从而函数ｘ是Δ上的θ可积函数［１９］．
　　定义３　设Ｐ是预粗糙代数，定义从 Ｐ到［０，１］上
的三个映射如下：ｘ∈Ｐ

（ｘ）＝∫Δｘ（ｓ）ｄθ （１）

珚（ｘ）＝∫ΔＭｘ（ｓ）ｄθ （２）


－
（ｘ）＝∫ΔＬｘ（ｓ）ｄθ （３）

则称（ｘ）、珚（ｘ）和
－
（ｘ）分别为 ｘ的特征数、上特征数

和下特征数．
　　注１　可以看到（ｘ）的定义与文献［１５］中特征数
的定义形式是一样的．
　　命题１［１９］　（１）０≤

－
（ｘ）≤（ｘ）≤珚（ｘ）≤１，ｘ

∈Ｐ；
（２）（１）＝

－
（１）＝珚（１）＝１，（０）＝

－
（０）＝珚

（０）＝０；
（３）

－
（ｘ）＝（Ｌｘ），珚（ｘ）＝（Ｍｘ），ｘ∈Ｐ；

（４）
－
（Ｌｘ）＝

－
（ｘ），珚（Ｍｘ）＝珚（ｘ），

－
（Ｍｘ）＝珚

（ｘ），珚（Ｌｘ）＝
－
（Ｌｘ）＝

－
（ｘ），ｘ∈Ｐ；

（５）（ｘ）＝１－（ｘ），
－
（ｘ）＝１－珚（ｘ），珚

（ｘ）＝１－
－
（ｘ），ｘ∈Ｐ；

（６）若ｘ≤ｙ，则（ｘ）≤（ｙ），
－
（ｘ）≤

－
（ｙ），珚（ｘ）

≤珚（ｙ），ｘ，ｙ∈Ｐ；
（７）（ｘ→ｙ）＝珚（ｘ→ｙ）＝

－
（ｘ→ｙ），ｘ，ｙ∈Ｐ．

　　例２　设Ｐ是例１中的Ｐ３，则可以证明｜Δ｜＝１，计
算得（０）＝珚（０）＝

－
（０）＝０，（１）＝珚（１）＝

－
（１）＝

１，( )１２ ＝１２，
珚( )１２ ＝１，

－( )１２ ＝０．

　　定义４　Ａ∈Ｆ（Ｓ），定义广义函数珔Ａ：Ω→Ｐ如下
珔Ａ（ｖ）＝ｖ（Ａ），ｖ∈Ω （４）

　　设（Ω，Ｆ，μ）是概率测度空间，这里Ｆ满足：Ａ∈Ｆ
（Ｓ），（珔Ａ）是可测函数，即（珔Ａ）－１（Ｂ［０，１］）Ｆ，其中
Ｂ［０，１］是单位区间［０，１］上的 Ｂｏｒｅｌ集合系．则Ａ∈Ｆ
（Ｓ），函数（珔Ａ）是μ可积的．
　　定义５　Ａ∈Ｆ（Ｓ），定义τ：Ｆ（Ｓ）→［０，１］如下

τ（Ａ）＝∫Ω（珔Ａ（ｖ））ｄμ （５）

５７１１
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珔τ（Ａ）＝∫Ω珚（珔Ａ（ｖ））ｄμ （６）

τ
－
（Ａ）＝∫Ω－（珔Ａ（ｖ））ｄμ （７）

称τ（Ａ）、珔τ（Ａ）、τ
－
（Ａ）分别为公式Ａ的粗糙概率真度、粗

糙概率上真度、粗糙概率下真度．
　　注２　当赋值格 Ｐ是 Ｐ３，此定义即为文献［１６］中
公式的Ｂｏｒｅｌ概率粗糙真度（概率粗糙上真度、概率粗
糙下真度）的定义，可见本文是文献［１６］的推广．
　　定理１　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则

（１）０≤τ
－
（Ａ）≤τ（Ａ）≤珔τ（Ａ）≤１；

（２）τ（０）＝珔τ（０）＝τ
－
（０）＝０，τ（１）＝珔τ（１）＝τ

－
（１）

＝１；
（３）珔τ（Ａ）＝τ（ＭＡ），τ

－
（Ａ）＝τ（ＬＡ）；

（４）τ
－
（ＬＡ）＝τ

－
（Ａ），珔τ（ＭＡ）＝珔τ（Ａ），τ

－
（ＭＡ）＝珔τ

（Ａ），珔τ（ＬＡ）＝τ
－
（ＬＡ）＝τ

－
（Ａ）；

（５）若 Ａ，则τ
－
（Ａ）＝τ（Ａ）＝珔τ（Ａ）＝１；若ＭＡ，

则珔τ（Ａ）＝１；若 ＬＡ，则τ
－
（Ａ）＝１；

（６）若 Ａ→Ｂ，则 τ
－
（Ａ）≤τ

－
（Ｂ），τ（Ａ）≤τ（Ｂ），珔τ

（Ａ）≤珔τ（Ｂ）；
若 ＭＡ→ＭＢ，则珔τ（Ａ）≤珔τ（Ｂ）；
若 ＬＡ→ＬＢ，则τ

－
（Ａ）≤τ

－
（Ｂ）；

（７）若珔τ（Ａ）＝１，则ＭＡ是定理；
若τ

－
（Ａ）＝１或τ（Ａ）＝１，则Ａ是定理；

（８）τ（Ａ）＝１－τ（Ａ），τ
－
（Ａ）＝１－珔τ（Ａ），珔τ

（Ａ）＝１－τ
－
（Ａ）；

（９）τ（Ａ→Ｂ）＝珔τ（Ａ→Ｂ）＝τ
－
（Ａ→Ｂ）；

　　定理２　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）τ（Ａ∨Ｂ）＝τ（Ａ）＋τ（Ｂ）－τ（Ａ∧Ｂ），
珔τ（Ａ∨Ｂ）＝珔τ（Ａ）＋珔τ（Ｂ）－珔τ（Ａ∧Ｂ），
τ
－
（Ａ∨Ｂ）＝τ

－
（Ａ）＋τ

－
（Ｂ）－τ

－
（Ａ∧Ｂ）．

（２）珔τ（ＭＡ）＋珔τ（ＭＡ→ＭＢ）＝珔τ（ＭＢ）＋珔τ（ＭＢ→
ＭＡ），τ

－
（ＬＡ）＋τ

－
（ＬＡ→ＬＢ）＝τ

－
（ＬＢ）＋τ

－
（ＬＢ→

ＬＡ）；
（３）珔τ（ＭＡ→ＭＢ）＝珔τ（ＭＡ∧ＭＢ）－珔τ（ＭＡ）＋１，
τ
－
（ＬＡ→ＬＢ）＝τ

－
（ＬＡ∧ＬＢ）－τ

－
（ＬＡ）＋１．

　　定理３　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），α，β∈［０，１］，则
（１）若τ（Ａ）α，τ（Ａ→Ｂ）β，
则τ（Ｂ）α＋β－１；
若珔τ（Ａ）α，珔τ（Ａ→Ｂ）β，
则珔τ（Ｂ）α＋β－１；
若 τ

－
（Ａ）α，τ

－
（Ａ→Ｂ）β，

则 τ
－
（Ｂ）α＋β－１；

（２）若τ（Ａ→Ｂ）α，τ（Ｂ→Ｃ）β，
则τ（Ａ→Ｃ）α＋β－１；
若珔τ（Ａ→Ｂ）α，珔τ（Ｂ→Ｃ）β，
则珔τ（Ａ→Ｃ）α＋β－１；
若τ

－
（Ａ→Ｂ）α，τ

－
（Ｂ→Ｃ）β，

则τ
－
（Ａ→Ｃ）α＋β－１；

（３）若τ（Ａ→Ｂ）α，τ（Ａ→Ｃ）β，
则τ（Ａ→（Ｂ∧Ｃ））α＋β－１；
若珔τ（Ａ→Ｂ）α，珔τ（Ａ→Ｃ）β，
则珔τ（Ａ→（Ｂ∧Ｃ））α＋β－１；
若τ

－
（Ａ→Ｂ）α，τ

－
（Ａ→Ｃ）β，

则τ
－
（Ａ→（Ｂ∧Ｃ））α＋β－１．

　　注３　定理３可以看成是粗糙逻辑上公式的程度
化推理的ＭＰ规则、ＨＳ规则和交推理规则．

基于公式的粗糙概率真度理论，可以给出判断命

题精确与粗糙程度的两个量化指标．
　　定义６［１７］　设Ａ∈Ｆ（Ｓ），定义：

Ａｃｃ（Ａ）＝１－珔τ（Ａ）＋τ
－
（Ａ） （８）

Ｒｏｕ（Ａ）＝珔τ（Ａ）－τ
－
（Ａ） （９）

则称Ａｃｃ（Ａ），Ｒｏｕ（Ａ）分别是公式 Ａ的精确度与粗
糙度．
　　定理４　Ａ∈Ｆ（Ｓ），有

Ａｃｃ（Ａ）＝珔τ（ＭＡ→ＬＡ）＝τ
－
（ＭＡ→ＬＡ），

Ｒｏｕ（Ａ）＝１－珔τ（ＭＡ→ＬＡ）＝１－τ
－
（ＭＡ→ＬＡ）．

　　定理５　Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）Ａｃｃ（Ａ）＋Ｒｏｕ（Ａ）＝１；
（２）Ａｃｃ（ＭＡ）＝Ａｃｃ（ＬＡ）＝１，
Ｒｏｕ（ＭＡ）＝Ｒｏｕ（ＬＡ）＝０；

（３）Ａｃｃ（Ａ）＝Ａｃｃ（Ａ），Ｒｏｕ（Ａ）＝Ｒｏｕ（Ａ）；
（４）Ａｃｃ（Ａ∨Ｂ）＝Ａｃｃ（Ａ）＋Ａｃｃ（Ｂ）－Ａｃｃ（Ａ∧Ｂ），
Ｒｏｕ（Ａ∨Ｂ）＝Ｒｏｕ（Ａ）＋Ｒｏｕ（Ｂ）－Ｒｏｕ（Ａ∧Ｂ）．

４　公式间的粗糙相似度
　　基于粗糙逻辑中公式的粗糙概率真度的概念和性
质，下面引入公式间的粗糙相似度．
　　定义７　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），定义：

ξ１（Ａ，Ｂ）＝τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）） （１０）

ξ
－

１（Ａ，Ｂ）＝τ（（ＭＡ→ＭＢ）∧（ＭＢ→ＭＡ）） （１１）
ξ
－１
（Ａ，Ｂ）＝τ（（ＬＡ→ＬＢ）∧（ＬＢ→ＬＡ）） （１２）

则称ξ１（Ａ，Ｂ），ξ
－

１（Ａ，Ｂ），ξ－１（Ａ，Ｂ）分别为公式Ａ与Ｂ之

间的第一种粗糙相似度，粗糙上相似度和粗糙下相

似度．
　　定理６　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），则
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（１）ξ１（Ａ，Ａ）＝ξ
－

１（Ａ，Ａ）＝ξ－１（Ａ，Ａ）＝１；

（２）ξ１（Ａ，Ｂ）＝ξ１（Ｂ，Ａ），ξ
－

１（Ａ，Ｂ）＝ξ
－

１（Ｂ，Ａ），
ξ
－１
（Ａ，Ｂ）＝ξ

－１
（Ｂ，Ａ）；

（３）ξ
－

１（Ａ，Ｂ）＝ξ１（ＭＡ，ＭＢ），ξ－１（Ａ，Ｂ）

＝ξ１（ＬＡ，ＬＢ）；

（４）ξ
－

１（Ａ，Ｂ）＝珔τ（（ＭＡ→ＭＢ）∧（ＭＢ→ＭＡ））
＝τ
－
（（ＭＡ→ＭＢ）∧（ＭＢ→ＭＡ）），

　 ξ
－１
（Ａ，Ｂ）＝珔τ（（ＬＡ→ＬＢ）∧（ＬＢ→ＬＡ））

＝τ
－
（（ＬＡ→ＬＢ）∧（ＬＢ→ＬＡ））；

（５）ξ
－

１（Ａ，Ｂ）＝ξ
－

１（ＭＡ，Ｂ）＝ξ
－

１（Ａ，ＭＢ）

＝ξ
－

１（ＭＡ，ＭＢ），
　 ξ

－１
（Ａ，Ｂ）＝ξ

－１
（ＬＡ，Ｂ）＝ξ

－１
（Ａ，ＬＢ）

＝ξ
－１
（ＬＡ，ＬＢ）；

（６）ξ１（Ａ，Ｂ）＝ξ１（Ａ，Ｂ），

ξ
－

１（Ａ，Ｂ）＝ξ－１（Ａ，Ｂ），

ξ
－１
（Ａ，Ｂ）＝ξ

－

１（Ａ，Ｂ）；

（７）ξ１（Ａ，Ｃ）ξ１（Ａ，Ｂ）＋ξ１（Ｂ，Ｃ）－１，

ξ
－

１（Ａ，Ｃ）ξ
－

１（Ａ，Ｂ）＋ξ
－

１（Ｂ，Ｃ）－１，
ξ
－１
（Ａ，Ｃ）ξ

－１
（Ａ，Ｂ）＋ξ

－１
（Ｂ，Ｃ）－１．

事实上，我们还可以定义如下两个形式简单的粗

糙相似度．
　　定义８　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），定义

ξ２（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ→Ｂ）∧τ（Ｂ→Ａ） （１３）

ξ
－

２（Ａ，Ｂ）＝τ（ＭＡ→ＭＢ）∧τ（ＭＢ→ＭＡ） （１４）
ξ
－２
（Ａ，Ｂ）＝τ（ＬＡ→ＬＢ）∧τ（ＬＢ→ＬＡ） （１５）

则称ξ２（Ａ，Ｂ），ξ
－

２（Ａ，Ｂ），ξ－２（Ａ，Ｂ）分别为公式Ａ与Ｂ之

间的第二种粗糙相似度，粗糙上相似度和粗糙下相

似度．
　　定义９　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），定义

ξ３（Ａ，Ｂ）＝１－｜τ（Ａ）－τ（Ｂ）｜ （１６）

ξ
－

３（Ａ，Ｂ）＝１－｜τ（ＭＡ）－τ（ＭＢ）｜ （１７）
ξ
－３
（Ａ，Ｂ）＝１－｜τ（ＬＡ）－τ（ＬＢ）｜ （１８）

则称ξ３（Ａ，Ｂ），ξ
－

３（Ａ，Ｂ），ξ－３（Ａ，Ｂ）分别为公式Ａ与Ｂ之

间的第三种粗糙相似度，粗糙上相似度和粗糙下相

似度．
　　定理７　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），ｋ＝２，３，则

（１）ξｋ（Ａ，Ａ）＝ξ
－

ｋ（Ａ，Ａ）＝ξ－ｋ（Ａ，Ａ）＝１；

（２）ξｋ（Ａ，Ｂ）＝ξｋ（Ｂ，Ａ），ξ
－

ｋ（Ａ，Ｂ）＝ξ
－

ｋ（Ｂ，Ａ），

ξ
－ｋ
（Ａ，Ｂ）＝ξ

－ｋ
（Ｂ，Ａ）；

（３）ξ
－

ｋ（Ａ，Ｂ）＝ξｋ（ＭＡ，ＭＢ），
ξ
－ｋ
（Ａ，Ｂ）＝ξｋ（ＬＡ，ＬＢ）；

（４）ξ
－

ｋ（Ａ，Ｂ）＝ξ
－

ｋ（ＭＡ，Ｂ）＝ξ
－

ｋ（Ａ，ＭＢ）

＝ξ
－

ｋ（ＭＡ，ＭＢ），
　　　 ξ

－ｋ
（Ａ，Ｂ）＝ξ

－ｋ
（ＬＡ，Ｂ）＝ξ

－ｋ
（Ａ，ＬＢ）

＝ξ
－ｋ
（ＬＡ，ＬＢ）；

（５）ξｋ（Ａ，Ｂ）＝ξｋ（Ａ，Ｂ），

ξ
－

ｋ（Ａ，Ｂ）＝ξ－ｋ（Ａ，Ｂ），

ξ
－ｋ
（Ａ，Ｂ）＝ξ

－

ｋ（Ａ，Ｂ）；

（６）ξｋ（Ａ，Ｃ）ξｋ（Ａ，Ｂ）＋ξｋ（Ｂ，Ｃ）－１，

ξ
－

ｋ（Ａ，Ｃ）ξ
－

ｋ（Ａ，Ｂ）＋ξ
－

ｋ（Ｂ，Ｃ）－１，
ξ
－ｋ
（Ａ，Ｃ）ξ

－ｋ
（Ａ，Ｂ）＋ξ

－ｋ
（Ｂ，Ｃ）－１．

以上三种粗糙相似度有如下关系．
　　定理８　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则

ξ１（Ａ，Ｂ）≤ξ２（Ａ，Ｂ）≤ξ３（Ａ，Ｂ），

ξ
－

１（Ａ，Ｂ）≤ξ
－

２（Ａ，Ｂ）≤ξ
－

３（Ａ，Ｂ），
ξ
－１
（Ａ，Ｂ）≤ξ

－２
（Ａ，Ｂ）≤ξ

－３
（Ａ，Ｂ）．

５　粗糙逻辑上的伪距离与近似推理理论
　　基于上述三种粗糙相似度，可自然地在 Ｆ（Ｓ）上引
入粗糙伪度量．
　　定义１０　定义 ρｋ，珋ρｋ，ρ－ｋ：Ｆ（Ｓ）×Ｆ（Ｓ）→［０，１］如

下：Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），ｋ＝１，２，３
ρｋ（Ａ，Ｂ）＝１－ξｋ（Ａ，Ｂ） （１９）

珋ρｋ（Ａ，Ｂ）＝１－ξ
－

ｋ（Ａ，Ｂ） （２０）
ρ
－ｋ
（Ａ，Ｂ）＝１－ξ

－ｋ
（Ａ，Ｂ） （２１）

　　由定理６和定理７可知，对于ｋ＝１，２，３，定义１０中
的ρｋ，珋ρｋ，ρ－ｋ均是Ｆ（Ｓ）上的伪距离，分别称为第 ｋ种粗

糙伪度量、粗糙上伪度量和粗糙下伪度量．相应的称（Ｆ
（Ｓ），ρｋ），（Ｆ（Ｓ），珋ρｋ），（Ｆ（Ｓ），ρ－ｋ）是第ｋ种粗糙逻辑度

量空间．
　　定理９　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），ｋ＝１，２，３，则

（１）ρｋ（Ａ，Ａ）＝珋ρｋ（Ａ，Ａ）＝ρ－ｋ（Ａ，Ａ）＝０；

（２）０≤ρｋ（Ａ，Ｂ）≤１，０≤珋ρｋ（Ａ，Ｂ）≤１，
０≤ρ

－ｋ
（Ａ，Ｂ）≤１；

（３）ρｋ（Ａ，Ｂ）＝ρｋ（Ｂ，Ａ），珋ρｋ（Ａ，Ｂ）＝珋ρｋ（Ｂ，Ａ），
ρ
－ｋ
（Ａ，Ｂ）＝ρ

－ｋ
（Ｂ，Ａ）；

（４）ρｋ（Ａ，Ｂ）＝ρｋ（Ａ，Ｂ），
珋ρｋ（Ａ，Ｂ）＝ρ－ｋ（Ａ，Ｂ），

ρ
－ｋ
（Ａ，Ｂ）＝珋ρｋ（Ａ，Ｂ）；
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（５）ρｋ（Ａ，Ｃ）≤ρｋ（Ａ，Ｂ）＋ρｋ（Ｂ，Ｃ），
珋ρｋ（Ａ，Ｃ）≤珋ρｋ（Ａ，Ｂ）＋珋ρｋ（Ｂ，Ｃ），
ρ
－ｋ
（Ａ，Ｃ）≤ρ

－ｋ
（Ａ，Ｂ）＋ρ

－ｋ
（Ｂ，Ｃ）；

（６）ρ３（Ａ，Ｂ）≤ρ２（Ａ，Ｂ）≤ρ１（Ａ，Ｂ），
珋ρ３（Ａ，Ｂ）≤珋ρ２（Ａ，Ｂ）≤珋ρ１（Ａ，Ｂ），
ρ
－３
（Ａ，Ｂ）≤ρ

－２
（Ａ，Ｂ）≤ρ

－１
（Ａ，Ｂ）；

（７）ρ３（Ａ，Ｂ）＝｜τ（Ａ）－τ（Ｂ）｜，
珋ρ３（Ａ，Ｂ）＝｜τ（ＭＡ）－τ（ＭＢ）｜
　　 　＝｜珔τ（Ａ）－珔τ（Ｂ）｜，
ρ
－３
（Ａ，Ｂ）＝｜τ

－
（Ａ）－τ

－
（Ｂ）｜．

下面初步研究粗糙逻辑中的近似推理理论．
　　定义１１　设Γ是Ｆ（Ｓ）中的理论，即ΓＦ（Ｓ），Ｂ∈
Ｆ（Ｓ），＞０．如果

ρ（Ｂ，Ｄ（Γ））＝ｉｎｆ｛ρ１（Ａ，Ｂ）｜Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜（２２）
珋ρ（Ｂ，Ｄ（Γ））＝ｉｎｆ｛珋ρ１（Ａ，Ｂ）｜Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜（２３）
ρ
－
（Ｂ，Ｄ（Γ））＝ｉｎｆ｛ρ

－１
（Ａ，Ｂ）｜Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜（２４）

则分别称Ｂ是Γ的Ｉ型误差小于的近似粗糙结论、近
似粗糙上结论和近似粗糙下结论．
　　定理１０　设 ΓＦ（Ｓ），Ｂ∈Ｆ（Ｓ），＞０，则 Ｂ是 Γ
的Ｉ型误差小于的近似粗糙上结论当且仅当

１－ｓｕｐ｛τ（ＭＡ→ＭＢ）｜Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜． （２５）
　　定理１１　设 ΓＦ（Ｓ），Ｂ∈Ｆ（Ｓ），＞０，则 Ｂ是 Γ
的ＩＩ型误差小于的近似粗糙下结论当且仅当

１－ｓｕｐ｛τ（ＬＡ→ＬＢ）｜Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜ （２６）
　　定理１２　设 ΓＦ（Ｓ），Ｂ∈Ｆ（Ｓ），＞０，则 Ｂ是 Γ
的ＩＩ型误差小于的近似粗糙结论当且仅当

１－ｓｕｐ｛τ（Ａ→Ｂ）｜Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜ （２７）
　　定理１３　设ΓＦ（Ｓ），Ｂ∈Ｆ（Ｓ），ρ（Ｂ，Ｄ（Γ））＜，
＞０，则 珋ρ（Ｂ，Ｄ（Γ））＜且 ρ

－
（Ｂ，Ｄ（Γ））＜．

　　定理１４　设ΓＦ（Ｓ），Ｂ∈Ｆ（Ｓ），＞０，若 珋ρ（Ｂ，Ｄ
（Γ））＜且 ρ

－
（Ｂ，Ｄ（Γ））＜，则ρ（Ｂ，Ｄ（Γ））＜２．

６　结束语
　　本文以任意预粗糙代数为赋值格的粗糙逻辑为研
究对象，基于格赋值理论，提出了粗糙逻辑中公式的一

种新的粗糙概率真度．基于粗糙概率真度，提出公式间
的９种粗糙相似度和伪距离，进而提出３种近似推理模
式，研究了相关性质．将计量逻辑学中的相关理论推广
到以预粗糙代数为赋值格的粗糙逻辑上，为基于粗糙概

率真度的程度化推理提供了一种可能的框架．如何在粗
糙逻辑上应用更广泛的测度理论［２１］以及进一步深入研

究其上的近似推理理论是我们下一步的重点工作．
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