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　　摘　要：　针对运动副间隙和轴承滚子变形引起的折页机构非线性动态响应问题，提出刚性杆与弹簧组合假设，
建立了折页机构间隙动力学模型．对含二阶偏微分方程组的含间隙折页机构动力学模型，采用非线性系统直接积分法
进行求解．非线性系统分析的核心归结为系统状态方程的求解问题，对于一般非线性控制系统，通过引入由状态量、控
制量与自变量时间ｔ为坐标构成的“广义状态空间”，在广义状态空间处将方程的右端展开为关于时间的 Ｔａｙｌｏｒ级数，
进一步直接积分获得非线性控制系统状态方程关于自变量时间的级数解．以卷筒纸印刷机折页机构这种存在耦合的
非线性系统为例，利用本文提出的解法得出了输入量与输出量的解析解，并仿真验证了方法的正确性．
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１　引言
　　印刷工业在国民经济中占有重要地位，提高印刷

装备的设计、制造水平是印刷工业持续稳步发展的重

要保证．印刷机械是精密、高速、自动化的光机电一体化
设备，随着印刷机速度日益提高，机械运动副间隙、构件
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的弹性变形、机械系统非线性振动等引起的机械运动

学、动力学输出的微小变化，都会使印刷机的精度、印刷

质量和机械可靠性下降，甚至无法正常工作．因此，在印
刷机设计过程中，应充分考虑机械系统的非线性动力

学特性，进行非线性动力学分析计算［１］．
高速、高精度和高稳定性是现代印刷机械的重要

特征和必然要求．卷筒纸印刷机是目前世界上印刷速
度最高的大型设备，而折页机构是制约卷筒纸印刷机

速度进一步提高的关键因素之一．本文结合印刷机械
特点和发展趋势，以卷筒纸印刷机折页机构为研究对

象，围绕提高折页机构的精度和稳定性，对折页机构进

行含间隙机构动力学研究．
本文首先将建立轮转印刷机刀式折页机构运动副

间隙的非线性动力学模型，之后针对印刷机械非线性

动态系统提出一种直接积分方法，得出动力学模型的

解析解［２～７］．该方法可以用于印刷机构的非线性动力学
分析与设计．

２　含间隙折页机构动力学建模
　　随着卷筒纸印刷机速度的上升，折页机构动态响
应表现出丰富的非线性特征．以前对折页机构的研究，
都是认为运动副是刚性且无间隙的理想状态，将折页

机构做为单自由度系统进行分析［８，９］，无法解释折页机

构的非线性动态响应现象．实际状态下，运动副间隙和
轴承滚子的变形会引起与运动副相连两构件相对微小

的运动．随着折页机构速度的提高，两构件的微小相对
运动使折页机构表现出非线性动态响应．下面考虑运
动副间隙和轴承滚子变形因素，对折页机构进行动力

学研究［１０～１３］．
２．１　含间隙折页机构动力学模型

卷筒纸印刷机折页机构如图１所示，主要由曲柄、
连杆和折刀杆三部分组成．折刀装有折刀杆上，折刀杆
在曲柄和连杆的带动下作往复摆动，当纸张从两辊子

上通过时，折刀将纸张推入两辊子之间，由两辊子挤压

纸张完成一次横折动作．

随着运转速度的提高，折页机构各构件的结构、质

量、转动惯量、质心位置等因素都对系统的动态响应的

影响将更加显著．
卷筒纸印刷机折页机构运动简图及所建坐标系如

图２所示．折页机构各构件结构参数如下：曲柄杆长为
ｌ１，质量为ｍ１，转动惯量为 Ｊｓ１，质心坐标为（ｘｓ１，ｙｓ１），距
Ａ点距离为ｌｓ１，曲柄与Ｘ轴正方向的夹角为 θ１；连杆杆
长为ｌ２，质量为 ｍ２，转动惯量为 Ｊｓ２，质心坐标为（ｘｓ２，
ｙｓ２），距Ｂ点距离为ｌｓ２，连杆与Ｘ轴正方向的夹角为θ２；
折刀杆由摇杆和折刀头两部分组成，摇杆长 ｌ３，折刀头
长ｌ５，折刀头与摇杆夹角为β，折刀杆质量为ｍ３，转动惯
量为 Ｊｓ３，质心坐标为（ｘｓ３，ｙｓ３），距 Ｄ点距离为 ｌｓ３，折刀
杆与Ｘ轴负方向夹角为θ３．

２．２　刚性杆弹簧组合假设
引起折页机构非线性动态响应的主要因素有两

个：运动副间隙和轴承滚子的变形．这两个因素对折页
机构的影响不同，在含间隙机构动力学建模型中，对这

两个因素分别做出假设．
２．２．１　运动副间隙的刚性杆假设

为保证折页机构的工作精度，折页机构的运动副

间隙必须进行严格的控制，同时，折页机构的速度不是

很高．这种情况下，可以忽略销轴与套圈间的碰撞，认为
销轴与套圈始终保持接触．

由于运动副连续接触，使运动副的销轴与套圈中

心始终保持运动副间隙的距离．可以将各运动副间隙
假设为无质量的刚性杆．刚性杆长度为运动副间隙量，
即ｒ＝（ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４），各刚性杆与 Ｘ轴正方向的夹角称
为运动副间隙角，记为α＝（α１，α２，α３，α４）．用刚性杆表
示运动副间隙，运动副间隙角反映销轴与套圈的接触

位置的变化．
刚性杆的引入增加了系统的自由度，使折页机构

成为八杆机构，有五个自由度．在折页机构动力学分析
中，对每个自由度引入一个广义坐标，通常采用曲柄转

角θ１和运动副间隙角 α１，α２，α３，α４五个运动参数作为
广义坐标，即 ｑ＝（θ１，α１，α２，α３，α４）．若定义各运动参
数对各广义自由度的偏导数为偏类速度，如连杆转角

的偏类速度为
θ２
ｑｉ
，对偏类速度有以下性质：偏类速度等

８３０３
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于速度对广义坐标速度的偏微分，即

θ２
ｑｉ
＝
θ２
ｑｉ

（１）

２．２．２　滚子的弹簧假设
在上节滚子负载与轴承载荷关系分析中，假设在

轴承载荷作用的方向上始终有一个“滚子”．在折页机
构动力学分析中，将这个“滚子”假设始终受压的弹簧．
弹簧的刚度为各轴承的滚子径向刚度 Ｋｒ＝（Ｋｒ１，Ｋｒ２，
Ｋｒ３，Ｋｒ４），弹簧中心线与 Ｘ轴的正方向夹角为 γ＝（γ１，
γ２，γ３，γ４）．弹簧的变形与滚子的变形一致，γ反映滚子
的变形方向．

弹簧在折页机构中并没增加系统的自由度，因为

弹簧的变形量受运动副间约束反力和刚度的制约，弹

簧变形的方向应始终与运动副间约束反力的方向保持

一致．因此，轴承滚子的径向变形可视为局部自由度．各
运动副约束反力为 ＦＲ＝（ＦＲ１，ＦＲ２，ＦＲ３，ＦＲ４），Ｘ、Ｙ方向
分力为ＦＲｉｘ、ＦＲｉｙ，则各弹簧受压缩的变形量ｌｋｉ和变形方
向γｉ为

ｌｋｉ＝
ＦＲｉ
Ｋｒｉ

γｉ＝
ＦＲｉｙ
ＦＲ

{
ｉｘ

，　（ｉ＝１，２，３，４） （２）

在折页机构中引入弹簧后，折页机构的增加了８个
局部自由度，４个为轴承的径向动态刚度引起的变形量
ｌｋｉ，表现为弹簧受到压缩变形；４个为轴承径向压缩的
角度γｉ，表现为弹簧压缩方向的变化．将运动副间隙假
设成无质量刚性杆，将轴承滚子假设为弹簧．用刚性杆
与弹簧组合模拟折页机构各运动副接触情况，即为刚

性杆弹簧组合假设．
２．３　折页机构运动学分析

折刀头Ｅ点的位置（ｘＥ，ｙＥ）和各杆的几何位置关
系可表示为

ｘＥ ＝ｌ４－ｌ３ｃｏｓθ３＋ｌ５ｃｏｓ（β－θ３）

　　 ＋∑
４

ｉ＝３
（ｒｉ－ｌｋｉｃｏｓ（αｉ－γｉ））ｃｏｓαｉ

ｙＥ ＝ｌ３ｓｉｎθ３＋ｌ５ｓｉｎ（β－θ３）

　　 ＋∑
４

ｉ＝３
（ｒｉ－ｌｋｉｃｏｓ（αｉ－γｉ））ｓｉｎαｉ

ｌ１ｃｏｓθ１＋ｌ２ｃｏｓθ２＋ｌ３ｃｏｓθ３

　　 ＋∑
４

ｉ＝１
（ｒｉ－ｌｋｉｃｏｓ（αｉ－γｉ））ｃｏｓαｉ＝ｌ４

ｌ１ｓｉｎθ１＋ｌ２ｓｉｎθ２

　　 ＋∑
４

ｉ＝１
（ｒｉ－ｌｋｉｃｏｓ（αｉ－γｉ））ｓｉｎαｉ＝ｌ３ｓｉｎθ





















３

（３）

各运动杆质心的位置坐标可以用五个广义坐标

表示：

ｘｓ１
ｙｓ[ ]
１

＝ｌｓ１
ｃｏｓθ１
ｓｉｎθ[ ]

１

＋（ｒ１－ｌｋ１ｃｏｓ（α１－γ１））
ｃｏｓα１
ｓｉｎα[ ]

１

ｘｓ２
ｙｓ[ ]
２

＝ｌ１
ｃｏｓθ１
ｓｉｎθ[ ]

１

＋ｌｓ２
ｃｏｓθ２
ｓｉｎθ[ ]

２

　　　＋∑
２

ｉ＝１
（ｒｉ－ｌｋｉｃｏｓ（αｉ－γｉ））

ｃｏｓαｉ
ｓｉｎα[ ]

ｉ

ｘｓ３
ｙｓ[ ]
３

＝
ｌ４[ ]０ ＋ｌｓ３

－ｃｏｓθ３
ｓｉｎθ[ ]

３

　　　＋（ｒ４－ｌｋ４ｃｏｓ（α４－γ４））
ｃｏｓα４
ｓｉｎα[ ]

４

（４）
θ２、θ３是θ１，α１，α２，α３，α４的函数，将其对时间求导可得
角速度，并用偏类速度表示

θ３ ＝
ｄθ３
ｄｔ＝

θ３
θ１
θ１＋∑

４

ｉ＝１

θ３
αｉ
αｉ

θ２ ＝
ｄθ２
ｄｔ＝

θ２
θ１
θ１＋∑

４

ｉ＝１

θ２
αｉ
α{
ｉ

（５）

式（５）中，
θ２
θ１
，
θ３
θ１
，
θ２
αｉ
，
θ３
θｉ
是 θ２，θ３对广义坐标的偏类

速度，由式（４）后两式对相应的广义坐标求偏导数，并
简化后可求得．

同样，ｘＥ，ｙＥ是广义坐标 θ１，α１，α２，α３，α４的函数，
对时间求导可得Ｅ点的速度

ｘＥ ＝
ｘＥ
θ１
θ１＋∑

４

ｉ＝１

ｘＥ
αｉ
αｉ

ｙＥ ＝
ｙＥ
θ１
θ１＋∑

４

ｉ＝１

ｙＥ
αｉ
α{
ｉ

（６）

式（６）中，
ｘＥ
θ１
，
ｘＥ
αｉ
，
ｙＥ
θ１
，
ｙＥ
αｉ
，可由式（４）前两式对相应的

广义坐标求偏导数得到．式（６）对时间求导，并用偏类
速度表示，各运动杆质心的速度可以表述为：

ｘｓｊ＝
ｘｓｊ
θ１
θ１＋∑

４

ｉ＝１

ｘｓｊ
αｉ
αｉ

ｙｓｊ＝
ｙｓｊ
θ１
θ１＋∑

４

ｉ＝１

ｙｓｊ
αｉ
α{
ｉ

，ｊ＝１，２，３ （７）

式（７）中，
ｘｓｊ
θ１
，
ｘｓｊ
αｉ
，
ｙｓｊ
θ１
，
ｙｓｊ
αｉ
，由式（６）对广义坐标和局部

自由度坐标求偏导得到．考虑折页机构运动副间阻尼
的影响，对折页机构采用耗散函数的拉格朗日方程，其

表达式为

ｄ
ｄｔ
Ｗ
ｑ( )
ｊ
－Ｗ
ｑｊ
＋Ｕ
ｑｊ
＋Ｐ
ｑｊ
＝Ｆｊ （８）

９３０３
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式（８）中ｑｊ为广义坐标，即 ｑ＝（θ２，α１，α２，α３，α４）；Ｗ、
Ｕ、Ｐ分别为系统的动能、势能和耗散能；Ｆｊ为广义外
力．折页机构的动能、势能和耗散能分别为

Ｗ＝∑
３

ｉ＝１
Ｗｉ＝∑

３

ｉ＝１

１
２ｍｉ（

ｘ２ｓｉ＋ｙ
２
ｓｉ）＋∑

３

ｉ＝１

１
２Ｊｓｉ
θ２ｉ（９）

Ｕ＝∑
３

ｉ＝１
ｍｉｇｙｓｉ （１０）

Ｐ＝１２∑
３

ｉ＝１
ｃθｉθ

２
ｉ＋
１
２∑

４

ｉ＝１
ｃαｉα

２
ｉ＋
１
２ｃｓｉ∑

３

ｉ＝１
（ｘ２ｓｉ＋ｙ

２
ｓｉ）

（１１）
其中，ｃθｉ为转角阻尼系数（单位：ｇｃｍｓ／ｒａｄ），ｃαｉ为间隙角
阻尼系数（单位：ｇｃｍｓ／ｒａｄ），ｃｓｉ为线位移阻尼系数（单
位：Ｎｓ２／ｃｍ）．线位移阻尼系数ｃｓｉ相对ｃθｉ和ｃαｉ较小，在计
算中可以忽略．上述方程可以化为：

Ｓ̈ｑ＝Ｔ （１２）

式（１２）中 Ｓ＝

Ｓ１１ Ｓ１２ Ｓ１３ Ｓ１４ Ｓ１５
Ｓ２１ Ｓ２２ Ｓ２３ Ｓ２４ Ｓ２５
Ｓ３１ Ｓ３２ Ｓ３３ Ｓ３４ Ｓ３５
Ｓ４１ Ｓ４２ Ｓ４３ Ｓ４４ Ｓ４５
Ｓ５１ Ｓ５２ Ｓ５３ Ｓ５４ Ｓ















５５

，Ｓｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，

…，４）为第ｉ个广义坐标中第 ｊ个自由度加速度的广义
质量，其中 Ｓｉ，ｊ＝Ｓｊ，ｉ，（ｉ≠ｊ）；̈ｑ＝［̈θ１，̈α１，̈α２，̈α３，̈α４］

Ｔ，为

自由度的加速度（ｍｍ／ｓ２）；Ｔ＝［Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３，Ｔ４，Ｔ５］
Ｔ．

ｄθ１
ｄｔ＝ｆ１（θ１，α１，α２，α３，α４，

θ１，α１，α２，α３，α４）

ｄθ１
ｄｔ＝

θ１

ｄαｉ
ｄｔ＝ｆｉ＋１（θ１，α１，α２，α３，α４，

θ１，α１，α２，α３，α４）

ｄαｉ
ｄｔ＝

αｉ

ｉ＝１，２，．．．，

















４

（１３）

上式可进一步改写为：

ｘｉ＝ｘｉ＋１
ｘｉ＋１＝Ａｉ（ｘ）＋Ｂｉ（ｘ）{ Ｔ

，ｉ＝１，３，５，７，９ （１４）

３　非线性系统状态方程直接积分法
　　一般非线性控制系统状态方程描述为

ｄｘ（ｔ）／ｄｔ＝ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ），ｘ（ｔｋ）＝ｘ（ｋ） （１５）
其中：ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘＮ（ｔ））

Ｔ为 Ｎ维状态向
量；ｕ（ｔ）＝（ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ），…，ｕｍ（ｔ））

Ｔ为控制向量；ｍ
"

Ｎ；ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）＝（ｆ１（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ），ｆ２（ｘ（ｔ），
ｕ（ｔ），ｔ），…，ｆＮ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ））

Ｔ为 Ｎ维实值函数向
量．为了研究问题的方便，引入广义状态空间的概念．

定义１　对于非线性控制系统，由系统的状态量
ｘｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ）和控制变量 ｕｊ（ｔ）（ｊ＝１，２，…，

ｍ）及自变量时间 ｔ为坐标组成的空间称为广义状态空
间．根据广义状态空间概念，显然，系统状态方程的求解
是一个初值问题．

引理１　设初值问题为
　　　　ｄｘｉ（ｔ）／ｄｔ＝ｆｉ（ｘ（ｔ）ｕ（ｔ），ｔ），

ｘｉ（ｔｋ）＝ｘｉ（ｋ），ｉ＝１，２，…，Ｎ． （１６）
ｆｉ（ｘ（ｔ）ｕ（ｔ），ｔ）在区域 Ｒ中连续，且在区间 Ｉ中具有任
意多次导数，ｕ（ｔ）在该区间也存在任意多次导数，并存
在正数Ｈ和自然数Ｎ，使得

ｆｉ
（ｎ）（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）

"

Ｈ，ｔ∈Ｉ，ｎ＞Ｎ．
其中

Ｒ：ｔ－ｔｋ "

ａ，ｘｉ（ｔ）－ｘｉ（ｋ）"

ｂｉ，
ｕｊ（ｔ）－ｕｊ（ｋ）"

ｃｊ，ｊ＝１，２，…，ｍ；
Ｉ＝ ｔｋ－ｈ，ｔｋ＋[ ]ｈ，ｈ＝ｍｉｎａ，{ }ｄ／Ｍ ，
Ｍ＞ ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ），ｄ＝ｍｉｎｂｉ，ｃ{ }ｊ．

则ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）在区间 Ｉ上可以展开成如下收敛的
自变量的Ｔａｙｌｏｒ级数：

　　　ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）＝∑
%

ｌ＝０

ｆｉ
（ｌ）（ｔｋ）
ｌ！ （Ｔ－ｔｋ）

ｌ，

　　　　　　ｉ＝１，２，…，Ｎ． （１７）
定理１　初值问题式（１６）的 ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）在区

域 Ｒ中的区间 Ｉ上可以展为自变量 ｔ收敛的 Ｔａｙｌｏｒ级
数，则初值问题（１６）在 ｔｋ点的邻域 ｔ－ｔｋ ＜ρ（ρ＝ａ（１
－ｅ－ｄ／（２ａＭ）））内有一个且仅有一个级数解为

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋∑
%

ｌ＝０

ｆｉ
（ｌ）（ｔｋ）
（ｌ＋１）！（Ｔ－ｔｋ）

ｌ＋１，ｉ＝１，２，…，Ｎ．

（１８）
只要知道非线性控制系统的状态方程，且 ｆ（ｘ（ｔ），

ｕ（ｔ），ｔ）的各阶导数均存在，就可以根据上述公式求出
状态向量的逐次近似解，并且无穷级数解的极限函数

即为非线性控制系统状态方程的精确解．上式可改
写为：

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋∑
%

ｌ＝０

ｆｉ
（ｌ）（ｔｋ）
（ｌ＋１）！（ｔ－ｔｋ）

ｌ＋１ （１９）

在实际计算时，级数只取有限项．当 Ｔａｙｌｏｒ多项式
的次数为０，１，２，… 时，相应近似公式分别称为一级近
似式、二级近似式和三级近似式等，具体如下：一级近

似为

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋ｆｉ（ｔｋ）τ （２０）
二级近似为

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋ｆｉ（ｔｋ）τ＋
１
２！ｆｉ

（１）（ｔｋ）τ
２ （２１）

三级近似为

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋ｆｉ（ｔｋ）τ＋
１
２！ｆｉ

（１）（ｔｋ）τ
２＋１３！ｆｉ

（２）（ｔｋ）τ
３

（２２）

０４０３
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当τ取步长Δｔ时，由初值ｘ（０）可根据需要选用相应的ｊ
＋１（ｊ＝０，１，…）次近似式

ｘｉ（ｋ＋１）＝ｘｉ（ｋ）＋∑
ｊ

ｌ＝０

１
（ｌ＋１）！ｆ

（１）（ｋ）Δｔｌ＋１

（２３）

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（０）＋∑
%

ｌ＝０

ｆｉ
（ｌ）（０）
（ｌ＋１）！ｔ

ｌ＋１ （２４）

４　算例分析
　　折页机状态方程组如式（２５）所示：

ｘｉ＝ｘｉ＋１
ｘｉ＋１＝Ａｉ（ｘ）＋Ｂｉ（ｘ）{ Ｔ

，ｉ＝１，３，５，７，９ （２５）

根据曲柄转速和运动副间隙情况，适当选取步长，

一般取计算步长 Δｔ为１０－４ｓ．运动副间隙角初值，可都
取为０，间隙初角速度取５０弧度／ｓ，初角加速度取１０００
弧度／ｓ２．利用直接积分法对方程组求解，取三级近似，
状态方程可以改写为如下形式：

　　ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋ｆ（ｋ）Δｔ＋１２！ｆ
（１）（ｋ）Δｔ２

＋１３！ｆ
（２）（ｋ）Δｔ３ （２６）

其中：

ｆ（ｋ）＝

ｘ１
Ａ１（ｘ）＋Ｂ１（ｘ）Ｔ

ｘ３
Ａ３（ｘ）＋Ｂ３（ｘ）Ｔ

…

Ａ９（ｘ）＋Ｂ９（ｘ）

















Ｔ

（２７）

ｆ（１）（ｋ）＝［Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３，…，Ｋ９，Ｋ１０］
Ｔ （２８）

式（２８）中：
Ｋ１＝［Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））Ｔ，

Ｋ２＝
Ａ１
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ａ１
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ａ１
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ａ１
ｘ４
（Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ）

…

＋
Ａ１
ｘ９
ｘ９（ｔ）＋

Ａ１
ｘ９
（Ａ９（ｘ（ｋ））＋Ｂ９（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ｂ１Ｔ
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｂ１Ｔ
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ｂ１Ｔ
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｂ１Ｔ
ｘ４
（Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ）

…

＋
Ｂ１Ｔ
ｘ９
ｘ９（ｔ）＋

Ｂ１Ｔ
ｘ１０
（Ａ９（ｘ（ｋ））＋Ｂ９（ｘ（ｋ））ｕ），

Ｋ３＝Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ，

…，

Ｋ１０＝
Ａ９
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ａ９
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ａ９
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ａ９
ｘ４
（Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ）

…

＋
Ａ９
ｘ９
ｘ９（ｔ）＋

Ａ９
ｘ９
（Ａ９（ｘ（ｋ））＋Ｂ９（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ｂ９Ｔ
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｂ９Ｔ
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ｂ９Ｔ
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｂ９Ｔ
ｘ４
（Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ）

…

＋
Ｂ９Ｔ
ｘ９
ｘ９（ｔ）＋

Ｂ９Ｔ
ｘ１０
（Ａ９（ｘ（ｋ））＋Ｂ９（ｘ（ｋ））Ｔ）

ｆ（２）（ｋ）＝（ｄｆ
（１）（ｋ）
ｄｔ ）＝［Ｙ１，Ｙ２，Ｙ３，Ｙ４，…，Ｙ１０］

Ｔ

（２９）
式（２９）中：
Ｙ１＝Ｋ２，

Ｙ２＝
Ｋ２
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｋ２
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ｋ２
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｋ２
ｘ４
（Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋…

＋
Ｋ２
ｘ９
ｘ９（ｔ）＋

Ｋ２
ｘ９
（Ａ９（ｘ（ｋ））＋Ｂ９（ｘ（ｋ））Ｔ），

Ｙ３＝Ｋ４，

Ｙ４＝
Ｋ４
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｋ４
ｘ２
（Ａ４（ｘ（ｋ））＋Ｂ４（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ｋ４
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｋ４
ｘ４
（Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋…

＋
Ｋ４
ｘ９
ｘ９（ｔ）＋

Ｋ４
ｘ９
（Ａ９（ｘ（ｋ））＋Ｂ９（ｘ（ｋ））Ｔ），

…，

Ｙ１０＝
Ｋ１０
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｋ１０
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋
Ｋ１０
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｋ１０
ｘ４
（Ａ３（ｘ（ｋ））＋Ｂ３（ｘ（ｋ））Ｔ）

＋…

＋
Ｋ１０
ｘ９
ｘ９（ｔ）＋

Ｋ１０
ｘ９
（Ａ９（ｘ（ｋ））＋Ｂ９（ｘ（ｋ））Ｔ）

在Ｍａｔｌａｂ软件中用直接积分法对状态方程进行计
算．Ｍａｔｌａｂ仿真结果如下：

由上图可看出，直接积分法可以得到方程的直接

解析解．从曲线可看出实际状态折刀杆角加速度出现
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明显非线性特征．间隙角角加速度远大于折页机构各
构件角加速度最大值，达到１００倍左右；而且它们的变
化变化迅速且没有规律，具有很强的随机性．随着曲柄
转速的进一步上升，折页机构的加速度动态响应将表

现出明显的混沌状态．该仿真验证了直接积分法的正
确性．

５　结语
　　通过引入广义状态空间的概念，将非线性系统印
刷机折页机构运动学方程进行直接积分求得方程关于

时间的无穷级数解．求解过程中除了被积分函数用
Ｔａｙｌｏｒ级数展开之外没有用其他任何近似，所得结果十
分简洁，可以对其精确解进行任意严格逼近．对印刷机
折页机构这一典型的耦合性非线性系统的状态方程进

行了直接求解，得到了各状态量和控制量的解析解，证

明了该方法适合于一般的非线性系统．

参考文献

［１］袁英才．卷筒纸印刷机含间隙折页机构动力学研究及稳

健设计［Ｄ］．长沙：中南大学，２０１１．
ＹｕａｎＹｉｎｇｃａｉ．ＤｙｎａｍｉｃｓＲｅｓｅａｒｃｈａｎｄＲｏｂｕｓｔＤｅｓｉｎｇｏｆ
ＷｅｂＯｆｆｓｅｔＰｒｅｓｓ’ｓＦｏｌｄｉｎｇＭｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈＣｌｅａｒａｎｃｅ
［Ｄ］．Ｃｈａｎｇｓｈａ：ＣｅｎｔｒａｌＳｏｕｔｈＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１１．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

［２］曹少中，涂序彦．非线性控制系统状态方程直接积分解法
［Ｊ］．控制与决策，２０１１，２６（１０）：１５９１－１５９５．
ＣＡＯＳｈａｏｚｈｏｎｇ，ＴＵＸｕｙａｎ．Ｄｉｒｅｃｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈ
ｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｓｔａｔｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．
ＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＤｅｃｉｓｉｏｎ，２０１１，２６（１０）：１５９１－１５９５．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

［３］洪奕光，程代展．非线性系统的分析与控制［Ｍ］．北京：
科学出版社，２００５．１６７－１８５．

［４］曹少中，赵伟．球型机器人状态方程直接积分解法［Ｊ］．
电子学报，２０１６，４４（１２）：３０２０－３０２５．
ＣＡＯＳｈａｏｚｈｏｎｇ，ＺＨＡＯＷｅｉ．Ｄｉｒｅｃｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈ
ｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｓｔａｔｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆｓｐｈｅｒｉ
ｃａｌｒｏｂｏｔ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｉｎｉｃａ，２０１６，４４（１２）：３０２０－
３０２５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

［５］ＳｒｉｖａｓｔａｖａＨＭ，ＮｉｕｋｋａｎｅｎＡＷ．Ｓｏｍｅｃｌｅｂｓｃｈｇｏｒｄａｎ
ｔｙｐｅｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓａｎｄａｓｓｏｃｉａｔｅｄｆａｍｉｌｉｅｓｏｆ
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔｉｎｔｅｇｒａｌｓ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＭｏｄｅｌ
ｌｉｎｇ，２００３，３７（３－４）：２４５－２５０．

［６］ＤｏｙｌｅＦＪ，ＡｌｌｇｏｗｅｒＦ，ＭｏｒａｒｉＭ．Ｎｏｒｍａｌｆｏｒｍａｐｐｒｏａｃｈｔｏ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｉｎｐｕｔｏｕｔｐｕｔｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｍａｘｉｍｕｍｐｈａｓｅ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒＳＩＳＯ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃ
Ｃｏｎｔｒｏｌ，１９９６，４１（２）：３０５－３０９．

［７］ＡｌｂｅｖｅｒｉｏＳ，ＢｏｚｈｏｋＲ，ＫｏｓｈｍａｎｅｎｋｏＶ．Ｔｈｅｒｉｇｇｅｄｈｉｌｂｅｒｔ
ｓｐａｃｅｓａｐｐｒｏａｃｈｉｎｓｉｎｇｕｌａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅ
ｍａｔｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２００６，５８（２）：２２７－２４６．

［８］ＬｉｎＴＣ，ＤａｖｉｄＨＳｃｈｕｌｔｚ，ＺｈａｎｇＷＱ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｏｆｌｉｎｅａｒａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｉｎｇｕｌａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．
ＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００８，５５（１１）：
２５７４－２５９２．

［９］ＳｔｅｐｈｅｎＳｃｈｅｃｔｅｒ．Ｔｒａｖｅｌｉｎｇｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓｂｙｃｅｎｔｅｒｍａｎｉｆｏｌｄｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎ
ｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ，２００２，４９（１）：３５－５９．

［１０］ＫａｈｒａｍａｎＡ，ＳｉｎｇｈＲ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｏｆａｓｐｕｒ
ｇｅａｒｐａｉｒ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９０，１４２
（１）：４９－７５

［１１］ＫａｈｒａｍａｎＡ，ＳｉｎｇｈＲ．Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇ
ｍｅｓｈｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｎｄｃｌｅａｒａｎｃｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓｉｎａｇｅａｒｅｄ
ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９１，１４６
（１）：１３５－１５６

［１２］ＰａｄｍａｎａｂｈａｎＣ，ＳｉｎｇｈＲ．Ｓｐｅｃｔｒａｌｃｏｕｐｌｉｎｇｉｓｓｕｅｓｉｎａ
ｔｗｏｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｃｌｅａｒａｎｃｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉ
ｔｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９２，１５５（２）：２０９
－２３０

［１３］ＶｉｎａｙａｋＨ，ＳｉｎｇｈＲ，ＰａｄｍａｎａｂｈａｎＣ．Ｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃａ

２４０３



第　１２　期 李壮举：卷筒纸印刷机折页机构运动学方程直接积分解法

ｎａｌｙｓｉｓｏｆｍｕｌｔｉｍｅｓｈｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｅｘｔｅｒｎａｌ
ｒｉｇｉｄｇｅａｒｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９５，１８５

（１）：１－３２

作者简介

李壮举　男，１９７５年生于河南南阳．工学
博士．研究方向为多变量系统解耦控制、复杂系
统的控制研究、机器人技术研究．
Ｅｍａｉｌ：ｌｉｚｈｕａｎｇｊｕ＠ｂｕｃｅａ．ｅｄｕ．ｃｎ

田舜禹　男，１９９２年生于北京．硕士研究
生．研究方向为复杂系统的控制研究、机器人技
术研究．
Ｅｍａｉｌ：６３０３７７４１４＠ｑｑ．ｃｏｍ

赵　伟　男，１９８３年生于山东泰安．工学博
士．北京印刷学院信息工程学院讲师．研究方向
为机器人技术．
Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｏｗｅｉｈｕ＠１６３．ｃｏｍ

曹少中　男，１９６５年生于河北保定．工学博
士．北京印刷学院信息工程学院教授．研究方向
为非线性系统理论、机器人控制理论．
Ｅｍａｉｌ：ｃａｏｓｈａｏｚｈｏｎｇ＠ｂｉｇｃ．ｅｄｕ．ｃｎ

３４０３


