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非自治振荡电路的主谐波分析法

黄炳华，黄昌琴，蔡义明
（广西大学电气工程学院，广西南宁５３０００４）

　　摘　要：　二阶非自治电路有时含有自激和受迫两个谐波分量，事实上是一种混频振荡；可将网络划分成两个分
部，各分部有各自独立的振荡频率，可以单独列出相量方程或代数方程，而后联合求解．用谐波分析法求解二阶非自治
电路，关于最初谐波项的假设，如果能够符合被求电路的物理实际，会得到有实数解的正确结果．反之实数解的缺失，
意味着初始假设的不合理．为此必须深入仔细的分析并修正，重新设定最初的谐波成份．本文讨论同时存在有三次与
五次方的非线性电路．说明最初谐波项假设的合理性具有很重要的意义．
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１　引言
　　早期的无线电通讯技术，外来信号与本机振荡在
含有平方律的非线性器件中混频，通过带通滤波器选

出其中的差频信号俗称变频；构成超外差接收机的主

要环节．非自治电路的激励源可视为外加信号，自激成
份可视为本机振荡，因而混频原理同样可适用于一般

非自治电路；但混频后不经过选频滤波，目的不是为了

获得差频，其总体输出包含多种多样的谐波成份，研究

该电路目的是为了求出其中的主谐波．现有国内外许
多文献，采用谐波分析法求解非自治电路，对于最初谐

波项的预设，并没有包含一个频率独立的自振谐波项，

尽管存在多种多样的近似解析方法，都不具有适用一

般非自治电路的普遍性［１～６］，大都是针对某些常见的具

体方程，提出一些近似解析方法，例如采用摄动法（ｐｅｒ

ｔｕｒｂａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）或小参数振幅缓变法等等，关于小参
数的假设显得很勉强，如果电路参数不满足这要求，整

个解析方法会因而被否定．
非自治电路可能包含有自激和受迫两个主谐波；

完全响应是两者的非线性耦合．本文采用分部网络求
解方法；先去除外激源，用基波分析法［７～１４］求出自振荡

基波项的频率ωｈ，然后将频率为ωｈ的自振谐波项，和频
率为ωｐ的外激信号；做为预设两个谐波项；代入原方程
求出两个谐波成份的幅值 Ｕｈｍ和 Ｕｐｍ，两谐波非线性耦
合的定量关系取决于非线性特性，求解后可用功率平

衡定理验证每一谐波要各自保持复功率平衡．并验证
当外激幅值足够强大时，原存在的自激分量会因而消

失．这种方法具有适用于各种各样情况的普遍性．本文
用充分例证证明，最初谐波项的预设是否合理，对于求

解结果有至关重要的影响．
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２　非线性耦合量的求定

２１　单谐波项电压贡献的基波电流
设单谐正弦电压ｕｈｔ和非线性压控器件ｇＮ的伏安特

性ｉ＝ｆ（ｕ）如式（１），引起ｉ基波电流ｉ１ｈ的幅值 Ｉ１ｈｍ如式
（２）；则ｇＮ的基波电导 ｇｍｆｈ以及在单谐电压作用下消耗
的功率ｐｍｆｈ如式（３）．

ｕｈｔ＝Ｕｈｍｓｉｎ（ωｈｔ＋ｈ）

ｉ＝－ａ１ｕ＋ａ３ｕ
３＋ａ５ｕ{ ５ （１）

ｉ１ｈ＝Ｉ１ｈｍｓｉｎ（ωｈｔ＋ｈ），Ｉ１ｈｍ＝ｇｍｆｈＵｈｍ （２）
ｇｍｆｈ ＝ｉ１ｈ／ｕｈｔ＝－ａ１＋３ａ３Ｕ

２
ｈｍ／４＋５ａ５Ｕ

４
ｈｍ／８

Ｐｍｆｈ ＝
１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉ１ｈ×ｕｈｔｄｔ＝Ｕ

２
ｈｍｇｍｆｈ／{ ２

（３）

ｉｎｏｎ ＝ｉ－ｉ１ｈ，ｐｎｏｎ ＝
１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉｎｏｎ×ｕｈｔｄｔ＝０ （４）

２２　双谐波混频的功率计算
电路如图１．

ｕｐｔ＝Ｕｐｍｓｉｎ（ωｐｔ＋ｐ），ｕｈｔ＝Ｕｈｍｓｉｎ（ωｈｔ＋ｈ）
ｕ＝ｕｐｔ＋ｕ{

ｈｔ

（５）

ｉ＝－ａ１ｕ＋ａ３ｕ
３＋ａ５ｕ

５＝ｉ１＋ｉｎｏｎ，ｉ１＝ｉ１ｈ＋ｉ１ｐ
ｇＮ＝ｄｉ／ｄｕ＝－ａ１＋３ａ３ｕ

２＋５ａ５ｕ{ ４ （６）

ｉ１ｈ＝Ｉ１ｈｍｓｉｎ（ωｈｔ＋ｈ），Ｉ１ｈｍ＝ｇｍｆｈＵｈｍ
ｇｍｆｈ＝ｉ１ｈ／ｕｈｔ＝－ａ１＋３ａ３Ｕ

２
ｈｅｑ３／４＋５ａ５Ｕ

４
ｈｅｑ５／{ ８

（７）

Ｕ２ｈｅｑ３ ＝Ｕ
２
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２
ｐｍ，Ｕ

４
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４
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２
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２
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４
ｐｍ
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１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉ１ｈ×ｕｈｔｄｔ＝Ｕ

２
ｈｍｇｍｆｈ／{ ２

（８）

ｇｍｆｐ＝ｉ１ｐ／ｕｐｔ＝－ａ１＋３ａ３Ｕ
２
ｐｅｑ３／４＋５ａ５Ｕ

４
ｐｅｑ５／８

Ｕ２ｐｅｑ３＝Ｕ
２
ｐｍ＋２Ｕ

２
ｈｍ，Ｕ

４
ｐｅｑ５＝Ｕ

４
ｐｍ＋６Ｕ

２
ｈｍＵ

２
ｐｍ＋３Ｕ

４{
ｈｍ

（９ａ）

Ｐｍｆｐ ＝
１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉ１ｐ×ｕｐｔｄｔ＝Ｕ

２
ｐｍｇｍｆｐ／２ （９ｂ）

Ｐｅｑ ＝
１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉ×ｕｄｔ＝Ｐｅｑ１＋Ｐｎｏｎ

Ｐｅｑ１ ＝
１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉ１×ｕｄｔ，Ｐｎｏｎ ＝

１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉｎｏｎ×ｕｄｔ＝{ ０

（１０）
Ｐａｌｌ＝Ｕ

２
ｐｍｇｍｆｐ／２＋Ｕ

２
ｈｍｇｍｆｈ／２

＝１Ｔ∫
Ｔ／２

－Ｔ／２
ｉ×ｕｄｔ＝Ｐｅｑ ＝Ｐｅｑ１ （１１）

ｇｍｆｈ＝Ｉ１ｈｍ／Ｕｈｍ＝－ａ１＋３ａ３（Ｕ
２
ｈｍ＋２Ｕ

２
ｐｍ）／４

＋５ａ５（Ｕ
４
ｈｍ＋６Ｕ

２
ｈｍＵ

２
ｐｍ＋３Ｕ

４
ｐｍ）／８＝ｆ（Ｕｈｍ，Ｕｐｍ）

（１２）
本文采用ＭＡＴＨｅｍａｔｉｃａ９０程序做出各种运算．两

个异频电压源 ｕｐｔ＋ｕｈｔ如式（５），式中频率 ωｈ和 ωｐ不互
为整数倍，串联作用于非线性电导 ｇＮ伏安特性如式
（６）．以式（５）代入式（６）得电流 ｉ含有多种成份，两个
谐波源各只取一次成份称主谐波电流记为 ｉ１＝ｉ１ｈ＋ｉ１ｐ，
记非主谐波电流ｉｎｏｎ＝ｉ－ｉ１，其中 ｉ１ｈ的幅值记为 Ｉ１ｈｍ，定
义等效基波电导记为 ｇｍｆｈ＝Ｉ１ｈｍ／Ｕｈｍ ＝ｉ１ｈ／ｕｈｔ如式（７），
其中Ｕｈｅｑ３和Ｕｈｅｑ５代表三次项与五次项的等效耦合值，
是根据贡献同等功率理论求出来的．ｕｈｔ贡献的平均功
率Ｐｍｆｈ必须与ｇＮ中ωｈｔ分量消耗的功率相等如式（８）．
同理可以定义等效基波电导 ｇｍｆｐ是电流 ｉ１ｐ与 ｕｐｔ的比值
如式（９ａ），ｕｐｔ贡献的平均功率Ｐｍｆｐ必须与ｇＮ中ωｐｔ分量
消耗的功率相等如式（９ｂ）．式（１０）的 Ｐｅｑ代表非线性电
导ｇＮ消耗的全部平均功率，Ｐｍｆｈ代表 ｕｈｔ源供出的实功
率，Ｐｍｆｐ代表ｕｐｔ源供出的实功率，两源共同供出的实功
率Ｐａｌｌ等于ｇＮ的总消耗 Ｐｅｑ如式（１１）．由式（７）、（８）得
式（１２），可见ｇｍｆｈ不但与Ｕｈｍ有关且与Ｕｐｍ的耦合有关．ｋ
次谐波源所送出的功率，由于有非 ｋ次谐波源的存在，
而增加ｋ次谐波功率的送出量；增加的送出量取决于非
线性项的幂次，这种耦合关系对于确立功率平衡理论

的基础，发挥很重要的作用．

３　非自治电路主谐波合解的第一例证

３１　用谐波平衡原理求非自治电路的主谐波
例一　非自治电路如图２，激励源可视为外信号；

ＬＣ回路和电路中含有负性电导构成自激振荡可视为
本机振荡，两者同时作用在非线性电导可视为混频．
不过电路没有选频滤波，并不是为了获得差频；而是

为了研究混频振荡输出的主谐波成份．各元件参数如
式（１３），ｇＮ非线性伏安特性如式（１４），微分方程如式
（１５）．

当外激ｕＦ＝０时，如果预设 ｕｈ＝Ｕｈｍ０ｓｉｎ（ωｈｔ＋ｈ），
自振幅值Ｕｈｍ０与频率 ωｈ如式（１６）；如果预设 ｕｈ＝Ｕｈｍｒ
ｓｉｎωｈｔ＋Ｕｈｍｘｃｏｓωｈｔ求自振幅值 Ｕｈｍ０则得出不定解
（Ｕｈｍｘ，Ｕｈｍｒ）如式（１７）．因为没引入初条件，故暂态过程
消失后进入稳态振荡第一瞬间的初相角ｈ是不定的．

４００２
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ｇＦ＝１０
－３，ａ１＝４６８７５×１０

－３，ａ３＝４×１０
－５

ａ５＝１１×１０
－８，Ｃ＝１０－６，Ｌ＝２５／１６，ωＦ＝ωｐ{ ＝２０００

（１３）
ｉＮ＝－ａ１ｕ＋ａ３ｕ

３＋ａ５ｕ
５，ｇＮ＝ｄｉＮ／ｄｕ

ｉＮ＝ｇＮｕ＝（ｄｉＮ／ｄｕ）{ ｕ
（１４）

ｕ̈＋ｕ／ＬＣ＋ｕ（ｇＦ＋ｇＮ）／Ｃ＝ｕＦｇＦ／Ｃ
ｕＦ＝ＵＦｍｓｉｎωＦｔ，ωｐ＝ω{

Ｆ

（１５）

ω２ｈ＝１／（ＣＬ）＝ｗ＝８００
２，Ｕ２ｈｍ０＝１００ （１６）

Ｕ２ｈｍｘ＝（１００－Ｕ
２
ｈｍｒ），ｈ＝ａｒｃｔａｎ（Ｕｈｍｘ／Ｕｈｍｒ） （１７）

当 ｕＦ≠０，如果预设ｕｈ＝Ｕｈｍｓｉｎ（ωｈｔ＋ｈ），求出五组数据
列如表１．表中，Ｕｈｍ指 ｕＦ≠０的自振幅值；ｈ不做为求解
变量，只做为未给出数值的待定量留在程序中，并不影

响可求出Ｕｈｍ≠Ｕｈｍ０，也不影响能分析自振是否存在，它
用Ｕｈｍ＝０显示自振已消失，得到更加合理的结果．表中
ｇｉｎ表示图３（ａ）端口Ｕｈｍ向左看的输入电导．

表１　当ＵＦｍ＝１０，１５，１８，２０，２２时，式（１５）的主谐波解，临界值Ｕｐｍｃｒ＝７２２Ｖ，ＵＦｍｃｒ＝１８５１Ｖ

（ａ） ＵＦｍ＝１０

ｕ１０ａ＝－１３０３ｃｏｓ［２０００ｔ］＋２４６ｓｉｎ［２０００ｔ］＋９０８６ｓｉｎ［ｈ＋８００ｔ］，Ｕｐｍ＝２７８５，Ｕｈｍ＝９０８６；

ｕ１０ｂ＝－３４７ｃｏｓ［２０００ｔ］＋２９４ｓｉｎ［２０００ｔ］＋７４７ｓｉｎ［ｈ＋８００ｔ］，Ｕｐｍ＝４５４４，Ｕｈｍ＝７４７；

Ｕｐｍ＜Ｕｐｍｃｒ，ｇｉｎ＝０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

（ｂ） ＵＦｍ＝１５
－５２１７２３ｃｏｓ［２０００ｔ］－４４００３３ｓｉｎ［２０００ｔ］＋２９８８４２ｓｉｎ［ｈ＋８００ｔ］
Ｕｐｍ＝６８２５＜Ｕｐｍｃｒ，Ｕｈｍ＝２９８８，ｇｉｎ＝０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

（ｃ） ＵＦｍ＝１８
－４７９３６ｃｏｓ［２０００ｔ］－５３２７４ｓｉｎ［２０００ｔ］＋１０９８５ｓｉｎ［ｈ＋８００ｔ］
Ｕｐｍ＝７１６７＜Ｕｐｍｃｒ，Ｕｈｍ＝１０９９，ｇｉｎ＝０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

（ｄ） ＵＦｍ＝２０
－９８３９１８ｃｏｓ［２０００ｔ］＋４５０８１８ｓｉｎ［２０００ｔ］，Ｕｐｍ＝１０８２３＞Ｕｐｍｃｒ
Ｕｈｍ＝０，ｇｉｎ＝０００６１７＞０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｄｉｓａｐｐｅａｒａｎｃｅ

（ｅ） ＵＦｍ＝２２
－９４０７６８ｃｏｓ［２０００ｔ］＋５８８９９４ｓｉｎ［２０００ｔ］，Ｕｐｍ＝１１０９９＞Ｕｐｍｃｒ
Ｕｈｍ＝０，ｇｉｎ＝０００６８３＞０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｄｉｓａｐｐｅａｒａｎｃｅ

　　由表１数据可得出以下几点：①表１第一行列入
ｕ１０ａ和ｕ１０ｂ两个数据，说明对于不同初始条件，稳态振荡
可以有多解．②随ＵＦｍ的增大Ｕｐｍ也随之增大导致Ｕｈｍ减
小；当Ｕｐｍ大到一定值时Ｕｈｍ消失，能使得自振荡消失最
低的受迫分量称临界电压记为 Ｕｐｍｃｒ；对应的外激幅值
记为ＵＦｍｃｒ．当Ｕｐｍ＜Ｕｐｍｃｒ时自振存在；当Ｕｐｍ＞Ｕｐｍｃｒ时自
振荡消失；③当ＵＦｍ≤１８时，表１前三行数据自振荡还
存在，输入电导ｇｉｎ＝ｇｍｆｈ＋ｇＦ＝０，说明稳态振荡时ωｈ分
量消耗平均功率Ｐωｈ ＝０．③当 ＵＦｍ≥２０时，表１后两行
数据Ｕｈｍ＝０自振荡消失，电路企图建立电压幅值较大
的振荡，超过自动限幅特性的最大限制，使自振荡不能

维持功率平衡无法自保持而消失，表现为输入电导 ｇｉｎ
＝ｇｍｆｈ＋ｇＦ＞０．
３２　两种预设谐波项求解结果的对比
　　　ｕ＝ｕｐｔ＋ｕｈｔ＝ＵｐｍｒｓｉｎωＦｔ＋ＵｐｍｘｃｏｓωＦｔ

＋Ｕｈｍｓｉｎ（ωｈｔ＋ｈ） （１８ａ）
　　　ｕ＝ｕｐｔ＋ｕｈｔ＝ＵｐｍｒｓｉｎωＦｔ＋ＵｐｍｘｃｏｓωＦｔ

＋Ｕｈｍｒｓｉｎωｈｔ＋Ｕｈｍｘｃｏｓωｈｔ （１８ｂ）
式（１８ａ）包含三个求解变量（Ｕｐｍｒ，Ｕｐｍｘ，Ｕｈｍ），其中ｕｐｔ和
ｕｈｔ预设谐波项形式不同；式（１８ｂ）包含四个求解变量
（Ｕｐｍｒ，Ｕｐｍｘ，Ｕｈｍｒ，Ｕｈｍｘ），其中ｕｐｔ和ｕｈｔ的预设谐波项形式

相同．按照两种谐波项预设定的不同进行运算对比：一
种是预设自振谐波项如式（１８ａ），可得出表１的数据．
另种是预设自振谐波项如式（１８ｂ），导致给出的解并不
完全；例如给出２０组解全都是含有虚数的复根；其中没
有一组是值得采用的实数解．可以举出两个例子证明
如下：

例１　当ＵＦｍ＝１０，如果预设谐波项如式（１８ａ），导
出表１（ａ）的 ｕ１０ａ数据如式（１９）；如果预设谐波项如式
（１８ｂ），求出多余的自振相量解如式（２０ａ）和（２０ｂ）．
２．４６ｓｉｎ［２０００ｔ］－１．３０ｃｏｓ［２０００ｔ］＋９．０８６ｓｉｎ［ｈ＋８００ｔ］，

Ｕｈｍ＝９０８６ （１９）
２．４６ｓｉｎ［２０００ｔ］－１．３０ｃｏｓ［２０００ｔ］－２．１３ｓｉｎ［８００ｔ］

－８．８３ｃｏｓ［８００ｔ］，Ｕｈｖ＝－２１２５－ｊ８．８３ （２０ａ）
２．４６ｓｉｎ［２０００ｔ］－１．３０ｃｏｓ［２０００ｔ］＋７．２０ｓｉｎ［８００ｔ］＋

５．５４ｃｏｓ［８００ｔ］，Ｕｈｖ＝７２０＋ｊ５．５４ （２０ｂ）
式（２０ａ）、（２０ｂ）的自振相量值 Ｕｈｖ＝Ｕｈｍｒ＋ｊＵｈｍｘ是不定
的；自振幅值 Ｕ２ｈｍ ＝Ｕ

２
ｈｍｒ＋Ｕ

２
ｈｍｘ＝９０８６３

２是确定的．而
受迫解的相量值Ｕｐｖ＝Ｕｐｍｒ＋ｊＵｐｍｘ是确定的，如表１（ａ）
的ｕ１０ａ数据Ｕｐｖ＝２４６－ｊ１３．

例２　当ＵＦｍ＝２０，如果预设谐波项如式（１８ａ），得
到合理的解如表１（ｄ）数据，包含有 Ｕｈｍ ＝０的零解；如

５００２
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果预设项如式（１８ｂ），程序运算显示２０组解全是含虚
数的复解，丢失合理的零解Ｕｈｍ＝０．
３３　划分成两个分部网络

按照两个主谐波划分图２成为两个分部网络如图３
（ａ）和图３（ｂ），是混频后只取两个基波成份的分部网络．

两个分部网络不能分开单独求解后迭加，而必须

考虑相互间耦合影响后联合求解．要强调指出，由于没
引入初条件其初相角不定．只能对图３（ａ）求自激谐波
幅值Ｕｈｍ，而无法确定具体的相量值Ｕｈｖ．
３４　自振分部网络的复功率平衡

自振分部网络图３（ａ）不包含外激励，用基波电导
ｇｍｆｈ代替 ｇＮ；从 Ｕｈｍ两端向左看输入导纳记为 ｙｉｎ如式
（２１ａ），输入电导记为 ｇｉｎ如式（２１ｂ）．当自振荡存在时
恒有ｙｉｎ＝０，ｂｉｎ＝０，ｇｉｎ＝０．
ｙｉｎ＝ｇｉｎ＋ｊｂｉｎ＝ｇＦ＋ｇｍｆｈ＋ｊ［ωｈＣ－１／（ωｈＬ）］ （２１ａ）
ｇｉｎ＝ｇＦ＋ｇｍｆｈ＝ｇＦ－ａ１＋３ａ３（Ｕ

２
ｈｍ＋２Ｕ

２
ｐｍ）／４＋５ａ５

（Ｕ４ｈｍ＋６Ｕ
２
ｈｍＵ

２
ｐｍ＋３Ｕ

４
ｐｍ）／８＝ｆ（Ｕｈｍ，Ｕｐｍ） （２１ｂ）

图３（ａ）分两种情况：第一种情况，当ＵＦｍ＝０时，画
出ｇｉｎ＝ｆ（Ｕｈｍ）曲线如图４，当复功率平衡时 ｇｉｎ＝０，可
求出幅值与频率为Ｕｈｍ０＝１０；ωｈ＝８００．曲线与横轴交点
Ａ的横座标值就是自振幅值Ｕｈｍ０．交点Ａ是一个稳定平
衡态，在外力扰动下，有自动恢复到平衡点的能力．

第二种情况，当ＵＦｍ≠０时，采用式（１２）求 ｇｍｆｈ，其
中包含受迫分量Ｕｐｍ对自振分量 Ｕｈｍ的耦合影响，因而
输入电导ｇｉｎ＝ｆ（Ｕｈｍ，Ｕｐｍ）如式（２１ｂ），自振荡自激保持
实功率平衡条件是ｇｉｎ＝０，只一个方程无法求得两个变
量（Ｕｈｍ，Ｕｐｍ）；说明单独由自振分部网络无法确定 Ｕｈｍ；
要与受迫分部网络联解才能求出（Ｕｈｍ，Ｕｐｍ）．

根据表１可以做出，当 ＵＦｍ≠０时，在不同 Ｕｐｍ值下
的曲线ｇｉｎ＝ｆ（Ｕｈｍ）如图５．

６００２
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随着ＵＦｍ的增大Ｕｐｍ也逐步递增，曲线 ｇｉｎ＝ｆ（Ｕｈｍ）
向上移动，与横轴交点座标值 Ｕｈｍ逐步递减；自振分量
逐步减小，当曲线向上移动到完全在横轴上方，和横轴

没交点时自振消失．图５（ａ）从 ＵＦｍ ＝１０，Ｕｐｍ ＝４５４开
始，做出对应于表１（ａ）数据ｕ１０ｂ的曲线，图５（ｃ）对应于
表１（ｃ）的 ＵＦｍ ＝１８，Ｕｐｍ ＝７１７的数据，此时在一定范
围内纵座标ｇｉｎ≤０；说明自振还存在，但自振幅值Ｕｈｍ已
经很小了．当外激励升到ＵＦｍ＝２０时对应于表１（ｄ），受
迫分量到达Ｕｐｍ＝１０８２画出图５（ｄ）曲线说明，当 Ｕｐｍ
＞Ｕｐｍｃｒ时，对 Ｕｈｍ的任意取值 ｇｉｎ恒为正，即自振恒消耗
正功率，最终无法维持而消失．

在图５（ｃ）和（ｄ）之间；必然有曲线与横座标相切
的临界值如图５（ｅ）．以式（１３）的参数代入式（２１ｂ）可
得式（２２ａ）和（２２ｂ），联解（２２）两式求得实数解为 Ｕｈｍ
＝０，Ｕｐｍｃｒ＝７２１９．可见自振消失临界值是根据功率平
衡理论求定的．进一步求出相切临界值时的外激幅值
ＵＦｍｃｒ＝１８５１．表１前四行数据和图５（ａ）～（ｄ）是相对
应的．表１第五行数据和图５（ｅ）并不对应．
ｇｉｎ＝－３６８７５×１０

－３＋３（Ｕ２ｈｍ＋２Ｕ
２
ｐｍ）×１０

－５＋
１１（Ｕ４ｈｍ＋６Ｕ

２
ｈｍＵ

２
ｐｍ＋３Ｕ

４
ｐｍ）×１０

－７／１６＝０（２２ａ）
ｄｇｉｎ／ｄＵｈｍ＝６×１０

－５Ｕｈｍ＋１１（４Ｕ
３
ｈｍ＋１２ＵｈｍＵ

２
ｐｍ）

×１０－７／１６＝０ （２２ｂ）
３５　受迫分量与复功率平衡

以表１（ｃ）的 ＵＦｍ＝１８为例证，在本例设激励源相
量ＵＦｍ的初相角δ＝０；在自振存在情况下，用表１（ｃ）的
数据，验证图３（ｂ）受迫分量所有支路复功率总和为零．
并且可以反过来，根据受迫分量要遵守复功率平衡，用

相量法求出受迫分量的相量值，印证表１（ｃ）数据．考虑
自振分量对受迫分量的耦合影响表现在图 ３（ｂ）的
ｇｍｆｐ，由于Ｕｐｍ ＝（Ｕ

２
ｐｍｒ＋Ｕ

２
ｐｍｘ）

１／２，式（９ａ）是一个含三变
量（Ｕｈｍ，Ｕｐｍｒ，Ｕｐｍｘ）的代数方程；由图３（ｂ）求导纳 ｙ３与
阻抗ｚ＝１／ｙ３；可用相量法导出相量方程如式（２３），其
实部与虚部各自平衡可列出两个式，共可列三个方程

联立求出上述三个变量．两相量Ｕｐｖ与ＵＦｍ的相角差，取
决于图３（ｂ）的网络阻抗参数 ｚ／（ｚ＋１／ｇＦ），受迫分量
（Ｕｐｍｒ，Ｕｐｍｘ）及其初相角Ｐ＝ａｒｃｔａｎ（Ｕｐｍｘ／Ｕｐｍｒ）是可求确
定的．

ｙ３＝ｇｍｆｐ＋ｊ［ωＦＣ－１／（ωＦＬ）］，ｚ＝１／ｙ３
ＵＰＶ＝Ｕｐｍｒ＋ｊＵｐｍｘ＝ＵＦｍｚ／（ｚ＋１／ｇＦ{ ）

（２３）

４　耦合解的第二例证

４１　求自振荡频率与幅值
例二　电路如图 ２，微分方程等同于例一的式

（１５）；参数与伏安特性ｉＮ不同于例一，如式（２４ｂ）．
求外激ｕＦ置零时，自振幅值Ｕｈｍ０与频率ωｈ；本例有

两个自振幅值如式（２５）．自振分量的基波输入电导 ｇｉｎ
如式（２６）作曲线如图６；与横轴有两个交点，Ｐ１是不稳
定平衡态，其横截距 Ｕｈｍ１＝８９４４２７；Ｐ２是稳定平衡态，
其横截距Ｕｈｍ２＝２０．
Ｃ＝１０－６，Ｌ＝２５／１６，ｇＦ＝３８×１０

－５，ａ１＝２×１０
－５

ａ３＝８×１０
－６，ａ５＝２×１０

－８，ωＦ＝１９２１ （２４ａ）
ｉＮ ＝ａ１ｕ－ａ３ｕ

３＋ａ５ｕ
５，ｉＮ＝（ｄｉＮ／ｄｕ）×（ｄｕ／ｄｔ）＝ｇｎｕ

ｇＮ＝ａ１－３ａ３ｕ
２＋５ａ５ｕ

４ （２４ｂ）
Ｕｈｍ１＝８９４４２７，Ｕｈｍ２＝２０

ω２ｈ＝１／（ＣＬ）＝ｗ＝８００{ ２ （２５）

ｇｉｎ＝ｇＦ＋ｇｍｆｈ＝ｇＦ＋ａ１－３ａ３Ｕ
２
ｈｍ／４＋５ａ５Ｕ

４
ｈｍ／８

＝４／１００００－６×１０－６Ｕ２ｈｍ＋１０
－７Ｕ４ｈｍ／８＝ｆ（Ｕｈｍ） （２６）

图６的曲线说明，当初值 Ｕ０＞Ｕｈｍ２时，ｇｉｎ＞０说明正功
率消耗促使 Ｕｈｍ减小，最后 Ｕｈｍ趋向 Ｕｈｍ２．当 Ｕｈｍ２＞Ｕ０
＞Ｕｈｍ１时，ｇｉｎ＜０说明功率多余促使Ｕｈｍ增大，最后Ｕｈｍ
也趋向 Ｕｈｍ２；说明 Ｐ２是稳定平衡态．当 Ｕ０＜Ｕｈｍ１时，ｇｉｎ
＞０说明正功率消耗，会促使 Ｕｈｍ减小，最后 Ｕｈｍ趋向
零点．则电路在小干扰时，无法起振建立自振荡，电路
能起振建立自激振荡的条件是大初激值必须超过

Ｕｈｍ１＝８９４４３，早期的无线电通讯理论称这种情况为
硬激励起振．建立自持振荡稳定幅值 Ｕｈｍ２＝２０，对应
交点 Ｐ２是个稳定极限环．对应交点 Ｐ１是一个不稳定
极限环．
４２　用谐波平衡原理求表２的数据

作ＵＦｍ变化时的数据列如表２，由前两行数据表２
（ａ）和２（ｂ），说明当考虑强迫分量的耦合影响，为完成
功率平衡逼使建立的自振电压幅值 Ｕｈｍ ＜Ｕｈｍ０，其最后
结局都要满足ｇｉｎ＝０，Ｕｐｍ＜Ｕｐｍｃｒ说明自振存在有ｕ＝ｕｈｔ
＋ｕｐｔ．后两行数据表２（ｃ）和２（ｄ），说明自振已消失，必
有Ｕｐｍ＞Ｕｐｍｃｒ，Ｕｈｍ＝０，ｇｉｎ＞０；网络在正阻尼情况下，必
然没有自激振荡．编程运算可在开始时，预设只包含受
迫分量ｕ＝ｕｐｔ，也能得到相同结果，有关重要结论和例
一分析结果一致．可仿例一，用两个分部网络，验证自
振与受迫分量各自维持自身的复功率平衡；也可用相

量法求出自振幅值与受迫分量的相量值．

７００２
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４３　两种预设谐波项求解结果的对比
表２当 ＵＦｍ ＝６０时，如果程序预设谐波项如式

（１８ａ），做出表２（ａ）正确数据；本文第５节做出相图９
（ａ）自振存在；如果用式（１８ｂ）做为预设谐波项，则得出
２０组解全部是含有虚数的复根，明明存在的实数解被
丢失，显然是一个重要的缺失与错误．因此纠正最初谐

波项预设定的错误，对于肯定功率平衡理论体系做出

的结果，发挥至关重要的作用．关于受迫分量与自振分
量最初谐波项预设定的形式是不同的．自振分量初相
角ｈ是不定的；而受迫分量初相角 ｐ指的是相量 ＵＦｍ与
Ｕｐｖ的夹角，取决于图３（ｂ）的网络阻抗参数，因而是确
定的，各量关系如式（２７）．

表２　当ＵＦｍ＝６０，７０，８０，９０时，例二的主谐波解，临界值Ｕｐｍｃｒ＝１６７９８９Ｖ，ＵＦｍｃｒ＝７１４１８Ｖ

（ａ）ＵＦｍ１＝６０
ｕ６０＝－１４３４２２ｃｏｓ［１９２１ｔ］－０４９３１ｓｉｎ［１９２１ｔ］±６９１９２ｓｉｎ［ｈ＋８００ｔ］

Ｕｐｍ＝１４３５０６＜Ｕｐｍｃｒ，Ｕｈｍ＝６９１９２，ｇｉｎ＝０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

（ｂ）ＵＦｍ１＝７０
ｕ７０＝－１６３１６９ｃｏｓ［１９２１ｔ］－２６６５４ｓｉｎ［１９２１ｔ］－２３１７２ｓｉｎ［ｈ＋８００ｔ］

Ｕｐｍ＝１６５３３２＜Ｕｐｍｃｒ，Ｕｈｍ＝２３１７２，ｇｉｎ＝０ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

（ｃ）ＵＦｍ１＝８０
ｕ８０＝－１９０２３５５ｃｏｓ［１９２１ｔ］－１５２３１４ｓｉｎ［１９２１ｔ］，可以预设ｕ＝ｕｐｔ
Ｕｐｍ＝１９０８４４＞Ｕｐｍｃｒ，Ｕｈｍ＝０，ｇｉｎ＝０００１００３９＞０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｄｉｓａｐｐｅａｒａｎｃｅ

（ｄ）ＵＦｍ１＝９０
ｕ９０＝－２１０３０２ｃｏｓ［１９２１ｔ］＋３２７０２ｓｉｎ［１９２１ｔ］，可以预设ｕ＝ｕｐｔ
Ｕｐｍ＝２１２８２９＞Ｕｐｍｃｒ，Ｕｈｍ＝０，ｇｉｎ＝０００２６５８５＞０，ｓｅｌｆｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｄｉｓａｐｐｅａｒａｎｃｅ

　ｕｐ＝Ｕｐｍｓｉｎ（ωＦｔ＋ｐ）＝ＵｐｍｒｓｉｎωＦｔ＋ＵｐｍｘｃｏｓωＦｔ （２７）
谐波分析法有一定局限，等式两边的谐波系数平

衡是一个数学方程的必然结果，无法辩识这个求解结

果是否完善．功率平衡是一个经过证明的物理定律，自
振与受迫分量在任意情况下均应满足复功率平衡，这

是研究非线性振荡很重要的基础．它必然要追问，ＵＦｍ
＝６０时应该存在有实数解；按照功率平衡理论求得临
界值ＵＦｍｃｒ，Ｕｐｍｃｒ的结论，最终可以发现这是程序运行的
丢失；根据该电路方程的物理实际；在本例由于（Ｕｈｍｒ，
Ｕｈｍｘ）是两个不能同时被确定的物理量，各谐波系数平
衡列出四个方程只有三个是独立的；但预设式（１８ｂ）有
四个求解变量，因而程序只能给出部份解，有时给出的

２０组解都是包含虚数的复根，一些有用合理的实数解
被丢失了．

主谐波分析法建立在功率平衡理论基础上；克服

原有经典方法的缺陷，推进谐波分析法进入更合理更

正确的应用范围．关于预设 ｕｈｔ和 ｕｐｔ两个谐波项必须引
入两种形式不同的数学描写式（１８ａ）才能获得正确合
理的结果．以上两个例证，说明合理谐波项的预设，对
于获得正确结论有至关重要的影响．当采用谐波平衡
原理，编写程序运算出现多达２０～２５组谐波解时，经典
的系数平衡求解结果，无法提出如何选取合理谐波成

份的正确方法，有时满足方程的平衡是不稳定平衡态．
根据功率平衡理论，将满足谐波平衡的解抽出来验算

是否遵守复功率平衡，是最好的检验方法；并且可以进

一步验证该平衡态是否是稳定平衡态．
４４　用曲线图和ｇｉｎ＝０求自振消失临界值

作出对应表２中（ａ）～（ｄ）四行数据的四个曲线图
７（ａ）～（ｄ）．改变外激源从 ＵＦｍ＝６０起逐步递增到 ＵＦｍ

＝９０止；Ｕｐｍ也必然随之递增．可发现随 ＵＦｍ与 Ｕｐｍ逐步
递增，交点横座标Ｕｈｍ逐步减小；当 ＵＦｍ＝７０时，对应图
７（ｂ）曲线与横轴交点 Ｕｈｍ ＝２３１７；当增大到 ＵＦｍ ＝８０
时，对应图７（ｃ）的曲线与横轴没有交点，显示对于任意
的Ｕｈｍ，恒有ｇｉｎ＞０说明自振消失．在图７（ｂ）和图７（ｃ）
之间，ｇｉｎ＝ｆ（Ｕｈｍ）曲线和横轴必有一个切点如图８，联
解相切两个条件式（２８ａ）、（２８ｂ），可求出 Ｕｐｍｃｒ＝
１６７９９Ｖ是自振消失的临界点．进一步求出该点的激励
幅值ＵＦｍｃｒ＝７１４１８Ｖ．
ｇｉｎ＝ｇＦ＋ｇｍｆｈ＝４×１０

－４－６（Ｕ２ｈｍ＋２Ｕ
２
ｐｍ）×１０

－６＋（Ｕ４ｈｍ
＋６Ｕ２ｈｍＵ

２
ｐｍ＋３Ｕ

４
ｐｍ）×１０

－７／８＝０
（２８ａ）

ｄｇｉｎ／ｄＵｈｍ＝－１２Ｕｈｍ×１０
－６＋（Ｕ３ｈｍ＋３ＵｈｍＵ

２
ｐｍ）

×１０－７／２＝０ （２８ｂ）

５　混频振荡包含的全体谐波成份

５１　求全部谐波成份与振荡频率
以上表１和表２所显示的数据，显然不是振荡解的

全体成份；而仅仅是其中的主体基本部份称为主谐波．
因此还有必要研究总体输出其他非主谐波成份．两个
不同频信号同时加到非线性元件如图１，其响应电流 ｉ
会出现众多ωｈ和ωＦ的倍频 ｎωｈ和 ｎωＦ以及各种组合频
率成份ωｈＦ．为书写简便起见，记ｗｐ＝ωｐｔ＋ｐ；ｗｈ＝ωｈｔ＋
ｈ．设输入信号如式（２９）；则响应电流 ｉ可表为式
（３０ａ），根据数学的二项式定理可得式（３０ｂ），记 ｑ＝ｎ
－ｍ，则式中乘积项 ｕｎ－ｍｐ ｕ

ｍ
ｈ ＝ｕ

ｑ
ｐｕ
ｍ
ｈ产生组合频率成分

ωｈＦ，其通式为ωｈＦ＝｜±ｑωｈ±ｍωＦ｜，式中（ｍ，ｑ）是零或
正整数，组合频率成份的最高阶次ｑ＋ｍ＝ｎ．

ｕ＝ｕｐ＋ｕｈ＝Ｕｐｍｓｉｎ（ｗｐ）＋Ｕｈｍｓｉｎ（ｗｈ） （２９）

８００２
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ｉ＝ｆ（ｕ）＝ｆ（ｕｐ＋ｕｈ）＝ａ０＋ａ１（ｕｐ＋ｕｈ）＋ａ２（ｕｐ＋ｕｈ）
２＋

ａ３（ｕｐ＋ｕｈ）
３＋…＋ａｎ（ｕｐ＋ｕｈ）

ｎ＝∑
!

ｎ＝０
ａｎ（ｕｐ＋ｕｈ）

ｎ

（３０ａ）

（ｕｐ＋ｕｈ）
ｎ ＝∑

ｎ

ｍ＝０

ｎ！
ｍ！（ｎ－ｍ）！ｕ

ｎ－ｍ
ｐ ｕ

ｍ
ｈ （３０ｂ）

本文两个例证只讨论奇次幂高次项，不包含偶次幂偶

次谐波及直流项．以三次幂式（３１ａ）为例，用三角公式
展开高次项如式（３１ｂ）；经代入整理可得 ｉ１代表主谐波
如式（３２），程序证明式（３１）和（３２）各结论正确性，并
显示非主谐波ｉｎｏｎ表达式．

ｉ＝ａ１ｕ＋ａ３ｕ
３＝ａ１（ｕｐ＋ｕｈ）＋

ａ３［ｕ
３
ｈ＋３ｕ

２
ｈｕｐ＋３ｕｈｕ

２
ｐ＋ｕ

３
ｐ］ （３１ａ）

ｕ３ｈ＝［Ｕｈｍｓｉｎ（ｗｈ）］
３＝Ｕ３ｈｍ［３ｓｉｎ（ｗｈ）－ｓｉｎ（３ｗｈ）］／４

ｕ２ｈ＝［Ｕｈｍｓｉｎ（ｗｈ）］
２＝Ｕ２ｈｍ［１－ｃｏｓ（２ｗｈ）］／{ ２

（３１ｂ）
ｉ＝ｉ１＋ｉｎｏｎ，ｉ１＝ｉ１ｈ＋ｉ１ｐ＝Ｕｈｍ｛ａ１＋３ａ３（Ｕ

２
ｈｍ＋２Ｕ

２
ｐｍ）／４｝ｓｉｎｗｈ

　　＋Ｕｐｍ｛ａ１＋３ａ３（Ｕ
２
ｐｍ＋２Ｕ

２
ｈｍ）／４｝）ｓｉｎｗｐ （３２）

ｇｍｆｈ＝Ｉ１ｈｍ／Ｕｈｍ＝ｉ１ｈ／ｕｈｔ＝ａ１＋３ａ３Ｕ
２
ｈｅｑ３／４

Ｕ２ｈｅｑ３＝Ｕ
２
ｈｍ＋２Ｕ

２{
ｐｍ

（３３ａ）

ｇｍｆｐ＝Ｉ１ｐｍ／Ｕｐｍ＝ｉ１ｐ／ｕｐｔ＝ａ１＋３ａ３Ｕ
２
ｐｅｑ３／４

Ｕ２ｐｅｑ３＝Ｕ
２
ｐｍ＋２Ｕ

２{
ｈｍ

（３３ｂ）

混频理论说明，非线性特性可以用幂级数展开为

多项式，关于混频的展开式，采用二项式定理和三角

公式，展开两个信号所包含的多种频率成份，在多种

多样谐波成份中，两个信号（ωｈ，ωＦ）各取其中的一次
谐波成份如式（３２），可以导出含三次幂的等效基波电
导ｇｍｆｈ和 ｇｍｆｐ如式（３３），这个结论和式（８）、（９）的结
论一致；和功率平衡理论得到的等效基波电导完全

一致．
程序展开全体谐波成份不一定都能满足图２微分

方程的平衡，图２的解和图１是完全不同的．对于图１
有ｕ＝ｕｐｔ＋ｕｈｔ，没有非主谐波电压；有非主谐波电流．图
２包含有非主谐波电压；其中主谐波电压 ｕ１＝ｕｐｔ＋ｕｈｔ，
ｕｐｔ≠ｕＦ，ｕ＝ｕ１＋ｕｎｏｎ．表１和表２求出的主谐波只是图２
全体振荡解的主体基本部份．图１电路全体谐波解；其
包含的每一个谐波成份并非都能满足图２微分方程的
平衡，最后必须验证该谐波是否满足功率平衡来确定．
全体成份ｕ有时甚至不包含自振成份 ｕｈｔ，而包含有关
的非主谐波成份．
５２　用相图显示总体输出的振荡解

取例二参数如式（２４），做出微分方程式（１５）关于
变量｛ｕ，ｕ｝的平面投影相图，对应表２四行数据，画出
稳态相图如图９．公共基频 ω０即（ωｈ，ωＦ）的最大公约
数，网络中所有 谐波项均为 ω０整数倍．可见总体输出
振荡解的角频率等于ω０；振荡周期Ｔ＝２π／ω０．对于表２
的数据而言；当自振存在时耦合振荡频率 ω０＝１；振荡
周期Ｔ＝２π／ω０＝６２８ｓ；其相图如图９（ａ）和（ｂ）．当自
振消失时受迫频率 ωＦ ＝１９２１；周期 Ｔ＝２π／ωＦ ＝
（６２８／１９２１）ｓ＝３２７ｍｓ；其相图如图９（ｃ）和（ｄ）．

９００２
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６　结论
　　基波分析法适用于求解自治电路，本文提出主谐
波分析法，普遍适用于各种非自治电路；并用列表数据

对照曲线图形的逐步演变，论述在一定条件下自振荡

分量会消失．导出自振消失时外激幅值与受迫分量的
临界值ＵＦｍｃｒ，Ｕｐｍｃｒ．

主谐波分析法可不列微分方程，根据功率平衡用

相量法求出两个主谐波．并做出自振消失的独立判断，
从而发现程序运行丢失实数解．

本文共提出求主谐波的三种方法：首先用谐波分

析法，求出满足方程平衡的主谐波；其次用功率平衡理

论将网络划分成两个分部，求出主谐波；最后用混频理

论求出两个信号混频后的展开式，其中一次谐波成份

即主谐波，前后共三种方法均能得到共同一致的结论．
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