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� � 摘 � 要: � 本文证明了用 Galerkin 法对波导缝隙特性分析时, Fourier 变换法导出的缝隙外部半空间场的矩阵元素

公式与一般积分法导出的公式是等同的.同时把这两种方法中含有二重积分的公式简化为一重积分形式. 并描述了利

用简化公式的优点.
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Abstract: � This paper demonstrates that in the Galerkin method analysis of waveguide slot� s characteristics the matrix element

expression, obtained by the Fourier method, of the half�space field on the exterior surface of the waveguide slot is equivalent to that ob�
tained by the general integral method. The double integrals in these expressions are reduced to single integrals. The advantages using

the simplified expression are described.
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1 � 引言
� � 波导缝隙特性的理论分析在波导缝隙天线和馈源设计中

具有十分重要的意义. 通过计算,可以给出缝隙的设计参数,

如谐振长度、S 参数等.虽然过去采用过其它数值方法进行研

究,但目前多数研究者采用 Galerkin 法
[ 1~ 4]

, 并且在该方法中

选用的基函数、权函数为三角函数, 这样使计算公式更为简

单.

对于波导宽壁上的缝隙问题的研究, 一般认为波导壁为

无限大的导电平面[ 1~ 4] , 这样可以避免研究的困难 .所以缝

隙向外部空间的辐射为半空间辐射. 在用 Galerkin 法研究波

导宽壁上的缝隙时,求解外部半空间常对应的矩阵元素通常

有两种方法:一般积分法[ 1~ 3] , 和 Fourier变换法[ 4] . 这两种方

法给出的矩阵元素计算公式都是二重积分形式, 我们在研究

中发现, 由于被积函数有伪奇异点, 二重积分收敛较慢, 计算

时间较长.特别是 Fourier 法给出的积分公式, 是含有伪奇异

点的无穷限积分,计算时间更长. 这对波导缝隙特性的快速分

析带来一定困难.如果通过降低计算精度来减少计算时间,将

会导致理论计算结果误差的增大.

为了解决上述问题,本文导出了半空间矩阵元素的一重

积分形式的计算公式,并证明了上述两种方法给出的计算公

式是等同的.这里给出的证明同时也是如何把 Fourier 法中的

计算公式化为一重积分形式时的步骤.通过实际计算发现,采

用一重积分形式的公式计算半空间场矩阵元素, 可以使计算

时间大大缩短.

2 � 两种计算方法
� � 如图 1 所示,对于波导宽壁上的缝隙,一般假设波导壁为

无限大平面, 并且假设缝隙上的场为:

E s
2=  

N

n= 1

E s
2nsin(

n�
2l

( z+ l ) ) x̂ (1)

那么, 波导外部空间磁场的 z 分量为:

H !
z ( x , y , z ) = j� 0 �

s
2

G !
e2zz ( r , r∀) ẑ# ( n2∃ E s

2) ds∀ (2)

其中, n2 是缝隙表面法线矢量; G !
e2zz是满足边界条件 n2∃  

∃ !G !
e2= 0 的半空间并矢 Green函数 !G !

e2的 zz 分量[ 5] .

图 1 � ( a )波导宽壁上缝隙的顶视; ( b)波导宽壁上缝隙的截面

用 Galerkin 法求解式 (1)中的系数 Es 2
n 时, 对于波导缝隙

外部空间的切向磁场 H !
z ( x , y , z ) , 其乘 sin( m�( z + l ) / 2l)后

在 s 2上积分
[ 1~ 4, 6] ,结果称为波导缝隙外部半空间场的矩阵

元素公式[ H
!
z ] mn . [ H

!
z ] mn表达式是四重积分, 其中含有伪奇

异点, 但积分是收敛的. 为了缩短计算时间, 用数值方法计算

它时, 常用的方法是把它化为二重积分.这里简单地描述化为

二重积分的通常方法.
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2�1 � 一般积分法

在矩阵元素[ H !
z ]的公式中做变量替换: z- z∀= !, x - x∀

= ∀,然后对变量 x 和 z 积分,使四重积分化为以下二重积分,

则矩阵元素的表达式为[ 6] :

[ H !] mn= -
2j� 0
k 0

#
(1- (

n
2

#0
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#0
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其中,

f c( n)= &
w

0

( w - ∀) d∀&
2l

0

(2l- !) cos( n�!/ 2l )

∀2+ !2
e- jk

0
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(3b )

f s ( n)= &
w

0

( w - ∀) d∀&
2l

0

sin( n�!/ 2l )

∀2+ !2
e- jk

0
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2�2 � Fourier变换法

当 y= y∀时,式(2)中的函数 !G !
e2zz关于 x 、z 的二维 Fourier

变换为
[7]

:

F( kx , kz ) =
j

4�2k20

k 20- k 2z

k 20- k2x- k 2z

#e- j ( k
x
x∀+ k

z
z∀)+ f 0( kx , kz , x∀, z∀) (4)

其中,奇异项 f 0( kx , kz , x∀, z∀)满足:

� | f 0 ( kx, kz , x∀, z∀) | dx∀dz∀ = 0

在[ H !
z ] mn中G !

e
2
zz用Fourier 反变换表示 ,同时对 x � 、z� 积分,

得到
[4]
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2�3 � 等同的两种计算方法

虽然以上两种方法得到的公式 (3)和 (5)在形式上不同,

但可以证明 ,它们的计算结果是相同的. 以下 证明由式( 5)可

以推出式( 3) .因为不能用通常复变函数的方法化简式( 5)中

的积分,所以, 这里给出的证明也是如何把 Fourier 法中的计

算公式(5)简化为一重积分形式时的重要步骤.

由于,

1
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所以,式(5)可以化为

[ H !
z ] mn=
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其中, I 1( %, ∃) = &
∋
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1
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x
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对于积分 I 1( %, ∃)引入复变函数,

f ( z ) =
2ej | rcos∃| z - ej | w- rcos∃| z - ej | w+ r cos∃| z

z 2

沿图 2 所示的积分路径积分, 当 R ( ∋ 和 r ( 0 时,可以得到:

I 1=

2�
w

( 1-
| rcos∃|

w
) ,

0,

| rcos∃| ∀ w

| rcos∃| # w
(7)

在式( 6) I 2( %, ∃)的积分中,当 n % m 时, 引入复变函数,

f ( z ) =

( z 2- (2�
2l
#0

) 2) 2ej | rs in∃/ 2l| z ) ej | 1- ( rsin∃/2 l) | z ) ej | 1+ ( r sin∃/ 2 l) | z

( z 2- ( m�) 2) ( z 2- ( n�) 2)

其中, 上标号对应 m, n = odd下标号对应 m, n= even. 沿图 3

所示积分路径积分, 当 R( ∋ 和 r (0 时, 可以得到:

I 2=
1
2 &

∋

- ∋

f ( x ) dx =
l ( g2( m, n)+ g 2( n, m) ) ,

0,

| rsin∃| ∀ 2l

| rsin∃| # 2l

(8)

这里, g 2( m, n) =

( m2- (
4l
#0

) 2 ) sin( |
r sin∃
2l

| m�)

m( n2- m2)

图 2 � 积分路径 � � � � � � 图 3 � 积分路径

当 n= m 时, I 2 所表示的积分可以化为以下形式,

I 2=
l
4 &

∋

- ∋

( 1+ (
4l
m#0

) 2 )

k2z- ( m�) 2
g1( kz ) +

(1- (
4l
m#0

) 2) kz

k2z- ( m�) 2
g∀1( kz )

dkz

(9)

其中, g∀1 ( kz )是函数 g1( kz )的导数, 而

g1( kz ) = 2cos(
r sin∃
2l

kz ) ) cos(
rsin∃
2l

- 1) kz ) cos(
r sin∃
2l

+ 1) kz

这里, 上标号对应 m= odd 下标号对应 m= even.

在式( 9)中的第一项积分中引入复变函数,

f ( z )= 2ej | r sin∃/ 2l| z ) ej | 1- ( rs in∃/ 2l) | z ) ej | 1+ ( rs in∃/2 l) | z / ( z 2- ( m�) 2 )

对于式( 9)中的第二项积分 ,引入复变函数,
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f ( z )=
g3 ( z )

z 2- ( m�) 2

这里,

g3( z ) = z ( - 2
r sin∃
2l

ej | r sin∃/ 2l | z ∃ 1-
r sin∃
2l

ej | 1- ( r sin∃/ 2l) | z

∃ 1+
r sin∃
2l

ej | 1+ ( r sin∃/ 2l) | z )

其中, f ( z )和 g3( z )中上标号对应 m = odd, 下标号对应 m=

even. f ( z )沿图 4所示的路径积分, 当 R ( ∋ 和 r ( 0 时, 可以

得到:

I 2=
l
2

�(1- (
4l
m#0

) 2) ( 1-
r sin∃
2l

)cos(
r sin∃
2l

m�)

� - 1
m

(1+ (
4l
m#0

) 2) sin(
r sin∃
2l

m�) , � | r sin∃| ∀ 2l

0, � � � � � � � � � � � � � � � � | rsin∃| # 2l
(10)

最后, 把式 ( 7)、(8) 和 ( 10)代入 ( 6a ) , 并令 ∀= rcos∃, &=

r sin∃,可以得到式( 3) .

图 4 � 积分路径 � � � � � � � � 图 5 � 积分区域

3 � 矩阵元素的计算
� � 当 n 较大时,式 (3)表示的积分 fc( n)和 fs ( n)用数值法

计算收敛比较慢.为了缩短计算时间, 可以化为一重积分. 由

于,

&
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∀
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2
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以及令 ∀= rcos∃, != r sin∃(参看图 5)时, 引入以下函数:
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if 2( a, r0 )= &
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把积分 f c( n)和 f s ( n)化成以下一重积分形式:
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d∃

( 12b)

4 � 结论
� � 通过以上分析知道,对于波导缝隙外部空间场的矩阵元

素的计算, Fourier 变换法与一般积分法给出的含有二重积分

的计算公式是等同的, 它们都可以化为一重积分形式. 利用一

重积分公式计算半空间场的矩阵元素 ,可使计算时间大大缩

短, 更利于对波导缝隙特性的分析.
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