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基于马尔科夫毯约束的最优贝叶斯

网络结构学习算法

谭翔元，高晓光，贺楚超
（西北工业大学电子信息学院，陕西西安 ７１０１２９）

　　摘　要：　本文针对最优贝叶斯网络的结构学习问题，在动态规划算法（ＤｙｎａｍｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＤＰ）的基础上，使
用ＩＡＭＢ算法（ＩｎｃｒｅｍｅｎｔａｌＡｓｓｏｃｉａｔｉｏｎＭａｒｋｏｖＢｌａｎｋｅｔ，ＩＡＭＢ）计算得到的马尔科夫毯对评分计算过程进行约束，减少
了评分的计算次数，提出了基于马尔科夫毯约束的动态规划算法（ＤｙｎａｍｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｗｉｔｈＭａｒｋｏｖＢｌａｎ
ｋｅｔ，ＤＰＣＭＢ），研究了ＩＡＭＢ算法中重要性阈值对ＤＰＣＭＢ算法的各项性能指标的影响，给出了调整阈值的合理建议．
实验结果表明，ＤＰＣＭＢ算法可以通过调整重要性阈值，使该算法的精度与 ＤＰ算法相当，极大地减少了算法的运行时
间、评分计算次数和所需存储空间．
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ａｄｊｕｓｔｉｎｇｔｈｅｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｖａｌｕｅ．ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅＤＰＣＭＢａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎａｄｊｕｓｔｔｈｅｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｖａｌｕｅｓｏ
ｔｈａｔｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｃｏｍｐａｒａｂｌｅｔｏｔｈａｔｏｆｔｈｅＤＰａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ａｎｄｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅ，ｓｃｏｒｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｓ，ａｎｄ
ｍｅｍｏｒｙｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍａｒｅｇｒｅａｔｌｙｒｅｄｕｃｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　Ｂａｙｅｓｉａｎｎｅｔｗｏｒｋｓｔｒｕｃｔｕｒｅｌｅａｒｎｉｎｇ，ｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，Ｍａｒｋｏｖｂｌａｎｋｅｔ，ＩＡＭＢ

１　引言
　　贝叶斯网络（ＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＢＮ）是一种表示随
机变量间依赖和独立关系的网络模型，在目标识别、行

为识别、医疗诊断、威胁评估［１］、敏感性分析等多个领

域有着许多的应用，因此对贝叶斯网络的研究有着重

要的意义．
贝叶斯网络的结构学习是利用相应的方法从样本

数据集中确定贝叶斯网络节点之间的拓扑关系，然而，

从所有可能的网络结构空间中搜索最优的贝叶斯网络

结构已经被证明是一个 ＮＰＨａｒｄ（ＮｏｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＰｏｌ
ｙｎｏｍｉａｌＨａｒｄ，ＮＰＨａｒｄ）问题［２］．我们可以将贝叶斯网络
结构学习的方法分为两大类：近似学习方法与精确学

习方法．近似学习方法只能做到局部最优或接近于最
优网络结构［３］，并不能得到最优的贝叶斯网络结构．随
着研究与应用的发展，对贝叶斯网络结构学习的精度

要求越来越高，于是相应的精确学习方法应运而生．
贝叶斯网络结构的精确学习有很多方面的研究，在

众多已有文献中，基于动态规划的算法因其在中小规模

的贝叶斯网络的结构学习中效果出众，故相关研究较多．
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２００４年，Ｋｏｉｖｉｓｔｏ与Ｓｏｏｄ提出了一种基于节点序的
动态规划算法［４］，但是该动态规划算法的父节点的数

量上限是人为给定的．２００５年，Ｓｉｎｇｈ与Ｍｏｏｒｅ也提出了
类似的动态规划算法［５］，且没有人为限定父节点的数

量上限．２００６年，Ｓｉｌａｎｄｅｒ和 Ｍｙｌｌｙｍａｋｉ提出了一种更为
简洁的动态规划算法［６］（ＳＭＤＰ算法），再次减少了算法
的运行时间，并且扩大了可计算的网络规模．２０１１年，
Ｍａｌｏｎｅ和 Ｙｕａｎ提出了 ＭＥＤＰ算法［７］（ＭｅｍｏｒｙＥｆｆｉｃｉｅｎｔ
ＤｙｎａｍｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＭＥＤＰ），再次提升了算法的效率．
他们利用评分函数的性质对父节点数量上限进行了约

束，之后采用按层存储与计算的方式进行动态规划，极

大地提高了效率．
之后，学习最优贝叶斯网络结构的算法在动态规

划算法以外又有新的进展．
２０１１～２０１３年，Ｙｕａｎ和Ｍａｌｏｎｅ基于最短路搜索问

题的思想［８］，提出了 Ａ算法与 ＡＷＡ算法［９］（Ａｎｙ
ｔｉｍｅＷｉｎｄｏｗＡ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＡＷＡ）．２０１２～２０１７年，
Ｃｕｓｓｅｎｓ等人［１０］基于整数规划的思想，提出了 ＧＯＢＮＩＬＰ
系列算法（ＧｌｏｂａｌｌｙＯｐｔｉｍａｌＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋｌｅａｒｎｉｎｇｕ
ｓｉｎｇＩｎｔｅｇｅｒＬｉｎｅａｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＧＯＢＮＩＬＰ）．这些算法能
够迅速得到网络结构，但是不能保证总是最优的，而使

用动态规划算法可以学习得到最优的网络结构．由此
可见，基于动态规划的算法在学习最优贝叶斯网络领

域中始终占有一席之地．
上述动态规划算法，在无任何约束的情况下，算法的

时间复杂度与空间复杂度均为Ｏ（ｎ２ｎ），除去 Ｋｏｉｖｉｓｔｏ与
Ｓｏｏｄ提出的动态规划算法与ＭＥＤＰ算法外，其余动态规
划算法并未对搜索空间进行约束．这或许是近些年来动
态规划算法没有实质性进展的原因之一．值得注意的是，
Ｋｏｉｖｉｓｔｏ与Ｓｏｏｄ提出的动态规划算法是人为给予父节点
上限，需要专家经验，而ＭＥＤＰ算法利用评分函数性质得
到的约束条件不强，所以，如何通过引入更进一步的约束

来提升动态规划算法效率是值得研究的．
本文通过引入马尔科夫毯这一更强的约束对动态

规划算法的搜索空间进行更为严格的缩减，从而提升

基于动态规划的贝叶斯网络的结构学习算法的效率．

２　动态规划算法原理及其分析
　　贝叶斯网络表示为ＢＮ＝（Ｇ，Ｐ），Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为有向
无环图，其中Ｖ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝为节点集，与领域内的
随机变量一一对应；Ｅ为有向边集，反映变量之间的因
果依赖关系；Ｐ为节点的概率分布，表示节点之间的因
果影响强度．在有向图中，如果从节点ｘｉ到节点ｘｊ有一
条有向边ｘｉ→ｘｊ，则称ｘｉ为 ｘｊ的父节点，ｘｊ为 ｘｉ的子节
点，用Ｐａ（ｘｉ）表示ｘｉ的所有父节点集合，用Ｃｈ（ｘｉ）表示
ｘｉ的所有子节点集合．

基于动态规划的贝叶斯网络结构学习问题，就是

根据完备数据集Ｄ，能够寻找一个最优的贝叶斯网络结
构Ｇ，满足如下式子：

Ｇ∈ａｒｇｍａｘ
Ｇ
Ｓｃｏｒｅ（Ｇ） （１）

其中：

Ｓｃｏｒｅ（Ｇ）＝∑
ｘ∈Ｖ
ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ（ｘ｜Ｐａ（ｘ）） （２）

　　Ｓｃｏｒｅ称为结构评分，ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ称为局部评分．大多
数可分解的评分函数都可以作为Ｓｃｏｒｅ，例如，ＢＤ（Ｂａｙｅｓ
ｉａｎＤｉｒｉｃｈｌｅｔ，ＢＤ）评分、ＢＩＣ（ＢａｙｅｓｉａｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｒｉｔｅｒｉ
ｏｎ，ＢＩＣ）评分、ＭＤＬ（ＭｉｎｉｍｕｍＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎＬｅｎｇｔｈ，ＭＤＬ）
评分等等，当使用 ＭＤＬ评分时，所有相关式子应取最
小值．

需要注意的是，最优的贝叶斯网络结构 Ｇ可能不
是唯一的．多个拥有相同概率分布的贝叶斯网络，称为
等价结构类，并且已经有证明［１１］，互为等价结构类的贝

叶斯网络在上述同一评分函数下具有相同的评分值．
动态规划算法的思想就是将搜索最优贝叶斯网络

这一问题层层分解为寻找最优子网络，直至空节点，并

递归求得最优网络．有核心递归公式：
Ｓｃｏｒｅ（Ｖ）＝ｍａｘ

ｘ∈Ｖ
｛Ｓｃｏｒｅ（Ｖ＼｛ｘ｝）＋ＢｅｓｔＳｃｏｒｅ（ｘ，Ｖ＼｛ｘ｝）｝

（３）
ＢｅｓｔＳｃｏｒｅ（ｘ，Ｖ＼｛ｘ｝）＝ｍａｘ

ＰＳＶ＼｛ｘ｝
ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ（ｘ｜ＰＳ）（４）

　　对于节点集 Ｖ的网络结构评分，可以分解为两部
分：①基于节点集Ｖ＼｛ｘ｝的最优网络评分；②从节点集
Ｖ＼｛ｘ｝中寻找ｘ的最优父节点集，使ｘ的局部评分最大．
进而递归地，对于节点集 Ｖ＼｛ｘ｝可以再次分解，直至分
解为空集．于是，动态规划过程如下：从空集开始，找到
单个变量的最优结构，并根据这些基本结构，为越来越

大的变量集建立最佳子网络，直到找到最优网络为止．４
节点的贝叶斯网络结构的动态规划算法过程见图１．已
有证明［５，６］，动态规划算法的时间复杂度与空间复杂度

均为Ｏ（ｎ２ｎ）．
　　上述即是动态规划算法的核心思路，各学者在具
体的存储评分和搜索方式上进行了不同的探索与尝

试，发展出了不同的动态规划算法，但是最本质的思路

仍是相同的．
基于动态规划的贝叶斯网络结构学习算法需要将

所有的局部评分ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ
ＰＳＶ＼｛ｘ｝

（ｘ｜ＰＳ）提前计算好并存

储［４～６］．对于ｎ个节点的贝叶斯网络，取任意节点 ｘ，剩
下的ｎ－１个节点可以组成 ２ｎ－１个 ｘ的可能父节点集
合，总共需要ｎ２ｎ－１次局部评分计算，这也是最消耗时间
与存储空间的部分．

有些学者提出了优化的方法，例如，Ｓｉｎｇｈ与 Ｍｏｏｒｅ
提出使用ＰＣａｃｈｅ存储结构来优化［５］，但是总共需要计

９９８１
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算ｎ２ｎ－１次局部评分的本质仍然没有改变．Ｋｏｉｖｉｓｔｏ与
Ｓｏｏｄ提出的动态规划算法人为约束父节点数量上限，
但是需要依靠专家经验．Ｍａｌｏｎｅ和 Ｙｕａｎ提出的 ＭＥＤＰ
算法依靠ＭＤＬ评分的性质［７］，使父节点数量上限从 ｎ
－１减少至ｍ＝ｌｏｇ（２Ｎ／ｌｏｇＮ）（Ｎ为样本量），仅仅是少
量地减少了评分计算次数．由此可见，如何在动态规划
算法中引入更强的约束进而提升效率是值得研究的．

３　基于马尔科夫毯约束的动态规划
　　在引出本文的基于马尔科夫毯约束的动态规划算
法之前，需要给出马尔科夫毯及其相关概念．
　　定义１　阻塞：通路 α被节点集 Ｚ阻塞当且仅当：
① α包含一个顺连结构 ｘｉ→ｘｋ→ｘｊ或者包含一个分连
结构ｘｉ←ｘｋ→ｘｊ，中间节点 ｘｋ属于节点集 Ｚ；② α包含
一个Ｖ结构ｘｉ→ｘｋ←ｘｊ，中间节点ｘｋ及其子节点都不属
于节点集Ｚ．
　　定义２　ｄ分隔与条件独立：在贝叶斯网络中，如
果节点ｘｉ和 ｘｊ之间的所有通路均被节点集合 Ｚ所阻
塞，那么就说Ｚ集合ｄ分隔（ｄｓｅｐａｒａｔｅ）ｘｉ和 ｘｊ，也可以
说ｘｉ和 ｘｊ在给定 Ｚ时条件独立，表示为 ｘｉ⊥ｘｊ｜Ｚ
或ＩＤ（ｘｉ，ｘｊ｜Ｚ）．
　　定义３　马尔科夫毯：设贝叶斯网络中一个节点ｘ，
如果集合 ＭＢ（ｘ）可 ｄ分隔 ｘ和其余全部节点，则称
ＭＢ（ｘ）是ｘ的马尔科夫毯，表示为：Ｙ∈Ｖ＼ＭＢ（ｘ）＼
｛ｘ｝，ＩＤ（ｘ，Ｙ｜ＭＢ（ｘ））．

在贝叶斯网络中，马尔科夫毯 ＭＢ（ｘ）直观地表现
为ｘ的父子节点集与ｘ的配偶节点集，有：

ＭＢ（ｘ）＝Ｐａ（ｘ）∪Ｃｈ（ｘ）∪ ∪
ｙ∈Ｃｈ（ｘ）

Ｐａ（ｙ） （５）

　　这一性质将为后文对评分计算的约束起到至关重
要的作用．
３．１　基于马尔科夫毯约束的评分计算

对于式（４）在递归过程中的任意一次调用，有：

ＢｅｓｔＳｃｏｒｅ（ｘ，Ｕ）＝ｍａｘ
ＰＳＵ
ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ（ｘ｜ＰＳ）

显然，ＵＶ＼｛ｘ｝，而满足这样条件的 ＰＳＰａ（ｘ），进而
由式（５）可以得到：ＰＳＰａ（ｘ）ＭＢ（ｘ）．又因为 ＰＳ
Ｕ，所以 ＰＳＵ∩ＭＢ（ｘ）．此外，由马尔科夫毯的定义，
易知：ＭＢ（ｘ）Ｖ＼｛ｘ｝，那么，对于 ｘ的所有的局部评分
ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ
ＰＳＶ＼｛ｘ｝

（ｘ｜ＰＳ）而言，可以得到：

ＰＳＶ＼｛ｘ｝∩ＭＢ（ｘ）＝ＭＢ（ｘ）
上式的意义在于，符合要求的所有 ＰＳ仅在 ｘ的马尔科
夫毯ＭＢ（ｘ）中就可以找到，不需要从 ｘ之外的所有节
点集合Ｖ＼｛ｘ｝中寻找．于是，可以得到最终约束后的 ｘ
的所有的局部评分计算公式：

ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ
ＰＳＶ＼｛ｘ｝

（ｘ｜ＰＳ）ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ
ＰＳＭＢ（ｘ）

（ｘ｜ＰＳ） （６）

对于式（６）可以直观地理解为：删减掉 ｘ基于马尔科夫
毯ＭＢ（ｘ）外的元素的局部评分的计算，仅在马尔科夫
毯中计算ｘ基于其父节点集的评分，从而减少了评分的
计算 次 数，将 总 体 评 分 计 算 次 数 从 ｎ２ｎ－１减 少

至∑
ｘ∈Ｖ
２｜ＭＢ（ｘ）｜．

对于中等规模乃至大规模的贝叶斯网络，这样的

评分次数减少量是相当可观的．试想，如果让每个节点
通过约束都删减掉一个可能的父节点集中的元素，则

计算评分的总次数减少了一半，大大减少了不必要的

评分计算与搜索．
那么，通过此约束来减少评分计算次数的效果与

ＭＥＤＰ算法通过ＭＤＬ评分的性质减少评分计算次数的
效果相比如何呢？在此，需要注意的是，通过马尔科夫

毯约束是对可能父节点集进行了删减，将Ｖ＼｛ｘ｝删减为
ＭＢ（ｘ）；而使用ＭＤＬ评分的性质是对父节点数量上限的
限制，可能的父节点集仍是Ｖ＼｛ｘ｝，只是对于其中的子集
ＰＳＶ＼｛ｘ｝，要求｜ＰＳ｜≤ｍ．对于ｎ个节点的贝叶斯网络，
需要将评分计算次数至少减少一半，如果通过马尔科夫

毯的约束，只需要使每个节点的｜ＭＢ（ｘ）｜≤ｎ－２，即从每
个节点的可能父点集中删除至少１个不属于马尔科夫毯
内的元素，容易实现；如果使用ＭＤＬ评分的性质来减少，

总共需要ｎ∑
ｍ

ｉ＝０
Ｃｉｎ－１次评分计算，有ｍ＝ｌｏｇ（２Ｎ／ｌｏｇＮ）≤

ｎ－１
２ ，若令ｎ＝１１，则Ｎ≤５００，这样少的样本量是不足够

对网络进行学习的，故通过ＭＤＬ评分的性质使评分次数
减少一半是难以做到的，所以通常情况下通过马尔科夫

毯约束的方式减少得更多．
计算马尔科夫毯的算法有很多，在众多算法中，由

于ＩＡＭＢ算法速度快［１２］，时间复杂度最低，计算大样本

数据时更有优势，考虑到本文的目标是减少动态规划

算法的时间，故使用ＩＡＭＢ算法进行约束．
ＩＡＭＢ算法可以通过输入数据集Ｄ与重要性阈值ε
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得到目标变量 ｘ的马尔科夫毯 ＭＢ（ｘ）．重要性阈值 ε
影响了最终计算出的马尔科夫毯的结果，ε越小，结果
越趋于严格，所得的｜ＭＢ（ｘ）｜越小；反之，ε越大，结果
越趋于宽泛，所得的｜ＭＢ（ｘ）｜越大．这一结果势必会影
响之后的局部评分的计算，进而影响整个动态规划过

程，更为详细的分析见第４节．
３．２　加入ＩＡＭＢ算法的局部评分计算

在计算了每个节点对应的马尔科夫毯后，可以根

据式（６），提前计算相应的约束后的全部局部评分
ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ
ＰＳＭＢ（ｘ）

（ｘ｜ＰＳ）．该过程见算法１．

算法１　基于ＩＡＭＢ约束的局部评分计算

计算马尔科夫毯约束下的所有局部评分

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ１Ｐｍａｓｋ＝ｍｋＰｏｓｓｉｂｌｅＭａｓｋ（ＭＢ）
输入：ＭＢ．由ＩＡＭＢ计算出的所有节点的马尔科夫毯
输出：Ｐｍａｓｋ．
０１：Ｐｍａｓｋ← ａｌｌ０／／全置０
０２：ｆｏｒｅａｃｈｘｉ∈Ｖｄｏ
０３：　　ｆｏｒｅａｃｈｓｕｂｓｅｔＭＢ（ｘｉ）ｄｏ
０４：　　　　ｃｏｄｅ＝ＳｅｔＴｏＢｉｎａｒｙ（ｓｕｂｓｅｔ）／／根据集合生成对应的编码
０５：　　　　Ｐｍａｓｋ［ｉ］［ｃｏｄｅ＋１］＝１
０６：　　ｅｎｄｆｏｒ
０７：ｅｎｄｆｏｒ
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ２Ｐｓｃｏｒｅ＝ＣｏｍｐｕｔｅＰａｒＳｃｏｒｅ（Ｐｍａｓｋ，Ｄ）
输入：Ｐｍａｓｋ，数据集Ｄ
输出：Ｐｍａｓｋ．ｎ×２ｎ的矩阵，对应Ｐｍａｓｋ存储评分
０１：Ｐｍａｓｋ← ａｌｌ－Ｉｎｆ／／全置－Ｉｎｆ
０２：ｆｏｒｅａｃｈｒｏｗｏｆＰｍａｓｋｄｏ
０３：　　ＰＳＣｏｄｅ＝ｆｉｎｄ（Ｐｍａｓｋ［ｉ］［］＝＝１）
０４：　　ｆｏｒｅａｃｈｃｏｄｅｏｆＰＳＣｏｄｅｄｏ
０５：　　　　ＰＳ＝ＢｉｎａｒｙＴｏＳｅｔ（ｃｏｄｅ）／／根据编码生成对应的集合
０６：　　　　Ｐｓｃｏｒｅ［ｉ］［ｃｏｄｅ＋１］＝ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ（ｘｉ｜ＰＳ）
０７：　　ｅｎｄｆｏｒ
０８：ｅｎｄｆｏｒ

　　在该过程中，先通过ｎ×２ｎ大小的０／１矩阵Ｐｍａｓｋ记
录对应编码位置的局部评分是否需要计算，置１则对应
编码位置局部评分计算，置０则不计算．Ｐｍａｓｋ矩阵的第ｉ
行第ｊ列（ｊ＝ｃｏｄｅ＋１，ｃｏｄｅ为ＰＳ的二进制编码）的位置
对应于局部评分 ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ（ｘｉ｜ＰＳ）．具体的 ｃｏｄｅ编码
规则为：根据ｘｎ→ｘ１的顺序，对应位置父节点存在记作
１，不存在记作０．例如，以４节点的贝叶斯网络为例，当
需要对ＬｏｃａｌＳｃｏｒｅ

ＰＳ＝｛ｘ１，ｘ３｝
（ｘ｜ＰＳ）进行计算时，有ｉ＝２且 ｃｏｄｅ＝

（０１０１）２，将Ｐｍａｓｋ的第２行第６列置１，表示需要计算对
应的局部评分．

之后对经过马尔科夫毯约束后的 Ｐｍａｓｋ矩阵，产生
Ｐｓｃｏｒｅ矩阵存储对应的局部评分．

通过上述过程，能够将局部评分计算总次数从

ｎ２ｎ－１减少至∑
ｘ∈Ｖ
２｜ＭＢ（ｘ）｜．当评分计算次数减少后，会减

少对应的计算时间，从而使整个算法的耗时减少，也意

味着算法需要存储的评分结果变少，也减少了评分所

占存储空间的大小．
最后，一旦所有需要的局部评分被提前计算好，就

可以根据动态规划算法进行搜索．相应的搜索过程原
理见第２节，具体执行仍按照ＳＭＤＰ算法［６］的搜索过程

执行，该算法的搜索过程经过作者在已有的动态规划

算法上进行了提高，是相当简单、高效而又准确的．
由于本文的方法限制了评分的计算量，使其仅在Ｉ

ＡＭＢ算法得出的马尔科夫毯内计算评分，而 ＩＡＭＢ算
法得出的结果又受其自身重要性阈值ε的影响，可以预
见，本文提出的ＤＰＣＭＢ算法学习得到的贝叶斯网络结
果会随着ε的取值而产生变化，详细说明见第４节．

４　实验及分析
　　本文运行贝叶斯网络结构学习算法的实验环境是
Ｗｉｎｄｏｗｓ１０，ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ７７７００ＣＰＵ＠３６０ＧＨｚ，ＲＡＭ
８００ＧＢ，使用Ｍａｔｌａｂ２０１４ｘ６４进行实验．
４．１　重要性阈值对算法影响的实验及分析

在第３．１节中初步分析可知，ε值会影响本文提出
的ＤＰＣＭＢ算法的各项性能．在此，将研究 ε值对 ＤＰＣ
ＭＢ算法的运行时间、评分函数计算次数、精度和所占
存储空间大小的影响．

需要说明的是，为了回避遍历等价结构类的问题，

本文在评估算法的学习精度时，将通过算法计算出的

网络结构评分与原始网络结构评分误差的百分比来衡

量，用公式表述为：

Ｄｅｖ＝ Ｓｃｏｒｅ（Ｇ′）－Ｓｃｏｒｅ（Ｇ）Ｓｃｏｒｅ（Ｇ） ×１００％ （７）

其中，Ｇ′表示用算法学习出来的网络结构，Ｇ表示原始
网络结构，Ｓｃｏｒｅ为评分函数，在本文中统一使用ＢＩＣ评
分，后文均用此衡量算法精度．由式（７）可知，评分误差
百分比越小，算法的精度越高．

通过多次实验，本文提出的 ＤＰＣＭＢ算法在诸多不
同的贝叶斯网络下，运行时间、评分函数计算次数、精度

和所占存储空间大小四方面都保持了相似的趋势，故

只选取算法在某一特定贝叶斯网络（节点数：１３，有向
边数：２１，参数量：２６２）中的具体数据加以说明，如图２
所示．
　　如图２中，使用 ＤＰＣＭＢ算法对贝叶斯网络的结构
进行学习，算法的运行时间、评分函数的计算次数与所

占存储空间随着重要性阈值ε的增加而迅速增长；由式
（７）计算出的评分误差百分比随着 ε趋于１而逐步下
降，最终稳定趋近于０，也由此可见，精度与时间是算法
中不可兼得的两项指标．
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　　结合３．１节的分析，本文提出的 ＤＰＣＭＢ算法，在
重要性阈值ε趋近于０时，计算所得马尔科夫毯的结果

更为严格，｜ＭＢ（ｘ）｜小，由∑
ｘ∈Ｖ
２｜ＭＢ（ｘ）｜可知计算评分函

数的次数更少，相应的运算时间减少，且存储评分所需

空间减少，另一方面，所得马尔科夫毯的结果严格，意

味着排除的节点较多，本应该计算、搜索的评分排除较

多，算法精度下降；反之则反．实际上，当ε趋近于１时，

｜ＭＢ（ｘ）｜→ｎ－１，由∑
ｘ∈Ｖ
２｜ＭＢ（ｘ）｜可知评分函数的计算次

数更接近于ｎ２ｎ－１，算法的效率更趋近于ＳＭＤＰ算法．特
别地，当ε＝１时，本文提出的 ＤＰＣＭＢ算法理论上等价
于ＳＭＤＰ算法．

值得注意的是，本文的算法并非仅在ε＝１时评分误
差百分比才趋近于０，而是早在ε＝１之前，算法的评分误
差百分比就稳定地趋近于０．在１３个节点的贝叶斯网络
中，该现象在 ０５＜ε＜０６就已经发生了，而此时的
ＤＰＣＭＢ算法运行时间、评分函数计算次数和所占存储空

间大小仍是远远小于ＳＭＤＰ算法学习该网络时的各项指
标．于是，可得出结论，ＤＰＣＭＢ算法可以通过调整ε使其
精度与ＳＭＤＰ算法相当，同时使时间、评分计算次数和存
储空间小于ＳＭＤＰ算法，从而获得比ＳＭＤＰ算法更加良
好的效果．

此外，根据上述规律，对于本文提出的算法，可以

给出如下的调整参数建议：在追求较高学习精度的前

提下，将重要性阈值ε适量调大；在追求较高学习速度
的前提下，将重要性阈值 ε适量调小，具体调整需要根
据实际应用情况进行实验．
４．２　与其他动态规划算法实验对比及分析

此处将 ＤＰＣＭＢ算法与 ＳＭＤＰ算法、ＭＥＤＰ算法进
行运行时间、评分计算次数、精度和所占存储空间大小

的对比．本文中用来进行结构学习的贝叶斯网络的节
点个数ｎ、有向边条数Ｅ、参数量 Ｐ见表格，样本量 Ｎ＝
１００００，所得结果如表１所示（此处 ＤＰＣＭＢ算法的重要
性阈值ε＝０５０）．

表１　三种ＤＰ算法的运行时间与评分函数计算次数的比较

网络参数 运行时间（ｓｅｃ） 评分计算次数 评分误差百分比（％） 存储空间大小（ｂｙｔｅｓ）

ｎ Ｅ Ｐ ＳＭＤＰＭＥＤＰＤＰＣＭＢ ＳＭＤＰ ＭＥＤＰＤＰＣＭＢ ＳＭＤＰ ＭＥＤＰ ＤＰＣＭＢ ＳＭＤＰ ＭＥＤＰ ＤＰＣＭＢ

１０ １４ １４０ １ ２ １ ５１２０ ５０２０ ２４００ ４．１８Ｅ－１３ ４．７７Ｅ－１３ ４．１８Ｅ－１３ ４．２４Ｅ＋４ １．５７Ｅ＋４ ２．１５Ｅ＋４
１１ １７ １７８ ３ ４ １ １１２６４ １０６４８ ２７０４ ２．０４Ｅ－１２ １．０９Ｅ－１２ ２．０４Ｅ－１２ ９．３２Ｅ＋４ ２．８８Ｅ＋４ ２．５４Ｅ＋４
１１ １７ ３７０ １５ ７ ３ １１２６４ １０６４８ ３７１２ ３．６０Ｅ－１２ ３．６０Ｅ－１２ ３．６０Ｅ－１２ ９．３６Ｅ＋４ ２．９１Ｅ＋４ ３．４８Ｅ＋４
１１ １７ ５４８ ２８ １０ ２ １１２６４ １０６４８ ２３６０ ２．０６Ｅ－１２ ８．８１Ｅ－１３ ０．１２ ９．３９Ｅ＋４ ２．８３Ｅ＋４ １．４５Ｅ＋４
１２ ２０ ５３ ３ ７ １ ２４５７６ ２１７９２ ５５０４ ０．００４０ ０．００４０ ０．３５１０ ２．０１Ｅ＋５ ６．１３Ｅ＋４ ５．１０Ｅ＋４
１２ ２０ ２８０ １４ １０ ２ ２４５７６ ２１７９２ ３４８８ ７．５７Ｅ－１３ ２．３８Ｅ－１２ ０．７８ ２．０２Ｅ＋５ ６．０１Ｅ＋４ ３．５７Ｅ＋４
１２ ２０ ４８０ １４ １１ ２ ２４５７６ ２１７９２ ５３７６ ８．２１Ｅ－１３ ２．４９Ｅ－１３ ８．２１Ｅ－１３ ２．０３Ｅ＋５ ５．６３Ｅ＋４ ５．１８Ｅ＋４
１３ ２１ ６４ ６ １５ ２ ５３２４８ ４２９２６ ５５４０ ０．００１９ ０．００２９ ０．００１９ ４．３５Ｅ＋５ １．１４Ｅ＋５ ５．６５Ｅ＋４
１３ ２１ ２６２ ６６ ２５ ５ ５３２４８ ４２９２６ ６５６０ １．５６Ｅ－１３ ３．２３Ｅ－１２ ０．５２９６ ４．３７Ｅ＋５ １．０８Ｅ＋５ ６．６９Ｅ＋４
１３ ２１ ５５３ ３５９ ４１ ４ ５３２４８ ４２９２６ ４１６０ ０．１６ ２．３９Ｅ－１２ ０．１６ ４．４１Ｅ＋５ １．０８Ｅ＋５ ６．３６Ｅ＋４
１４ ２３ １０２ ３０ ３９ ４ １１４６８８ ８１３６８ １０２４０ １．０８Ｅ－１２ ６．６４Ｅ－１３ ０．３０８５ ９．４７Ｅ＋５ ２．２６Ｅ＋５ １．０９Ｅ＋５
１４ ２１ ２８８ ３０１ ５７ ７ １１４６８８ ８１３６８ ８４００ ４．３６Ｅ－１４ １．８５Ｅ－１２ ４．３６Ｅ－１４ ９．４２Ｅ＋５ ２．１４Ｅ＋５ １．９３Ｅ＋５
１５ ２４ １１１ ９８ ９７ １７ ２４５７６０ １４８６２０ ３４８１６ ０．００６９ ０．００６９ ０．００６９ ２．０３Ｅ＋６ ４．３１Ｅ＋５ ３．５３Ｅ＋５
１５ ３０ ３０２ ３３８ １１２ ２７ ２４５７６０ １４８６２０ ３７１８４ １．６２Ｅ－１３ ６．９４Ｅ－１４ １．０２ ２．０３Ｅ＋６ ４．６７Ｅ＋５ ３．７２Ｅ＋５
１６ ２３ １３１ ６１１ ３１８ ２５ ５２４２８８ ２６２１４４ ３６２００ １．２８Ｅ－１２ ２．３９Ｅ－１３ １．２８Ｅ－１２ ４．３４Ｅ＋６ ８．５９Ｅ＋５ ３．９０Ｅ＋５
１７ ２４ １５３ １９５８ １１６３ ４６ １１１４１１２４４７６６１ ４３０７２ ０．００２０ ０．００２０ ０．００２０ ９．２１Ｅ＋６ １．６５Ｅ＋６ ５．３６Ｅ＋５
１８ ２６ １６７ １０２８４ ５６１０ ３２７ ２３５９２９６７４２０６８１２７２３２１．１３Ｅ－１３ ９．７０Ｅ－１３ ０．２０９８ １．９４Ｅ＋７ ３．４８Ｅ＋６ １．４８Ｅ＋６
１９ ２７ １７２ ３１９５４２４５６４ ３５０ ４９８０７３６１１９７０７６１９０４６４１．５９Ｅ－１２ ２．２１Ｅ－１２ １．５９Ｅ－１２ ４．１３Ｅ＋７ ６．９０Ｅ＋６ ２．４１Ｅ＋６
２０ ２５ ２３０ １０６０７８９３１７５ ５３０ １０４８５７６０１８８３６８０１７７４７２ ２．８４Ｅ－４ ６．６５Ｅ－１３ ２．８４Ｅ－４ ８．６７Ｅ＋７ １．３４Ｅ＋７ ２．８２Ｅ＋６
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第　９　期 谭翔元：基于马尔科夫毯约束的最优贝叶斯网络结构学习算法

　　如表 １所示，对于相同贝叶斯网络结构的学习，
ＳＭＤＰ算法用时最多，ＭＥＤＰ算法用时次之，本文提出
的ＤＰＣＭＢ算法用时最少，且在评分计算次数和所占存
储空间大小上有相同的趋势．对于相同节点数的网络
的学习，ＳＭＤＰ算法与ＭＥＤＰ算法有着恒定的评分计算
次数．在算法精度上，除去灰色标注部分的数据，
ＤＰＣＭＢ算法与 ＳＭＤＰ算法的评分误差百分比一致，与
ＭＥＤＰ算法的评分误差百分比不同，但是三者均接近
于０．

由３．１节可知，对于 ＳＭＤＰ算法，评分计算次数是
ｎ２ｎ－１，只受到节点数ｎ的影响，故在相同节点数的网络
下评分计算次数是恒定的；对于 ＭＥＤＰ算法，总共需要

ｎ∑
ｍ

ｉ＝０
Ｃｉｎ－１次评分计算，只受节点数ｎ与样本量Ｎ影响，

故在相同节点数的网络下（样本量均为１００００）评分计
算次数也是恒定的，且通常情况下 ｍ≤ｎ－１，于是有

ｎ∑
ｍ

ｉ＝０
Ｃｉｎ－１≤ｎ２

ｎ－１，故对于同一贝叶斯网络的结构学

习，ＭＥＤＰ算法评分计算次数少于 ＳＭＤＰ算法的次数；

对于ＤＰＣＭＢ算法，评分计算次数为∑
ｘ∈Ｖ
２｜ＭＢ（ｘ）｜，由于网

络结构的不同会得到不同的 ＭＢ（ｘ），故总的评分计算
次数不是恒定的，但是评分计算次数是最少的．正是由
于在评分计算次数这一指标上，ＳＭＤＰ算法最多，ＭＥＤＰ
算法次之，ＤＰＣＭＢ算法最少，所以在与评分计算次数正
相关的算法运行时间与所占存储空间大小两项指标

上，三种算法有着相同的关系．
由于ＤＰＣＭＢ算法的搜索部分仍是采用 ＳＭＤＰ算

法的搜索方式，故当 ＤＰＣＭＢ算法精度逐步提高时，最
终与ＳＭＤＰ算法的精度一致是在意料之中；ＭＥＤＰ算法
则大幅度改进了存储与搜索方式，结果与二者不同，但是

同属于精确学习方法，故评分误差百分比都趋近于０．除
去灰色标注部分，ＤＰＣＭＢ算法精度与 ＳＭＤＰ算法一致，
说明本文提出的算法的确能在一定程度内既能够减少计

算、存储不必要的评分，又能够维持自身算法的精度．
总而言之，三种动态规划算法的评分计算次数理

论最大值均是 ｎ２ｎ－１，ＳＭＤＰ算法自身并未约束，ＭＥＤＰ
算法进行了少量的缩减，本文的 ＤＰＣＭＢ算法在 ε＝
０５０的情况下减少计算量在三者中最多，故三种算法
的评分计算次数依次递减，运行时间和所占存储空间

大小也依次递减．
综上，本文提出的ＤＰＣＭＢ算法对比前两种动态规

划算法在运行时间、评分计算次数和所占存储空间大

小三方面有着相当明显的优势．
对于灰色标注的部分，本文的 ＤＰＣＭＢ算法精度变

低，未达到与ＳＭＤＰ算法精度一致并接近于０的情况，再
单独研究，进行实验，逐步提高ε值使精度逼近ＳＭＤＰ算

法的精度，记录各项指标，所得结果如表２所示．
表２　ＤＰＣＭＢ算法在灰色标注网络中各项指标

网络参数

ｎ Ｅ Ｐ

运行时

间（ｓ）
评分计

算次数

评分误差百

分比（％）
存储空间大

小（ｂｙｔｅ）
ε

１１ １７５４８ ２ ２２０８ ２．０６Ｅ－１２ ２．２３Ｅ＋４ ０．６０
１２ ２０ ５３ ２ ５６９６ ０．００４０ ５．２８Ｅ＋４ ０．５３
１２ ２０２８０ ２ ４８９６ １．８１Ｅ－１２ ４．８２Ｅ＋４ ０．５８
１３ ２１２６２ ９ ６４６４ １．５６Ｅ－１３ ８．９５Ｅ＋４ ０．５５
１４ ２３１０２ ８ ２２０１６ １．０８Ｅ－１２ ２．０７Ｅ＋５ ０．５５
１５ ３０３０２ ５６ ６３２３２ １．６２Ｅ－１３ ６．０４Ｅ＋５ ０．６０
１８ ２６１６７ ５４４ ３４５０８８ １．１３Ｅ－１３ ３．４９Ｅ＋６ ０．６０

　　如表２所示，通过将重要性阈值 ε进一步调高后，
ＤＰＣＭＢ算法的评分误差百分比大多数提高到了与
ＳＭＤＰ算法所得评分误差百分比相同的地步．这也与
４１节的结论相互印证，即：当ε逐渐趋近于１时，ＤＰＣ
ＭＢ算法的精度趋近于ＳＭＤＰ算法，并最终趋于稳定．

此外，将表２所得结果与表１对应网络所得结果相
对比，提高重要性阈值 ε后的 ＤＰＣＭＢ算法的运行时
间、评分函数的计算次数与所占存储空间三项指标均

略有增加，但是仍少于ＳＭＤＰ算法与ＭＥＤＰ算法所对应
指标．综上所述，本文提出的 ＤＰＣＭＢ算法可以通过适
当调控ε，使精度保持不变，所需时间、评分计算次数和
所需存储空间得到极大的减少，这就是本文提出的算

法相较于其他现有优秀的动态规划算法的优势．
最后，对于每个特定的贝叶斯网络，适合达到与

ＳＭＤＰ算法精度一致的ε值是不同的．随着所学习的贝
叶斯网络变得复杂，运行算法的时间也会随之增加，对

ε进行调整的难度会进一步增加．因此，如果并不过分
追求结构学习的精度，反而可以适当减少 ε，从而获得
运行时间与所需存储空间的减少，以提高算法效率．

５　总结
　　本文对动态规划算法的搜索空间进行了约束，使
局部评分计算仅在 ＩＡＭＢ算法得到的马尔科夫毯范围
内进行，删除了节点基于马尔科夫毯之外元素的局部

评分的计算，提出了马尔科夫毯约束的动态规划算法，

即ＤＰＣＭＢ算法．该算法通过约束减少了局部评分的计
算，进而减少了算法所需的运行时间和所需存储空间，

而算法精度则取决于重要性阈值 ε．实验结果表明，增
大重要性阈值ε，ＤＰＣＭＢ算法的运行时间、评分的计算
次数与所占存储空间也会增加，而评分误差百分比会

逐步下降（即精度逐步上升），最终趋近于 ＳＭＤＰ算法
的对应值．对相同的贝叶斯网络进行结构学习，相比已
有文献中表现良好的两种动态规划算法，本文提出的

ＤＰＣＭＢ算法可以通过调整重要性阈值ε到某一特定值
（视不同网络结构而不同），从而使算法的精度与ＳＭＤＰ
算法、ＭＥＤＰ算法的精度相当，而算法所需的运行时间、
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评分计算次数和所需存储空间可以比 ＳＭＤＰ算法、
ＭＥＤＰ算法更少．

最后，结合重要性阈值 ε对算法四种性能指标的
影响规律，我们可以给出使用建议：在追求贝叶斯网络

结构学习精度的前提下，将重要性阈值ε向趋近于１的
方向调整；在追求贝叶斯网络结构学习速度的前提下，

将重要性阈值ε向趋近于０的方向调整．
本文只得到了重要性阈 ε值与四种指标的大致关

系，对于满足需求精度的 ε值选取只能沿大致趋势进
行调整，而具体如何有效地调整 ε值以满足需求精度
的方法仍需要今后的进一步研究．
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