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基于Wigner分布时频遮隔的信号分解算法
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� � 摘 � 要: � 综合特征值分解及Wigner 分布时频遮隔提出了一种信号分解算法, 并推广应用于其他交叉项抑制时

频表示.对于由时频面上互不重叠分量合成的多分量信号, 证明了信号分量可与各分量Wigner分布之和的逆 Fourier

变换的特征值分解相对应;通过阈值法可从抑制交叉项时频表示获得信号时频支撑区域, 以此为模板遮隔Wigner 分

布可减少交叉项并保持自项聚集性,其逆 Fourier 变换的特征值分解就可实现多分量信号分解. 仿真实例分析结果表

明了该理论与算法的正确性和实用性.最后分析了算法性能并拓展了其实用范围.
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Abstract: � Integrating the eigenvalue decomposition( ED) with time�frequency masking( TFM ) of Wigner distribution( WD) ,

an algorithm of signal decomposition was presented, and generalized to other type of TFRs w ith cross�terms reduction. For multi�

component signals, whose components respectively ex ist in the time�frequency ( TF) regions which does not overlapped w ith each

other , it was testified that, signal components may be corresponded to the ED of the inverse Fourier transform ( IFT ) of the summa�

tion of the components� WDs. By thresholding, the TF support regions of the WD� s auto terms maybe obtained from the TF repre�
sentations ( TFRs) with cross�terms reduction; and from WD by TFM , one TFR which reduces the cross�terms and keeps the auto�

terms� concentration may be obtained. Then the ED of IFT of this TFR can achieve multi�component signal decomposition. The re�
sults of simulations and instance illustrated the validity and practicability of the theory and algorithm. Finally, the performance of the

algorithm was analyzed and its application was popularized.
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1 � 引言

� � 奇异值分解在原理上需要无穷多项来精确表示一
个时频分布[ 1, 2] ,但在许多情况下几项就足够达到很高

的精确性,从而实现降噪或分类.Marinovich 和 Eichmann

研究了Wigner分布( WD)的奇异值分解,其结果可应用

于信号探测、分类形状描述及生物医学超声波组织分析

等[ 3] .作为双线性信号综合的特例, Hlawatsch 和 Kratten�
thaler将离散逆WD特征值分解用于信号综合,避免了

混淆和相位模糊[ 4] . Stankovic和 Thayaparan 等使用 S�方
法进行多分量信号分解,并用于高频雷达信号分析

[ 5]
.

WD时频分辨率、能量聚集性均很高, 但分析多分

量信号时不可避免地出现交叉项.对WD进行平滑而构

造新时频分布 (如 Cohen 类双线性时频分布 )、时频重

排、自适应核函数设计等方法[ 6]可抑制交叉项,且都是

在自项保持与交叉项抑制之间折衷. 一般地, 通过简单

阈值法由各种交叉项抑制时频表示均可获得信号WD

自项时频支撑区域,从而以此为模板遮隔WD可得到保

持WD自项聚集性而减少交叉项的时频表示, 即遮隔

WD(MWD) .如果一个二维函数是多个时频不重叠信号

WD之和,那么其逆 Fourier变换的非零特征值及特征向

量可对应于这些信号[ 5] . 本文首先推导了基于 WD 逆

Fourier变换特征值分解的信号分解;然后以自适应核函

数设计时频表示( AOKTFR) [ 9, 10]为例构造了 WD时频遮
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隔算法,并综合前述事实和MWD实现了多分量信号分

解;最后通过仿真实例分析说明了算法正确性与实用

性,并讨论了算法性能及其应用拓展.

2 � 基于 WD与特征值分解的信号分解

2�1 � 信号 WD与特征值分解

设 x ( n)是| n |  N/ 2内时限离散信号,其离散 WD

定义为: [ 2, 7]

Wx ( n , k) = 2 !
N/ 2

m= - N/2

x ( n+ m) x * ( n- m) e
- j 2�

N+ 1m(2k)
( 1)

其逆 Fourier变换为:

x ( n+ m) x
*

( n- m) =
1

2( N+ 1) !
N/2

k= - N/ 2

Wx( n, k) e
j
2�

N+ 1m( 2k)
( 2)

令 n1= n+ m, n 2= n- m,则有

x ( n1) x
* ( n2)=

1
2(N+ 1) !

N/ 2

k= - N/ 2

Wx

n1+ n2
2

, k e
j
2�

N+ 1
k( n

1
- n

2
)
( 3)

当( n 1+ n2) /2 非整数时, 可用曲面拟合等方法插值计

算 Wx ( ( n1+ n2) / 2, k ) .记上式右侧为 RW( n 1, n2) ,则

RW( n 1, n2) = x ( n1) x* ( n2) ( 4)

表示为矩阵形式:

RW= xx * ( 5)

其中, x 是元素为x ( n)的列向量, x * 是 x 的复数共厄

转置, RW是元素为RW( n1 , n 2)的矩阵.

矩阵 RW的特征值分解为:

RW= Q�QT= !
N+ 1

i= 1

 iui ( n) u*
i ( n) ( 6)

其中,  i 和 ui ( n) ( i= 1, 2, ∀, N + 1)分别是矩阵 RW的

特征值和特征向量.

比较式(5)和式 ( 6) ,矩阵 R 可用唯一正特征值分

解,即  2=  3= ∀=  N+ 1= 0.那么有

x ( n) x* ( n) =  1u1( n) u*1 ( n) ( 7)

 1= Ex ( 8)

其中, Ex 为信号x ( n)的能量.则

x ( n) =  1 u1( n) ( 9)

即特征向量 ui( n)与信号向量 x ( n)分别在幅值和相位

方面相差常系数.

图 1 给出了四个时频不重叠高斯 chirp 分量 (图 2

( b~ e ))合成信号(图 1( c) )WD(图 1( a) )的分解结果,

图 1( c , d)表明通过分解所得最大特征值及其特征向量

重构信号基本上恢复了原始信号, WD(图 1( b) )与原信

号WD是一致的.这说明前述理论分析是正确的.

2�2 � 分量WD之和与特征值分解

设信号 x ( n)是由在时频面上互不重叠分量 x i ( n)

( i= 1, 2, ∀, M)合成的,即

x ( n) = !
M

i= 1

x i ( n) ( 10)

其中,每个分量 x i ( n)的WD Wx
i
( n, k)分别位于互不重叠

时频区域 Di, i= 1, 2, ∀, M,即对于 i # j , Di ∃Dj=  .

令 !W( n, k) = !
M

i= 1

Wx
i
( n , k ) ( 11)

则如同式( 2)、式(3) ,上式的逆 Fourier变换为:
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1
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1
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( 12)

将每个分量 x i ( n)的WD Wx
i

( n, k )的逆 Fourier变

换(如式( 3) )代入式(12)并表示为矩阵形式,可得

R!W= !
M

i= 1

xix
*
i ( 13)

其中, xi 是元素为x i ( n)的列向量.矩阵 R!W的特征值分

解为:

R!W= !
N+ 1

i= 1

 iuiu
*
i ( 14)

将特征值由大到小排序,不妨设  1 % 2 %∀% N+ 1.

各信号分量在时频面上互不重叠意味着它们是正交

的.如果所有非零特征值互不相同,那么特征值分解( 14)

是唯一的,且非零特征值项与式(13)一一对应.如同 2. 1,

x i ( n)对应于唯一正特征值  k 及其特征向量 uk,即对于

x i ( n)( i= 1, 2, ∀, M) ,存在唯一 k( 1  k  M) ,使得

 k= Ex
i

( 15)

x i( n) =  kuk( n) ( 16)

且当 k= M+ 1, ∀, N+ 1时,  k= 0.

图 2 给出了四个时频不重叠高斯 chirp 信号分量

(图 2( b~ e) )WD之和(图 2( a) )逆 Fourier变换的特征

值分解结果, 图 2( f ~ i )显示了分解分量与原始分量

(见图 2( b~ e ) )的误差. 显然,分解所得非零特征值及

其特征向量准确地恢复了原始信号分量. 事实上, 分解

所得信号分量 WD之和与图 2( a)所示原始信号分量
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WD之和也是一致的.因此,若消除 WD交叉项并保持

自项聚集性,那么通过逆 Fourier变换的特征值分解就

可以识别多分量信号分量.

3 � 基于 WD时频遮隔的信号分解

3�1 � WD的时频遮隔

无交叉项干扰且尽可能等于各分量 WD之和的时

频表示对于 2. 2节信号分解非常重要.然而,不含交叉

项且具有WD聚集性或充分接近WD聚集性的时频分

布并不存在[ 8] ,所以获得接近WD聚集性并尽量减少交

叉项的时频表示具有重要意义. 一种较为简单的方法

是通过时频遮隔保持WD自项并尽可能消除WD 交叉

项,但需要获得信号各分量时频支撑区域.存在许多可

有效抑制交叉项并保持一些时频分布期望性质的时频

表示,如 Cohen类双线性时频分布、时频重排、自适应核

函数设计等
[ 1~ 3]

.其中, AOKTFR 采用径向高斯核函数,

根据不同类型信号自动确定核函数在模糊平面的形

状;信号自项成份集中在模糊平面原点附近,而交叉项

远离原点;作为一个低通滤波器,最优核函数允许模糊

平面上自项成份通过, 而将交叉项成份抑制. 因此,用

阈值法从 AOKTFR就得到WD自项时频支撑区域,以此

区域为模板对WD进行时频遮隔可获得期望的时频表

示.算法如下:

步骤 1 � 由文献 [ 10] 中的算法计算信号 x ( n)的

AOKTFR Ax ( n, k) ;

步骤 2 � 用硬门阈滤波器对 Ax ( n , k )滤波得到信

号 x ( n)的时频支撑区域,即时频遮隔模板:

z( n , k ) =
1, � if | Ax ( n, k) | %tr

0, � if | Ax ( n, k) | < tr
( 17)

其中, tr 为预设阈值;

步骤 3 � 由式( 1)计算信号 x ( n)的WD Wx ( n , k ) ,

并通过阈值为零的硬门阈滤波去除交叉项负值:

Ŵ( n , k ) =
W( n, k) , if W( n, k) %0

0, if W( n, k) < 0
( 18)

步骤 4 � 将模板 z ( n , k)与 Ŵx ( n , k )相乘得到新的

时频表示 W
&

x ( n , k) ,即MWD:

W
&

x ( n , k) = z ( n, k) Ŵx ( n , k ) ( 19)

显然,所得MWD W
&

x ( n , k )具有与WD相同自项聚

集性,但消除了自项外交叉项和交叉项负值.图 3 给出

了图 1( c) )所示信号 AOKTFR、遮隔模板和MWD,其中

阈值为 AOKTFR最大值 15% .比较图 3( c )和图 1 ( a)、

图 2( a)可以看出,MWD消除了交叉项干扰,其分量聚

集性与WD相同、近似于各分量WD之和.

3�2 � 信号分解算法
MWD消除了交叉项干扰,由 2. 2 节可知,对其逆

Fourier变换进行特征值分解就可以识别信号分量,并重

构信号.算法如下:

步骤 1 � 对信号 x ( n)的MWD W
&

x ( n, k )进行逆

Fourier变换,并计算矩阵 RW
& (式( 12) ) :

RW
&=

1
2( N+ 1) !

N/2

k= - N/2

W
& n1+ n 2

2
, k e

j 2�
N+ 1k( n

1
- n

2
)

( 20)

其中,当( n1+ n2) / 2非整数时,如同 2. 1节通过插值计

算 W
&
( ( n 1+ n2) /2, k) .

步骤 2 � 分解矩阵 RW
&为特征值  i 和特征向量 ui ,

并将特征值从大到小排序,且  1 % 2 %∀% N+ 1;

步骤 3 � 选择前 M 个正特征值及其特征向量重构

原信号x ( n) : ∀x ( n) = !
M

i= 1

 iui ( n) ( 21)

在实际应用中,可取特征值累积率:

!
l

k= 1

 k/ !
r

k= 1

 k %! ( 22)

其中, r 为大于零的特征值数目.一般地, != 95% .

图 4 给出了图 3( c )所示MWD的分解结果, 所得分

量与原分量的误差分别见图 4( a~ d) .显然,四个分量

均被准确识别,可很好地重构原始信号,其WD之和(图
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4( e ))与原始分量WD之和(图 2( a) )、综合信号WD(图

4( f ) )与原始信号WD(图 1( a))基本一致.

4 � 仿真与实例

4�1 � 有噪合成信号

在前两节中,通过无噪合成信号分析验证了理论

和算法的正确性. 对原始信号 (图 1( c ) )加入高斯白噪

声得到信噪比为 3dB的有噪信号,并利用上节算法进

行了分析( 其中阈值为 AOKTFR 最大值的 20% ) , 所得

分量与原分量的误差分别见图 5( e~ h) .由于噪声与交

叉项干扰,WD(图 5( a) )自项被淹没,AOKTFR(图 5( b) )

自项有所扭曲且干扰较为严重,但MWD(图 5( c ) )聚集

性与WD相同而干扰被减少. 分解分量误差有所增大,

但四个信号分量仍然被识别,其和可重构原始信号,而

分量WD之和(图 5( d) )中清晰可见自项因扭曲而有所

畸变.这说明本文算法具有一定的抗干扰能力,可以识

别有噪信号的分量并重构信号以降低噪声.

4�2 � 回声定位信号
大棕色蝙蝠发出回声定位脉冲探测飞行路径上的

障碍物.这种脉冲由瞬时频率( IF)为抛物线性调频脉冲

组成,其解析信号由Hilbert 变换生成 (见图 6( a , b) ) .

AOKTFR、WD及MWD分别见图6( c~ e ) ,显然后者抑制

了WD交叉项.时频遮隔算法阈值为 AOKTFR最大值的

20% .由MWD逆 Fourier变换特征值分解结果见图 6( f ,

g) ,定位信号中两个主要分量被识别出来了;由峰值探

测法[ 11]所得 IF分别见图 6( h , i) ;综合信号的实部和虚

部见图 6( a , b) .

5 � 算法性能分析与应用推广

5�1 � 算法性能分析
从前述算例,特别是分量误差可以看出,本文算法

可较为准确地识别出各信号分量, 且具有一定的噪声

免疫力.一般地, 这些分量基本上是单分量的, 从而易

于计算 IF.由于特征值分解通常较为费时,该方法计算

复杂度较高.

将图 4( e )中分解分量 WD 之和分别与图 3( c )中

MWD比较可知,二者基本上是一致的.事实上,对通过

MWD W
&

x ( n , k)计算的矩阵 RW
& (式( 20) )进行特征值分

解,由正特征值及对应特征向量所得信号分量WD之和
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在最小均方意义下等于函数 W
&

x ( n , k ) .遮隔WD 可以

抑制自项外的交叉项, 但仍保留了自项内的交叉项正

值,从而分解所得分量产生畸变 (见图 5( d) ) .因此,尽

量抑制交叉项并保持与WD相同自项聚集性更为有利,

如 S�方法[ 5] .显然,分解所得分量WD 之和是一种交叉

项抑制并具有与WD相同自项聚集性的时频表示.

基于信号WD逆傅立叶变换与特征值分解构造出

依赖于信号的正交分解,自适应构造信号分量而不需

选定正交基;且当分量能量互不相同(即特征值互不相

等)时这种分解是唯一的.这与一些常用的信号分解方

法有所差别,如:线性变换信号分解
[ 2]
是通过良好构造

且便于应用的正交基来重构信号,如傅立叶变换和小

波变换等;字典信号表示
[ 12]
则严重地依赖于字典元素

选择及元素排序策略, 需根据应用确定字典元素冗余

度;经验模式分解[ 13]是将信号分解为所谓基本模式函

数之和.

5�2 � 基于信号交叉项抑制时频表示的分解

由 1. 1节可知, 矩阵 RW 的特征值分解(式 ( 6) )可

检查任意二维函数 W( n, k )是否为有效WD,但在理论

上任意二维函数 P ( n, k )都可应用 3. 2 节的信号分解

算法,而且由正特征值及对应特征向量所得分量WD之

和在最小均方意义下等于函数 P( n, k) . 因此,任何交

叉项抑制时频表示均可进行类似信号分解,如 AOKT�
FR、伪WD、短时谱、Gabor谱等,但所得分量与原信号分

量可能存在幅值和相位差异,这种差异依赖于所用时

频表示的性质.图 7给出了基于图 5( b)所示有噪合成

信号AOKTFR特征值分解结果. 从图 7( b~ e )可知,所

得分量分别与原信号分量仅仅相差常系数. 虽然所得

分量存在一定程度的畸变,但其WD 之和(图 7( a) )识

别出AOKTFR(图 5( b) )显著部分,减少了干扰,而 AOK�
TFR存在明显噪声.

6 � 结束语

� � 本文采用基于WD时频遮隔逆 Fourier变换特征值

分解实现了由时频面不重叠分量合成的多分量信号的

分解,仿真与实例分析验证了理论和算法的正确性与

实用性.时频遮隔仅减少了WD自项外交叉项,虽然分

解结果受到存在于自项内交叉项和噪声的影响而发生

畸变,但该算法仍然能够识别信号分量而应用于信号

探测或分类等领域. 这种信号分解算法可以推广应用

于其他任何交叉项抑制时频表示, 所得结果可识别信

号分量,但与真实信号分量可能存在依赖于时频表示

自项性质的幅值和相位差异.因此,研究抑制交叉项并

且尽量保持与WD相同自项聚集性的时频表示是非常

必要的.这恰恰是时频分析技术发展的动力[ 6] .
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