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快速超复数傅氏变换和超复数互相关
的新算法及应用
江淑红,郝明非,张建秋,胡 � 波

(复旦大学电子工程系,上海 200433)

� � 摘 � 要: � 超复数把彩色图像作为一个矢量整体进行处理,与传统算法相比, 它能更好地描述图像的色彩关联, 超

复数互相关已广泛应用到彩色图像处理的各个领域. 本文首先分析和介绍了目前的实现二维超复数傅氏变换和超复

数互相关的快速方法,然后通过把超复数按实部和各个虚部展开, 分别进行传统的快速傅氏变换,再把对应的单位虚

向量还原,从而为超复数傅氏变换和超复数互相关提出了一种新的快速算法. 分析表明:本文提出的方法比目前现有

的方法更简单易行,且计算量更小. 最后,本文介绍了我们把超复数互相关技术应用到彩色目标跟踪上获得的一些新

结果.
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Novel Algorithms for Fast Hypercomplex Fourier Transform

and Hypercomplex Correlation with Applications

JIANG Shu�hong,HAO Ming�fei, ZHANG Jian�qiu, HU Bo
( Department of Electronic Engineering , Fudan University , Shanghai 200433, China )

Abstract: � Hypercomplexs encode the red, green and blue channels of a color image as a whole vector for the fo llow process�

ing. Comparing with the traditional methods, the hypercomplex processing methods can better describe the intrinsic co lor relation�
ships of images. Hypercomplex correlation techniques have been widely used in many applications of co lor image processing . This

paper analyzes and introduces the fast algorithms of the 2�D hypercomplex Fourier transform and hypercomplex correlation by using

the traditional complex fast Fourier transforms. And our novel algorithms are proposed, which respectively calculate each part Fourier

transform by FFT algorithm by means of separating a hypercomplex into a real part and other imaginary parts. When reverting the

corresponding unit imaginary operators and combining the results of the real and imag inary parts Fourier transforms, we can get the

hypercomplex results. The analytical results show that our algorithms are easier to implement and have less computing complexity

than the known fast algorithms. Finally some new results by applying hyper complex correlation into object tracking are introduced.
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1 � 引言

� � 过去的一个世纪以来,互相关作为一种信号匹配技

术,几乎应用到所有的数字信号处理领域, 但是其中大

多数都局限于标量信号处理.而很多信号处理的应用都

涉及到多维矢量,过去的算法常常是对各维信号进行标

量处理,然后再简单合成,这样往往达不到很好的信号

处理效果.近年来,超复数的应用就是针对多维矢量信

号处理问题的.例如,在彩色图像处理方面,超复数在多

维空间上把彩色图像作为一个矢量整体进行描述,提供

了更准确的色彩信息.如今, 超复数互相关技术已经应

用到彩色图像的图像配准[ 1]、光谱分析[ 2]、图像数据压

缩和边缘检测
[ 3]
等多个领域.

因为超复数的一些特殊的数学性质(如: 不满足乘

法交换律) ,所以,过去在使用超复数傅氏变换来快速计

算超复数互相关时,需要应用超复数的运算规则重新进

行超复数傅氏变换算法,而不能应用传统的复数快速傅

氏变换( FFT)工具,很不方便. 2000年, T. A. Ell等人提出

了对超复数傅氏变换进行分解变换的方法[ 4] ,把它变成

了两个传统复数傅氏变换对, 这样就可以应用现在的

FFT 工具了.对于超复数互相关,由于不满足相关定律,

所以 T.A. Ell等人又提出一种方法[ 5] ,通过把超复数傅
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氏变换分解成平行和垂直的分量,来计算超复数互相

关.本文分析和介绍了 T. A. Ell等人的方法, 同时提出

了一种新的快速算法, 把超复数按实部和各个虚部展

开,分别进行传统的快速傅氏变换,然后把对应的虚向

量还原,该方法比目前现有的方法更简单易行, 且计算

量更小.

最后,本文介绍了我们把超复数互相关应用到彩

色目标跟踪上的一些工作. 很多目标跟踪算法都是提

取彩色目标的灰度信息作为跟踪特征,丢失了目标的

色彩信息;而目前几乎所有的彩色目标跟踪方法都是

对灰度图像处理方法的简单扩展,大多数都是对 RGB、

YIQ或HSI空间各分量的简单合成,例如,取各分量的

平均值或把各分量分别处理的结果进行相加, 这样的

处理方法不能代表彩色图像的色彩关联. 而使用超复

数互相关的方法, 把彩色图像作为一个矢量整体进行

处理,则提供了目标的完整色彩特征, 对目标的匹配提

供了更多有用信息,可以达到更好的跟踪效果.

2 � 超复数傅氏变换的快速计算

� � 超复数可以看成是复数的推广,它的表达式为:
a1+ a 2i1+ a 3i2+ �+ anin- 1 ( 1)

其中, a 1, a2 , �, an为实数, i1 , i2 , �, in- 1为虚数单位.

超复数把彩色图像作为一个矢量整体进行描述,

彩色图像的 RGB模型可以表示为如下的无实部的纯超

复数:

� � f ( m, n) = R( m, n) i+ G( m, n) j+ B(m, n) k ( 2)

规定:
i2= j 2= k2= - 1

ij = - ji= k, j k= - kj= i , ki= - ik= j
( 3)

超复数乘法满足结合律和分配律,不满足交换律.

超复数的二维傅氏变换和逆变换[ 6]为:

FR ( v , u) =
1

MN
 
M- 1

m= 0
 
N- 1

n= 0

f ( m, n) e
- �2�

mv
M +

nu
N ( 4)

f ( m, n) = F- R=
1

MN
 
M- 1

v= 0
 
N- 1

u= 0

F( v , u) e
�2� mv

M + nu
N

( 5)

其中 �为单位虚向量,可以取强度图像矢量 �= ( i+ j

+ k) / 3.在超复数图像空间,任何色彩向量与 �轴的

平行分量代表该向量的亮度,与该轴的垂直分量代表

该向量的色度[ 4] . ( m, n)和( v , u)分别为时域和频域中

的坐标. 因为超复数的相乘不满足交换律, 所以将式

(4)中的指数项移到 f ( m, n)左边时得到的结果是不同

的,对应的左变换形式为 FL 和F- L .

我们以右变换为例, 介绍一下如何利用现在的传

统复数的快速傅氏变换 (设复数傅氏变换为 FFT, 实数

傅氏变换为 RFT)工具来计算超复数傅氏变换.

设四元超复数(称为四元数)为:

q( m, n) = a( m, n) + b( m, n) i+ c( m, n)j + d(m, n) k

( 6)

其中实部 S( q ) = a,虚部 V( q) = bi+ cj + dk .它的傅氏

右变换为:

FR ( v , u) =
1

MN
 
M- 1

m= 0
 
N- 1

n= 0

( a + bi+ cj + dk)e
- �2� mv

M
+
nu
N

( 7)

2�1 � 分解变换法
T. A. Ell等人提出了一种分解变换方法[ 4] ,通过另

取三个正交的单位虚向量 �1 , �2, �3, 变换四元超复数

的表达式, 从而把超复数傅氏变换, 转变成 2 次复数

FFT 运算.

q= a!+ �1 b!+ �2 c!+ �3d! ( 8)

令 �3= �2�1 ,则:

q= ( a!+ �1b!)+ �2( c!+ �1d!) = q1+ �2q2 ( 9)

根据文献[ 4] ,可以取:

�1= ( i+ j+ k ) / 3

�2= (j - k) / 2

�3= �2�1= ( 2i- j- k ) / 6

( 10)

计算得:

a!= a

b!= ( b+ c+ d) / 3

c!= ( c- d) / 2

d!= ( 2b- c- d) / 6

( 11)

这样,超复数傅氏右变换为:

FR ( v , u) =
1

MN
 
M- 1

m= 0
 
N- 1

n= 0

( q1+ �2q2) e
- �12�

mv
M + nu

N

( 12)

由于 �2
1= i2= - 1,而 q1, q 2都可以看作含有虚数

单位 �1的二元复数,所以可以把式中的单位虚向量 �1

先用 i替换,用传统的复数 FFT 工具计算出 a!+ b!i 的

傅氏变换 q1FFT,然后把它的虚部乘以 �1 ,即可得到:

Q 1( v , u) = real( q1FFT ) + �1∀imag( q1FFT) ( 13)

这样,超复数傅氏变换转变成复数 q1和 q 2的复数

FFT 运算:

� FR ( v , u)= Q1( v , u) + �2Q2( v , u)

= real ( q1FFT) + �1∀imag( q1FFT)

� + �2[ real ( q2FFT) + �1∀ imag( q2FFT) ] ( 14)

因为 �1= �= ( i+ j + k ) / 3,各个虚部相等,所以计算

( �1∀实数)只要进行 1次实数乘法.而 �2= ( j - k )/ 2,

所以计算 �2与四元数相乘, 要进行 2 # 4= 8 次实数乘

法.计算式( 14)共需要 2次复数 FFT 和 10MN 次实数乘

法.

式( 14)给出的是超复数的傅氏右变换, 文献[ 4] 给
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出的是左变换 FL ,左变换时,式(14)要右乘 �2 ,即:

FL= Q1( v , u) + Q2( v , u) �2 ( 15)

值得注意的是,此时 �3= �1�2 ,所以对同样的 �1,

�2, d!的符号相反,有 d!= (- 2b+ c+ d) / 6.类似地,可

由传统复数傅氏逆变换(IFFT)得到超复数傅氏逆变换.

由于计算二维FFT和 IFFT均需要MN∀log2( MN)次

实数乘法[ 7] ,而计算式 ( 11)的∃ 分解变换%需要 3MN 次

实数乘法,所以∃ 分解变换法%计算超复数傅氏变换和

超复数傅氏逆变换的计算量均为:

MN∀( 2log2( MN) + 13) ( 16)

对于彩色图像 RGB模型,因为无实部,所以式 ( 9)

中 q1= b!�1,则计算 Q 1( v , u)只要进行 b!的实数傅氏
变换(RFT) :

Q1( v , u) = real ( bRFT! ) + �1∀ imag( bRFT! ) ( 17)

由于二维实数傅氏变换的算法复杂度为( 0�5MN)∀
log2( MN )

[ 7] ,所以采用∃分解变换法%计算彩色图像的超

复数傅氏变换的计算量为:

MN∀(1�5log2( MN) + 13) ( 18)

而采用彩色图像进行超复数傅氏变换后的结果是

四元数,所以用∃ 分解变换法%对其频域的结果进行超
复数傅氏逆变换的计算量仍然为式(16) .

2�2 � 一种更简单的转换方法
根据分配律, 可以把式 ( 7)展开成四个傅氏变换

项,例如,其中第二个傅氏变换项为:

i
1

MN
 
M- 1

m= 0
 
N- 1

n= 0

b e
- �2� mv

M+ nu
N

( 19)

b为实数,而 �2= i2= - 1,与式( 13)类似的, 可以

用传统实数傅氏变换 RFT 来计算式( 19) :

式( 19) = i ( real ( bRFT) + �∀imag( bRFT) ) ( 20)

这样,就利用 RFT得到了超复数傅氏右变换:

� FR ( v , u) = ( real( aRFT) + �∀ imag( aRFT) )
+ i( real ( bRFT) + �∀ imag( bRFT) )
+ j ( real ( cRFT) + �∀imag( cRFT) )

+ k( real ( dRFT) + �∀imag( dRFT) ) ( 21)

类似的,可利用实数的快速傅氏逆变换( IRFT )得到

超复数傅氏右逆变换:

� F- R ( v , u) = ( real ( A IRFT) + �∀imag( AIRFT) )

+ i ( real ( B IRFT) + �∀imag( B IRFT) )

+ j ( real ( C IRFT) + �∀imag( C IRFT) )

+ k ( real ( D IRFT) + �∀imag( D IRFT) ) ( 22)

而要得到超复数的傅氏左变换 F
L
和左逆变换

F- L ,只要把式( 21)和式( 22)中左乘 i, j , k 变成右乘 i,

j , k ,即可.

计算( �∀实数)只要进行 1 次实数乘法,所以,用本

文方法的计算一个超复数傅氏变换 (或逆变换 ) ,需要 4

次 RFT运算和 4MN 次乘法,计算量为:

MN∀( 2log2( MN ) + 4) ( 23)

对于彩色图像 RGB模型,因为无实部,则对其时域

进行傅氏变换(或逆变换) 只要 3 次 RFT(或 IRFT) 运算

和 3MN 次乘法.用本文方法的计算量为:

MN∀( 1�5log2( MN) + 3) ( 24)

而用该方法对彩色图像经过变换后在频域内的结

果进行超复数傅氏变换(或逆变换 )的计算量仍然为式

( 23) .

本文方法不需要式 ( 10)的单位虚向量替换和式

( 11)的分解变换,要比 T.A. Ell 等人的∃分解变换法%更
加简单易行,而且计算量更小.在进行图像处理时, 若

图像尺寸为 M ∀ N = 320 # 240, log2 ( 320 # 240 ) =

16�2288,则本文方法与∃ 分解变换法%的计算量的比值
为:

式( 24)
式( 18)

=
1. 5 # 16. 2288+ 3
1. 5 # 16. 2288+ 13

= 73. 2% ( 25)

或者:
式( 23)
式( 16)

=
2 # 16. 2288+ 4
2 # 16. 2288+ 13

= 80. 2% ( 26)

3 � 超复数互相关的快速计算

� � 两幅彩色图像的超复数互相关的形式为:

cr ( m, n)= f * g=  
M- 1

x= 0
 
N- 1

y= 0

f ( x , y ) g( x- m, y- n)

(  g 表示 g 的共轭) � ( 27)
它比传统互相关更能体现图像的色彩关联,它表

达了两帧图像色彩之间的映射和旋转, 找到超复数互

相关的模值最大值,可以进行图像配准,同时得到色彩

的旋转轴和旋转角度信息[ 1] ,减少光照变化等的影响,

还可以反向旋转,进行图像色彩校正.

下面介绍如何利用传统 FFT工具来计算超复数互

相关.

3�1 � 分解垂直平行向量法
超复数乘法不满足交换律,所以彩色图像超复数

互相关不满足相关定律, 不能由两幅图像各自的傅氏

变换相乘的逆变换得到.对于纯四元数 q,可以把它分

解为:与另一纯四元数 p 平行和垂直的向量[ 5] :

q
&
= ( q+ pqp ) /2, q

&
& p

q
∋
= ( q- pqp) /2, q

∋
∋p

( 28)

对于实部不为 0的四元数,把它的虚部 V( q)按式

( 28)分解为 V
&
( q )和 V

∋
( q ) ,而把其实部 S ( q)加在平

行分量上:

q
&
= V

&
( q )

q
∋
= S( q) + V

∋
( q) ( 29)

分解向量的乘法运算满足如下关系:
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pq
&
= q

&
 p , pq

∋
= q

∋
p ( 30)

计算 pqp ,需要 3# 3+ 4 # 3= 21 次实数乘法,所以

一次分解垂直平行向量需要 21 次实数乘法.

T.A. Ell和 S. J. Sangwine等人提出一种方法, 通过

把超复数傅氏变换分解成和强度图像矢量 �平行和垂

直的分量,来计算超复数互相关[ 1, 5, 8] ,以下给出两种形

式:

cr( m, n ) = F
- R F

R
( v , u ) G

R

∋ ( v , u) + F
R

F
R
( v , u ) G

R
& ( v , u)

( 31)

cr( m, n) = F
- R F

R
( v , u) G

L

∋( v , u )+ F
- R

( v , u ) G
L

& ( v , u) ( 32)

(其中 G∋ ( v , u) ∋ �, G & ( v , u) & �)

式( 31)一共要进行 2次彩色图像的超复数傅氏变换

(计算量为式( 18) ),对频域结果进行傅氏变换和傅氏逆

变换各 1次 (计算量为式( 16) ), 2MN 次四元数乘法和

MN 次∃分解向量%运算,而两个四元数相乘( FR GR ) ,要
进行 4 # 4= 16次实数乘法,综上得,式(31)计算量为:

MN (2 # 16+ 21) + MN( 7log2( MN) + 52)

� � = MN∀(7log2( MN) + 105) ( 33)

式( 32)要进行 2 次彩色图像的超复数傅氏变换, 1

次彩色图像的超复数逆傅氏变换(因为 RGB模型无实

部,所以计算量也为式( 18) ), 1 次对频域结果的傅氏逆

变换, 2MN 次四元数乘法和MN 次∃ 分解向量%运算,所
以式(32)计算量为:

MN (2 # 16+ 21) + MN( 6. 5log2( MN) + 52)

� � = MN∀(6. 5log2( MN ) + 105) ( 34)

3�2 � 另一种简单的转换方法
对于彩色图像,我们把式( 27)的超复数互相关展开

得:

cr ( m, n) = f * g =  
M- 1

x= 0
 
N- 1

y= 0

[ ( f R( x , y ) i + fG ( x , y ) j + f B ( x ,

y ) k) ( - gR( x- m, y- n) i- gG( x - m, y-

n) j - gB ( x- m , y- n) k) ] ( 35)

cr=  
M- 1

x= 0
 
N- 1

y= 0

[ f R ( x , y ) gR( x- m, y- n)+ fG ( x , y )

∀gG( x- m, y- n) + f B ( x , y ) gB( x- m, y- n) ]

+ i  
M- 1

x= 0
 
N- 1

y= 0

[ fB ( x , y ) gG ( x - m, y- n)

� - fG ( x , y ) gB ( x - m, y- n) ]

+ j  
M- 1

x= 0
 
N- 1

y= 0

[ fR ( x , y ) gB ( x - m, y- n)

� - fB ( x , y ) gR ( x - m, y- n) ]

+ k  
M- 1

x= 0
 
N- 1

y= 0

[ fG ( x , y )gR( x- m, y- n)

� - fR ( x , y ) gG ( x - m, y- n) ] ( 36)

对上述的每一个求和项, 可以先用传统实数傅氏

变换 RFT,再进行复数傅氏逆变换 IFFT 快速求解.以第

2项为例:

第 2项= i∀IFFT[ f BRFTgGRFT- f GRFTgBRFT] ( 37)

两个复数相乘 ( FB GG ) ,要进行 2 # 2= 4次实数乘

法.用本文方法求解两幅彩色图像的超复数互相关,需

要 6 次 RFT, 4次 IFFT运算和 9MN 次复数乘法, 计算量

为:

MN( 7log2( MN) + 36) ( 38)

本文方法比∃ 分解垂直平行向量法%简单得多, 计

算量也更少,若图像的尺寸为 MN = 320 # 240, 则两种

方法算法计算量的比值为:

� 形式一:
式(38)
式(33)

=
7 # 16. 2288+ 36

7 # 16. 2288+ 105
= 68. 4% ( 39)

� 形式二: 式(38)
式(34)

=
7 # 16. 2288+ 36

6�5 # 16. 2288+ 105
= 71. 1% ( 40)

4 � 目标跟踪的应用

� � 超复数互相关技术已经应用到彩色图像的图像配

准[ 1]、光谱分析[ 2]、图像数据压缩和边缘检测[ 3]等多个

领域.而我们第一次把超复数互相关应用到彩色目标

跟踪上来.

我们用以目标中心位置( xc , yc)为中心的椭圆表示

目标
[ 9]
.跟踪过程中若发生部分遮挡,总是目标的边缘

被阻挡,为了增强对部分遮挡的抗干扰能力,越远离目

标中心就应该赋予越小的权值,所以对每一点  i 进行

中心距离加权:

wd(  i ) = 1- d 2
i ( 41)

为了保证特征具有各向同性, 所以把椭圆内各像

素的距离归一化到单位圆内,则有:

di= ( ( x i- xc) / Lx )
2
+ ( ( y i- yc ) / Ly )

2
( 42)

(其中 LX 和LY 为目标椭圆的横轴和纵轴)

设图像目标模板为 f (  ) ,  = ( x , y )表示目标像素

的坐标,第 k 帧图像待匹配图像为g (  + !) , != ( m,

n)表示匹配点在图像中的相对移动. f (  )和 g(  + !)

都是彩色图像的 RGB超复数形式.

因为互相关的配准曲面过于平滑, 没有明显的峰

值,所以在图像匹配中使用∃ 超复数相位互相关% [ 1] ,即
在频域中把互相关的结果除以模值,表示为:

C∀(f , g) = F
- R CR( v , u)

| CR( v , u) |
( 43)

找到 C∀(f , g)的模值最大值,即为图像匹配点. 由

于可以使用快速傅氏运算,大大提高了运算速度, 所以

在目标跟踪中可以在一定的搜索区域内采用∃ 遍历搜

索%进行目标模板匹配,同时满足实时性要求.
第 k 帧图像中,图像匹配的搜索区域以第 k- 1 帧

的目标位置为中心.做∃相关%运算,要求两幅图像必须
尺寸一样,我们通过把模板椭圆之外的像素补零,把目
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标模板从椭圆尺寸扩充到搜索区域尺寸. 所以目标图

像的权值为:

#f (  )=
wd (  i) = 1- d2i , (椭圆内,中心距离加权)

0, (其他像素不参与匹配, 权值为 0)

( 44)

对于待匹配图像, g(  )在搜索范围内的每一个像

素都要参与图像匹配,所以对所有像素 #g(  ) = 1;如图

1 所示:

值得注意的是,由于第 k帧图像待匹配图像为g( x

+ m, y+ n) ,所以匹配的是 cr ( - m, - n) ,在运算中以

下面所示矩阵的右下角为起点.

� � 使用超复数互相关的方

法,把彩色图像作为一个矢

量整体进行处理, 提供了比

传统方法更多更准确的色彩

信息, 体现了图像之间的色

彩关联, 优于传统的实数匹

配的目标跟踪方法. 图 3 给

出了一个车辆跟踪的实验例

子.跟踪目标为蓝色小车,而在第 k 帧图像中又有一辆

与蓝色小车形状相同的红色小车. 我们把色彩度转化

为灰度:

� � f ( x , y ) = ( R( x , y ) + G( x , y) + B( x , y ) ) /3 ( 45)

然后采用传统的实数互相关匹配进行目标跟踪,

则得到归一化的相位互相关的曲面如图 3( d)所示,相

位互相关的最大值为红色小车所在位置, 发生了误匹

配.

而如果我们采用本文提出的中心距离加权的超复

数互相关匹配进行目标跟踪, 彩色图像表示为超复数

形式,则归一化的超复数相位互相关的曲面如图 3( e )

所示,最大值为蓝色小车所在位置,跟踪目标正确. 而

且可以看出,图3( e)的曲面比图 3( d)平坦得多,这是因

为应用了∃ 中心距离加权%,增强了抗干扰能力的缘故.

分析该跟踪实验的色彩数据表明,红色小车的红色

( R)分量值很大,但绿色( G)和蓝色( B)分量的值较小,

使得经过式( 45)进行 RGB分量平均后,灰度值和蓝色

小车的目标模板就差不多了,而第 k 帧图像中的蓝色

小车的每一个分量值都比目标模板小一些,所以采用传

统的实数互相关匹配,会导致目标的误匹配. 而超复数

互相关匹配,就可以避免这种情况.

∃超复数互相关%只是作为一个目标跟踪的匹配准

则,该方法还可以和其它一些目标跟踪的策略相结合,

以达到更好的跟踪效果.如:可以对目标的色彩和形状
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信息进行数据融合,可以对跟踪目标进行运动估计,也

可以插值比较分析进行目标模板的变尺度更新,一些实

数空间中的目标模板的更新策略和方法同样也可以应

用到超复数空间来.

5 � 结束语

� � 超复数的应用主要是针对多维矢量信号处理问题

的.在彩色图像处理方面,超复数互相关技术已经应用

到图像配准等多个彩色图像处理领域.本文分析和介绍

目前的利用传统 FFT 工具实现超复数傅氏变换和互相

关的方法,同时提出了另外的快速算法,该方法比目前

的快速算法更加简单易行, 而且计算量更小: 对于 320

# 240 的彩色图像, 分析的结果表明: 本文方法分别比

目前的超复数傅氏变换和超复数互相关快速算法的计

算量减少了 20%和 30% . 本文还介绍了如何把超复数

互相关应用到彩色目标跟踪上的一些工作.该方法把彩

色图像作为一个矢量整体进行处理,提供了目标的完整

色彩特征,同时与∃目标中心距离加权%相结合来提高目

标跟踪的抗干扰能力,更好地实现了对彩色目标的准确

跟踪.
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