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摘 要: 本文将准正交高阶叠层矢量基函数用于时域电磁场积分方程( TDIE) ,求解了三维金属目标的时域电磁

散射问题.准正交高阶叠层矢量基函数定义在曲面四边形单元上, 并且不要求网格为规范网格, 给复杂目标的几何建

模和电磁建模带来很大方便.在空间上利用伽略金方法、时间上采用点匹配法求解时域电磁场积分方程, 并采用隐式

时间步进算法,数值计算结果表明了该方法求解时域积分方程的精确性、高效性与稳定性.
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Abstract: The near orthogonal hierarchical vector basis functions are used for solv ing three dimensional time domain electro

magnetic integral equations ( TDIE) of the metallic object. This basis functions are defined on the bilinear quadrilateral, and not re

quire the patches conform which will make the geometry modeling easy. Those bases are implemented with Galerkin s method in

space and point match in time domain for the so lution of TDIE, and the implicit matching on time method is used in this paper . Sim

ulation results are given to show the high accuracy, efficiency and stability of this method.
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1 引言

采用时域电磁场积分方程方法(TDIE) 计算均匀媒

质中理想导体目标的时域电磁问题具有精度高、未知量

少等优点
[ 1~ 5]

,是目前工程时域电磁场分析最主要的方

法之一.但是,传统的基于低阶基函数(如 RWG[ 6] , Roof

top基函数)的 TDIE存在计算复杂度高、存储量大的问

题,严重地影响了 TDIE的广泛应用.此问题的解决办法

之一就是使用高阶方法减少未知量,以达到降低计算量

和存储量的目的.所谓高阶方法即是在空间上采用高阶

大贴片曲面拟合目标的散射表面,并采用高阶基函数来

描述目标表面上的感应电流.目前, 己有多位学者将高

阶方法用到TDIE中[ 7~ 9] , 并获得了较好的计算精度和

计算效率.但传统的高阶方法使用的空间基函数多为高

阶插值基函数,而在应用高阶插值基函数时,不同单元

的阶数必须保持一致,而且阻抗矩阵的条件数会随基函

数阶数的增加而快速增加[ 10] . 文献 [ 11] 提出一种准正

交的高阶叠层矢量基函数,并将其用于频域电磁场积分

方程中,取得了较高的计算效率.该基函数自动满足电

流连续性,并且不同的基函数之间具有准正交性, 使得

对应的频域阻抗矩阵具有良好的条件数,迭代求解时具

有很好的收敛性.此外, 这种新型基函数不仅可以大大

降低未知量数目,提高矩阵的填充效率,不同单元还可

以选取不同阶数,极大的方便了几何建模与电磁建模.

本文将采用这种新型的高阶叠层矢量基函数作为空间

基函数来求解时域电磁场积分方程;除具有频域积分方

程方法相同的优点外,还极大地加速了时域积分方程矩

量法的时间和空间积分运算.本文通过典型的数值计算

实例证明了该方法的高效性、精确性与后时稳定性.

2 准正交的高阶叠层矢量基函数

假设散射体表面由曲面四边形单元进行拟合,并且

每个单元的局部坐标定义在区间- 1  u, v  1 上,则单

元上任一点的时域电流可表示成:

Js( u , v ; t ) = Jsu( u, v ; t ) au+ Jsv( u , v ; t ) av ( 1)

其中, au= r/ u 和 av= r / v 为协变单位矢量. r ( u ,

v )为单元上与空间坐标 r( x, y, z)相对应的局部参数坐

标.不失一般性, 当采用准正交的高阶叠层矢量基函
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数时,可将 u方向的电流展开为:

Jsu( u , v ; t ) = !
M u

i= 0
!
N v

j = 0

I
u
ij ( t )f ( r)

=
1

s( u , v ) !
Mu

i= 0
!
N v

j = 0

Iu
ij ( t) !Ci!P i ( u) CjPj ( v ) ( 2)

其中 Iu
ij ( t )为与时间相关的待求系数. Mu 与Nv 分别是

!P i( u)和 Pj ( v )展开阶数. Pj ( v )为勒让德多项式:

Pj ( v ) =
1

2jj !

d

dvj
( v 2- 1) j ( 3)

!P i ( u)为修正勒让德多项式:

P
^

i( u) =

1- u,

1+ u,

P i( u) - P i- 2( u) ,

i= 0

i= 1

i ∀2

( 4)

s( u , v ) = | au # av |为曲面建模时的雅可比因子. !C i 和

Cj 是与 !P i ( u)和 Pj ( v )相对应的尺度因子:

!Ci=
3/ 4,

0 5 ( 2 i- 3) ( 2i+ 1) / ( 2 i- 1) ,

i= 0, 1

i ∀2
( 5)

Cj= j + 1/2, j = 0, 1, ∃, Nv ( 6)

Jsv与式( 2)类似,只需要将式(2)中的 u 与v 互换即可得

到.另外,为了满足电流展开与电荷展开的完备性,基

函数的阶数M 和N 最好满足M u= N v+ 1[ 12] .

3 时域电磁场积分方程及其时间步进算法

假设 S 表示位于均匀介质中的理想导体表面,瞬

态入射场电场 Einc( r , t)将在理想导体表面 S 上产生感

应电流 J ( r, t )和感应电荷 ( r , t ) ,而 J ( r , t )又要产

生散射电场 Escat ( r , t )和散射磁场 Hscat ( r, t ) .利用理

想导体表面切向电场和磁场的边界条件, 可以得到时

域积分方程为:

n# E inc( r, t ) = n #  A( r , t)
 t

+ ∀ ! ( r, t ) , r % S ( 7)

n# H
inc

( r, t ) =
J( r , t)

2
-

1
∀n# ∀ # A( r , t ) , r % S ( 8)

其中 n为理想导体表面S 的单位外法向矢量,而矢量

位 A( r, t )和标量位 !( r , t )分别为:

A ( r, t ) =
∀
4#&s

J ( r∋, t- R/ c )
R

dS∋ ( 9)

! ( r, t ) =
1

4#∃&s

( r∋, t- R/ c)
R

dS∋ ( 10)

其中 J( r , t)与 ( r , t)满足电荷守衡. R= | r- r∋|为场

点 r 与源点r∋之间的距离, ∃和∀分别为散射体周围介

质的介电常数和磁导率,而 c 为电磁波在其中的传播

速度.

为利用空间基函数 f n( r ) ( n= 1, 2, ∃, N )和时间基

函数 Tl ( t) ( l= 1, 2, ∃, N 1) ,可以将散射体表面上未知

的感应电流 J( r , t)表示为:

J( r , t) = !
N
l

l= 1
!
N

k= 1

I l
kT l( t) fk ( r)

= !
N l

l= 1
!
N e

n= 1

1

s( n, v ) !
M u

i= 0
!
Mv

j = 0

I l , u
n , i, jauTl ( t) !Ci!P i ( u) CjPj ( v )

+ !
Mv

i= 0
!
Mu

j = 0

I l , v
n , i, javT l( t ) !C i!P i ( v ) CjPj ( u) ( 11)

其 I l
k 中为与时空基函数f n( r ) Tl ( t )相关的待求加权系

数, N、Ne、N l 分别表示未知量个数、单元数和时间迭代

步数.在本文中,时间基函数 Tl ( t ) = ( t- l%t ) ( %t 为

时间步长 ) 选为三角形基函数[ 13, 14] , 而空间基函数

f n( r )则选为前面介绍的准正交的高阶叠层矢量基函

数.将式( 11)代入式( 7) 和( 8) ,并在空间上采用伽略金

方法,时间上采用点匹配方法(时间匹配点为 k%t )可以

得到时间步进算法的递推公式:

ME
0(Jk= VE, inc

k - !
k- 1

l= 1

ME
l (Jk- l ( 12)

MH
0(J k= VH, inc

k - !
k- 1

l= 1

MH
l (Jk- l ( 13)

其中各参量表示为:

Jk ( m) = Ik
m ( 14)

ME
l ( m, n ) = ∀&s

m
&s
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 T ( t )
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MH
l ( m, n) = 2#T ( l%t )&s

m
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m
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fm( r )

n # f n( r∋) # R

R3 T ( t) +
R
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VE, inc
k ( m) = 4#&s

m

Einc( r , tk) (f m( r) dS ( 17)

VH , inc
k ( m) = 4#&s

m

[ n # H inc( r , tk ) ](fm( r ) dS ( 18)

而时域混合场积分方程的离散形式可以表示为:

MC
0(Jk= VC, inc

k - !
k- 1

i= 1

MC
l (Jk- l ( 19)

其中: MC
l = &ME

l + (1- &) MH
l , l= 0, 1, 2, ∃ ( 20)

VC , inc
k = &VE, inc

k + ( 1- &) VH inc
k ( 21)

这样,通过在时间步上递推求解式( 12)或 (13)或( 19)来

获得所需的每一时间步上的感应电流密度.

4 数值算例

本节中,假定入设电场为:

Einc( r, t ) =
4x̂

T #
exp( - ∋2) ( 22)

入射方向为- ẑ , 其中 ∋= 4 ( ct - ct 0- r( k ) / T , ct =

60m, T= 4m,并取时间步长 %t= 0 5ns.
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图 1所示为一 2m # 2m的理想导体平板中心处时

域感应电流的 x 分量.图中分别给出了采用 Roof top基

函数和采用2阶基函数得到的结果,并给出将频域解进

行逆傅立叶变换( IDFT) 得到的结果进行比较. 当采用

Roof top 基函数时,平板由 100个四边形单元进行拟合、

180个未知量;而采用2 阶基函数时,平板由 9个四边形

单元进行拟合、未知量个数降为 60.从图中可以看出,

使用 2阶的准正交高阶叠层矢量基函数得到的时域电

流与使用 Roof top基函数得到的结果相吻合,并与采用

IDFT得到的结果相同,而使用 2 阶的准正交高阶叠层

矢量基函数使得未知量的个数减少了 2/ 3.

另一个例子为半径 1 0m的理想导体球采用时域混
合场积分方程( TDCFIE) 得到的结果.当采用 Roof top 基

函数,剖分单元的边长取为 0. 2m时,得到 451 个曲面单

元、902个未知量;当采用 2 阶基函数时,剖分单元的边

长取为 0 6m时,得到 52个曲面单元、416个未知量.图 2

中给出观察点( 1 0m, 78 75), 90)) 处的总电流随时间的
变化情况,计算了 20000个时间步( 10000ns) ,以考察该算

法的精度及后时稳定性.从图 2可以看出, 当采用准正

交的高阶叠层矢量基函数时,所得结果与采用低阶基函

数得到的结果一样具有很好的稳定性和精确性.

为进一步说明采用本文算法的效率, 我们将增加

所计算目标的尺寸,以考察该算法的高效性.

图 3所示的为中心位于原点、半径 2 5m的理想导
体球的时域电流结果.图中给出了采用 Roof top 基函数

与分别采用 2阶基函数、3阶基函数和 4 阶基函数的计

算结果,均采用的是时域混合场积分方程,表 1给出了

该算例在计算中的主要计算参数. 通过表 1可以看出,

使用准正交的高阶叠层矢量基函数可以大幅度减少未

知量个数,减少时域阻抗矩阵的存储量以及求解的计

算量,而通过图3可以看出当采用不同阶数的准正交高

阶叠层矢量基函数时,所得到的时域电流和采用 Roof

top基函数得到的曲线完全重合,说明使用较高阶的准

正交高阶叠层矢量基函数时仍然具有很高的计算效率

和精确的计算结果.需要说明的是,在表 1中,当使用高

阶基函数时,随着基函数阶数的增加, 时域阻抗矩阵的

填充时间会有所增加, 这是因为在采用高斯积分计算

时域阻抗矩阵时, 积分点的个数会随着基函数阶数的

增加而快速增加, 因而会使得阻抗矩阵的计算时间有

所增加.如果将文献[ 15] 的方法进行改进, 并与本文所

用方法结合,可有效地降低时域阻抗矩阵的填充时间,

并且会随着基函数的阶数增加而减少.这也是下一步

我们将要研究的工作. 当阶数增加时, 阻抗矩阵的存储

量和求解的计算量都会有所增加,这是因为当基函数

阶数增加时,时域阻抗矩阵的稀疏度会降低,从而使存

储量和求解的计算量有所增加.

表 1 中心位于原点,半径 2 0m 的球体当使用

不同阶数的基函数时的各项计算参数

Roof top

基

2阶

基函数

3阶

基函数

4阶

基函数

剖分单元边长(米) 0. 2 0. 67 1.1 1. 5

曲面四边形单元数 2431 230 102 52

未知量 4862 1840 1836 1664

阻抗矩阵的存储量(兆) 1635 366 459 467

阻抗矩阵的填充时间(秒) 9851 1456 2955 4610

迭代求解 200ns 的时间(秒) 10120 1828 2079 3367

图 4给出理想导体的锥球联合体在采用高阶基函

计算得到的时域感应电流.此时入射电场- Z
^
由方向入

射, ŷ 方向极化.若用 Roof top 基函数, 采用曲面四边形

单元拟合目标表面,将产生 1788个单元,未知量个数达

到 3576,内存需求为 1119MB,填充时域阻抗矩阵所需时

间为 5386s,求解至 200ns用时 9003s;而用 2阶的高阶叠

层矢量基函数,未知量个数为 1688,时域阻抗矩阵的存

储量为 344MB,阻抗填充用时 1214s,求解至 200ns 用时

2437s.从图 4中可以看出,采用 2 阶的准正交高阶叠层

矢量基函数得到的时域电流与采用 Roof top 基函数的

结果完全相同,而采用高阶基函数,使得未知量减少了

52 8% , 阻抗矩阵的存储量减少了 69 3% , 阻抗矩阵的

填充时间减少了 77 5% ,迭代求解时间减少了 72 9% ,

可见该方法具有非常高的计算效率.
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5 结束语

本文将准正交高阶叠层矢量基函数用于时域电磁

场积分方程并采用隐式时间步进算法求解三维理想导

体目标的时域电磁散射问题. 通过计算实例证明,将准

正交高阶叠层矢量基函数用于求解时域电磁场积分方

程的时间步进算法, 不但大幅度地降低了未知量数目、

时域阻抗矩阵存储量, 还大幅度地减少时域阻抗矩阵

的填充时间;与采用低阶基函数相比, 在大幅度降低计

算量的同时, 基于准正交高阶叠层矢量基函数的求解

时域积分方程的时间步进算法仍然具有很好的精确性

和后时稳定性,在解决大尺寸目标时域电磁散射问题

时具有较大优势.
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