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矩量法中阻抗矩阵的稀疏化研究

任 　仪 ,聂在平 ,赵延文 ,马文敏
(电子科技大学电子工程学院 ,四川成都 610054)

　　摘 　要 : 　将高阶叠层矢量基函数及最大正交高阶矢量基函数应用于电磁场积分方程方法 ,提出将阻抗矩阵按稀

疏阵处理的方法. 通过文中的处理 ,使得存储阻抗矩阵的内存需求量和求解矩阵方程的迭代求解时间大为降低. 本文

还结合适当算例 ,分析了判断门限的选取对阻抗矩阵的存储量与迭代法求解的计算量的影响.
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Sparsification of the Impedance Matrix in MoM
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Abstract : 　A method to achieve the sparsification of the impedance matrix is proposed when the higher order hierarchical

vector basis functions and the maximally orthogonalized higher order vector basis functions are applied to electromagnetic integral e2
quations . Both the theory analysis and the numerical experiment demonstrate that this method will decrease the memory requirement

for storing the impedance matrix and the CPU time consumed in solving the matrix equation when using an iterative method. More2
over ,some numerical results have been given to study the different effects on the requirements for the memory and CPU time caused

by different thresholds .
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1 　引言

　　求解金属目标的电磁散射通常采用电磁场积分方

程数值方法. 该方法首先采用矩量法 ( Method of Mo2
ment) [1 ]计算出散射体表面的感应电流分布 ,然后再通

过与格林函数的卷积得到散射电场. 矩量法具有精度

高、相对于微分方法未知量少等优点 ,是计算电磁学的

基本分析方法之一. 但是 ,积分方程方法需要选用适当

的基函数对感应电流进行离散 ,并通过积分得到阻抗矩

阵的阻抗元素 ,而且 ,所得到的阻抗矩阵为满阵 ,对内存

需求量较大. 当未知量增加时 ,阻抗矩阵的内存需求量

会随未知量的个数成 2 次方快速增加. 而计算机的硬件

条件总是有限的 ,也就限制了所能计算的未知量个数.

因此如何使用有限的存储资源计算电大尺寸目标的电

磁散射问题 ,一直是计算电磁学领域研究的热点. 90 年

代 ,有人提出使用高阶基函数可以用较少的未知量得到

更高的计算精度 ,也即可以使用较少的存储量和计算

量[2 ] .但是高阶基函数普遍存在阻抗矩阵的条件数差 ,

当阶数较高时用迭代法求解矩阵方程收敛速度慢等缺

点. 同时 ,A. F Peterson 等提出采用正交的基函数可有效

降低阻抗矩阵条件数[3 ] ,因此 ,随后有学者提出了正交

的全域基[4 ] ,正交的小波基函数[5 ] ,并对 FEM 中的高阶

基函数进行正交化[6 ] ,降低阻抗矩阵的条件数. 近年来 ,

有学者提出了一种基于修正勒让德多项式的准正交的

高阶叠层矢量基函数[7 ,11] . 这种基函数不仅可以大幅度

减少未知量的个数 ,而且可以得到条件数很好的阻抗矩

阵. 最近 ,又有学者在这种准正交的高阶叠层矢量基函

数的基础上提出了一种最大正交化的高阶矢量基函

数[12] . 与其它的正交基函数相比 ,这种最大正交的高阶

矢量基函数可以使得除最低阶以外的不同阶基函数之

间完全正交 ,因而具有最佳的正交性. 该性质大大降低

了阻抗矩阵的条件数 ,并使得增加基函数阶数时阻抗矩

阵的条件数缓慢增加.

本文在充分研究了准正交高阶叠层矢量基函数和
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最大正交高阶矢量基函数性质的基础上 ,提出了一种

稀疏化这两种基函数所对应的阻抗矩阵的处理方法 ,

使得存储量大幅度降低 ,而迭代求解的计算量也相应

大幅减少 ;然后结合计算实例 ,对比分析了使用准正交

高阶叠层矢量基函数与使用最大正交高阶矢量基函数

所得到的阻抗矩阵的稀疏特性 ,并进一步分析了采用

不同的判断门限对阻抗矩阵的存储量与迭代求解时间

的影响.

2 　准正交的高阶叠层矢量基函数及其最大正交化

过程

　　假设散射体表面由曲面四边形单元进行拟合 ,并

且每个单元的局部参数坐标定义在区间 - 1 ≤( u , v) ≤

1 上 ,则单元上任一点的电流可表示为[7]

J s = Jsuau + Jsvav (1)

其中 au 和 av 为协变单位矢量 , au = 9r/ 9u , av = 9r/ 9v.

( u , v) 为参数坐标 , r ( x , y , z) 为与 ( u , v) 相对应的空间

坐标.

对于 u 方向的电流 ,可展开表示为

Jsu =
1

ηs ( u , v) ∑
Mu

m = 0
∑
Nv

n = 0

bu
mnCm�Pm ( u) CnPn ( v) (2)

其中 bu
mn为未知系数. Mu 与 Nv 分别是电流分量方向与

其横向上的电流展开阶数 , �Pm 与 Pn 分别对应两个方向

的展开多项式 , Cm 和 Cn 是与 �Pm 和 Pn 相对应的尺度因

子 ,ηs ( u , v) = | au ×av | 为曲面四边形的雅可比因子
(Jacobian Factor) . 式 (2) 中

�Pm ( u) =

1 - u , m = 0

1 + u , m = 1

Pm ( u) - Pm - 2 ( u) , m ≥2

(3)

其中 Pm 为勒让德多项式

Pm ( u) =
1

2 mm ! d um ( u2 - 1) m (4)

式 (3) 为修正勒让德多项式 ,其高阶项 m ≥2 在 u = ±1

为 0 ,而低阶项保证了边界法向电流的连续性. �Pm ( u)

与 Pn ( v) 组合为单元内部的基函数.

Cm 和 Cn 为尺度因子 ,其作用是使得展开多项式在

单位单元上的欧几里德范数单位归一. 需要说明的是 ,

在数值实验中发现 ,将所有的基函数都进行单位归一

得不到最佳的效果 ,因而需要对尺度因子做适当的修

正 ,定义为

Cm =

3
4

, m = 0 ,1

1
2

(2 m - 3) (2 m + 1)
2 m - 1

, m ≥2

(5)

近两年 ,有学者在这种准正交高阶叠层矢量基函

数的基础上提出了一种最大正交的高阶矢量基函

数[12 ] . 这种基函数在自动满足电流连续性的条件下 ,使

得不同基函数之间最大正交. 其定义为

Jsu =
1

ηs ( u , v) ∑
Mu

m = 0
∑
Nv

n = 0

bu
mnCmQm ( u) Cn Pn ( v) (6)

其中参量ηs ( u , v) , bu
mn , Cn 和 Pn 与式 (2) 相同.

对于 m ≥2 , Qm 定义为

Qm ( u) =

�Pm ( u) , m = 2

�Pm ( u) + ∑
m- 1

k = 2

Ckm�Pk ( u) , m > 2
(7)

其正交化系数 Ckm可通过解下列线性方程组得到

　∫
1

- 1
Qm ( u) Qi ( u) d u , 　i = 2 , ⋯, m - 1 ( m > 2) (8)

对于 m = 0 ,1 , Qm 定义为

Qm ( u) =
1 - u + ∑

Mu

k = 2

Ck0 �Pk ( u) , m = 0

1 + u + ∑
Mu

k = 2

Ck1 �Pk ( u) , m = 1

(9)

其中 Ck0 , Ck1类似前面 ,可通过解方程组得到

∫
1

- 1
Qm ( u) Qi ( u) d u = 0 , i = 2 , ⋯, Mu ( m = 0 ,1) (10)

与 Qm 相对应的尺度因子定义为

Cm =

1 2 ∫
1

- 1
( Qm ( u) ) 2d u , m = 0 ,1

1 ∫
1

- 1
( Qm ( u) ) 2d u , m ≥2

(11)

式 (2) 和式 (6) 中的 Cn 表示为

Cn = n + 015 , 　n = 0 ,1 , ⋯, Nv (12)

考虑到电流展开与电荷展开的完备性 ,基函数的

阶数选取需要满足 Nedelec 约束[13 ] ,也即电流分量方向

的阶数 Mu 与横向阶数 Nv 应当满足 Mu = Nv + 1 .

对于 v 向电流 ,只需将上述表达式中的 u 与 v 互换

即可得到.

3 　阻抗矩阵的稀疏化处理

　　当使用曲面四边形单元拟合散射目标表面并考虑

使用修正勒让德多项式作为基函数描述散射电流的分

布时 ,曲面 Sm 上的 u 向基函数所描述的电流产生的远

区场矢量位可描述为

Au
( m , n) ( r0 + d r) =

μ
4π∫s

m

auJ
u
( m , n) ( u , v) g ( r0 + d r) ds

= CmCn
μ
4π∫

1

- 1∫
1

- 1
au Pn ( v) �Pm ( u) g ( r0 + d r)

　·d udv (13)

其中 au 为电流的方向矢量 , r0 为单元中心与场点的相

对位置 ,d r 为单元中心点与源点的距离矢量 , g ( r0 +

d r) 为格林函数 , ( m , n) 表示基函数的阶数. 当考虑该
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电流源对远区场的贡献时 ,可在远区将缓变的格林函

数做一阶泰勒展开并近似表示为[14 ]

Au
( m , n) ( r0 + d r) = CmCn

μ
4π∫

1

- 1∫
1

- 1
au Pn ( v) �Pm ( u) [ g ( r0)

+ ý g( r0) ·d r ]d ud v (14)

其中 g( r0) = e - j kr0/ 4πr0 , ý g ( r0) = - g ( r0) (1 + j kr0)

r0/ r2
0 . 为了分析的方便 ,首先假设基函数定义在平面单

元或曲率很小的单元上. 当考虑远区辐射场时 ,几何建

模中的高阶量较小 ,因而 au 为 v 的一阶函数 , u 的零阶

函数 ,d r 为 u 和 v 的一阶函数. 考虑到此关系 ,式 (14) 的

积分可看成是∫
1

- 1
Pn ( v) dv、∫

1

- 1
vPn ( v) dv、∫

1

- 1
�Pm ( u)

d u、∫
1

- 1
u�Pm ( v) d u 的组合. 对勒让德多项式 ,有

∫
1

- 1
Pn ( v) dv = 0 , n > 0 (15 a)

∫
1

- 1
·vPn ( v) d v = 0 , n > 1 (15 b)

而对修正勒让德多项式满足

∫
1

- 1
�Pm ( v) d u = 0 , m ≥2 (16 a)

∫
1

- 1
u �Pm ( v) d u = 0 , n > 3 (16 b)

因而 ,式 (14) 所描述的积分满足式 (15) 与 (16) . 对于 v

向基函数所描述的电流源产生的远区场也满足上述分

析. 从上面的推导可以看出 ,对于电大尺寸目标 , m > 3

和 n > 1 的基函数对远区场的贡献是很小的 ,对应的阻

抗矩阵元素模值也相应很小. 最大正交化的高阶矢量

基函数与此类似. 以上分析虽然以平面单元为基础 ,但

此结论同样适用于曲面单元上的高阶基函数.

事实上 ,当我们采用高阶叠层矢量基函数或最大

正交化的高阶矢量基函数时 ,由于这些基函数中的高

阶部分是快速振荡的量 ,在积分过程中振荡部分会相

互抵消 ,因而使得与高阶基函数相对应的阻抗矩阵元

素的模值都较小. 并且随着基函数采用的多项式正交

性的改善 ,这些模值很小的元素所占比例也会相应增

加.

对于实际计算的较大尺寸目标 ,大多数单元都可

以看成是远场单元 ,因而满足式 (15) 与 (16) 所描述的关

系. 在实际计算中 ,这些模值很小的元素与对角线元素

相比 ,往往相差几百倍或更多 ,处理时 ,可以将这些元

素看成零元素 ,而这样的处理对计算远场产生的影响

很小. 图1 中描绘了在使用不同阶数的准正交高阶叠层

矢量基函数与最大正交高阶矢量基函数情况下 ,将阻

抗矩阵中的模值很小的元素置零后 ,非零元素在总的

元素中所占的比例. 图中所考察目标为理想导体球 ,由

49 个曲面四边形单元进行拟合 ,采用混合场积分方程

方法 (CFIE) . 表 1 为其对应的基函数取不同阶数时 ,球

体的电尺寸 (以 ka 值表示 ,其中 k 为波数 , a 为球体半

径) 、未知量个数、平均剖分尺寸. 可以看出 ,当基函数

阶数增加 ,所考察目标的电尺寸变大时 ,零元素在阻抗

矩阵中所占的比例会相应增加 ,并且使用最大正交的

高阶矢量基函数与准正交高阶叠层矢量基函数之间的

差别会逐渐缩小. 而当电尺寸不大 , 基函数阶数不高

时 ,使用最大正交高阶矢量基函数后得到的非零元素

比使用高阶叠层矢量基函数要少的多. 可见 ,采用最大

正交高阶矢量基函数 ,不仅可以进一步改善阻抗矩阵

条件数 ,还可以增加其稀疏性.

表 1 　不同阶数下的 ka、平均剖分尺寸与未知量个数

基函数阶数 3 4 5 6 7

ka 6. 28 9. 42 12. 56 15. 71 18. 85

平均剖分尺寸 (λ) 0. 75 1. 126 1. 5 1. 88 2. 2

未知量个数 882 1568 2450 3528 4802

4 　数值算例

　　图 2 给出了 ka = 37173 的理想导体球在使用最大

正交高阶矢量基函数的情况下得到的双站归一化 RCS

曲线 ,并与未进行稀疏化处理得到的结果和 Mie 解相比

较.球体表面采用 156 个曲面四边形单元进行拟合 ,平

均剖分尺寸为 2125λ. 基函数采用 7 阶 ,未知量为 15288

个 ,使用混合场积分方程方法. 当不使用稀疏化处理方

法时 ,阻抗矩阵的内存需求量为 1178GB. 而图 2 中所给

算例是将每行元素的模值与对角线元素进行对比 ,当

该元素模值为对角线元素的 013 %时 ,将该元素做置零

处理. 经处理后所得到的非零元素占总元素的

21181 %.并且采用行存储方法 ,实际存储量为原来的

27127 % ,内存需求量为 486MB. 从图中可以看出 ,采用

稀疏化处理后 ,对计算精度的影响很小. 当不使用稀疏

化方法时 ,在设置 0101 的迭代误差限下 ,采用 CG迭代

时需要 38 次迭代 ,而使用稀疏化处理后需要 39 次迭

代. 但是由于稀疏化处理使得大多数元素为零 ,因而使

得总的求解时间大为减少 ,只为原来的 23 %. 从图 2 中
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可以看出 ,当使用最大正交化的高阶矢量基函数计算

电大尺寸目标的电磁散射问题时 ,做稀疏化处理后 ,可

以在几乎不改变 RCS计算精度的情况下大幅度降低存

储量和迭代求解的计算量.

容易理解 ,当选取不同的判断门限时 ,会对存储量

与迭代计算量有较大影响. 图 3 给出了一边长为 2λ的

理想导体立方体在 300MHz 时的双站 RCS 计算结果. 建

模采用 96 个四边形单元 ,平均剖分尺寸为 015λ. 采用

最大正交化的高阶矢量基函数 ,基函数取 3 阶 ,1720 个

未知量 ,电场积分方程方法 ( EFIE) ,HH 极化. 图中分别

给出了没有采用稀疏化处理方法和采用不同判断门限

后得到的 RCS曲线. 可以看出当判断门限小于 016 %时

所得的计算结果与原来的解几乎相同. 而当将判断门

限设为 016 %时 ,非零元素为总元素的 30164 % ,存储量

只为原来的 3813 % ,迭代时间为原来的 30 %.

以上所给算例均采用的是最大正交化的高阶矢量

基函数 ,而从图 1 中可以看出 ,采用最大正交化的高阶

矢量基函数得到的阻抗矩阵中非零元素数目比使用准

正交的高阶叠层矢量基函数要少. 并且 ,由于使用最大

正交化后的高阶矢量基函数得到的阻抗矩阵条件数优

于使用准正交高阶矢量基函数得到的阻抗矩阵 ,具有

更好的主对角占优性 ,因而对其做稀疏化处理后得到

的稀疏阻抗矩阵条件数变化不大 ;而对使用准正交高

阶矢量叠层基函数得到的阻抗矩阵做稀疏化处理则会

较大的影响阻抗矩阵的条件数 ,使迭代次数增加. 但是

由于稀疏化处理后会将大多数元素置零 ,大幅减少单

次迭代的计算量 ,因而同样可以减少迭代求解的计算

时间.

事实上 ,当采用准正交的高阶叠层矢量基函数和

最大正交化的高阶矢量基函数时 ,对阻抗矩阵进行稀

疏化处理后 ,所得的非零元素的多少不仅与基函数多

项式的选取、基函数的阶数、积分方程类型以及判断门

限有关 ,而且还会与尺度因子的选取、曲面单元的剖分

尺寸与形状、目标的形状等有关系. 因而 ,根据目标的

不同选取适当的基函数阶数、剖分尺寸、积分方程类型

以及判断门限可以在保持 RCS 计算精度不变的情况下

使得阻抗矩阵的存储量最小.

5 　结束语

　　在不增加计算量而保证求解精度的情况下减少存

储量一直是电大尺寸目标散射求解的关键环节. 本文

提出在使用高阶叠层矢量基函数与最大正交高阶矢量

基函数的情况下 ,对阻抗矩阵做稀疏化处理的方法 ,可

以使得在计算电大尺寸目标时阻抗矩阵的存储量降为

原来的 1/ 3 以下 ,而迭代法求解矩阵方程的时间也会大

幅减少. 并且阻抗矩阵的计算量与解的精度几乎不变.

可以预见 ,这种方法在电大尺寸目标的电磁散射问题

中将会有很好的应用前景.
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