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� � 摘 � 要: � 基于六面体的高阶叠层基函数, 提出了一种新颖的构造预条件矩阵的方法. 该方法基于叠层基函数特

有的嵌套性质,利用特殊的编号策略, 将由有限元方法导致的系数矩阵分成块矩阵的形式, 最后由不完全 LU 分解

( ILU)导出近似的预条件矩阵.结合该预条件技术, 发展了一种叠层预条件�GMRES 算法,并将该预条件算法用于加速

三维腔体散射的矢量有限元/边界积分( FE�BI)矩阵方程的迭代求解, 讨论了该预条件算法中块矩阵 ILU 分解截断门

限 Tdr对算法的影响.
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Abstract: � A preconditioner is proposed for accelerating solutions of finite element matrix equations. The preconditioner is

constructed from a sequence of hierarchical vector spaces spanned by higher order hexahedral basis functions. The preconditioned

GMRES algorithm with the precondtioner presented is developed and applied to solve the vector finite element�boundary integral

( FE�BI) matrix equations for simulation of scattering from three�dimensional cavities. Numerical results show that the preconditioner

for so lving the FE�BI systems exhibits superior efficiency and reduced the CPU time significantly.
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1 � 引言

� � 矢量有限元方法[ 1~ 4] ( vector finite element method)是

一种解决电磁场问题的非常有效的数值分析方法,关于

这一方法最新的工作是如何利用高阶基函数( higher or�
der basis functions)来提高有限元方法的计算效率.在各

种高阶基函数的研究中, 具有叠层 ( hierarchical)特征的

高阶基函数[ 5, 6]在应用中表现出非常好的特性.这种叠

层特性表现为高阶的基函数包含低阶的基函数,比如四

面体单元[ 5]中, 2 阶的高阶基函数包含 1 阶的基函数,

六面体单元
[ 6]
中,阶数为( Nu , N v, Nw ) = ( 2, 2, 2) 的基函

数包含低阶( N u , N v, Nw ) = ( 1, 1, 1)的基函数,即低阶的

基函数嵌套在更高阶的基函数中.高阶基函数的这种叠

层特征导致的一个直接应用是易于实施有限元方法中

的 p�型自适应技术, 即通过自适应地优化基函数的阶

数,剖分网格不变,达到提高求解精度的目的.

高阶叠层基函数的另一个有价值的地方在于,它易

于构造一种很有效的预条件技术,用于加速有限元矩阵

方程的迭代求解. 有限元矩阵虽然具有高度稀疏的特

性,但同时其条件数也较大,采用迭代方法求解,其收敛

速度很慢.因此如何利用有效的预条件技术加速有限元

矩阵方程的迭代求解速度是一件非常有意义的工

作[ 7~ 11] .而高阶基函数的这种叠层特征提供了一种新

颖的构造预条件矩阵的思路.只要调整好有限元未知量

的编号,这种预条件矩阵的构造是很自然的. 这种预条

件技术具有多层递归的特性.不像多重网格( multigrid)

方法,它的实施基于单一网格,不需要构造多重的网格.

这也是它极具优势的地方,因为网格的剖分是个很麻烦

并且很难的工作.在文献 [ 10] 中,M itchell和 Reddy 基于

叠层的高阶标量基函数的有限元模型,提出了一种多层

递归的预条件技术, 并结合共轭梯度 ( CG) 算法用于解

决结构力学中的二维、三维层状结构 ( laminated)的薄平

板和厚平板问题.一个类似的工作出现在文献 [ 11]中.

在这篇文献中, 一种称作 pMUS( p�Type Mult iplicative
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Schwarz Method)的方法基于四面体的 2阶高阶基函数的

有限元模型,结合 CG算法用于三维波导的不连续性问

题建模.

基于六面体单元的高阶叠层基函数[ 6] ,本文发展

了一种具有叠层特征的预条件技术 (在这里称为叠层

预条件技术) ,用于加速高阶矢量 FE�BI矩阵方程迭代
求解的速度, 并将其应用于三维腔体的开域散射问题

中.不同于广泛使用的四面体的高阶矢量基函数,在这

里采用六面体的高阶矢量基函数.另外结合 GMRES 算

法,发展了一种叠层预条件�GMRES 方法用于求解高阶

矢量 FE�BI矩阵方程.数值结果表明,这种叠层预条件�
GMRES 算法能够有效地求解来自于三维腔体散射的高

阶矢量 FE�BI矩阵方程.

2 � 六面体的高阶叠层基函数

� � 考虑的三维腔体散射模型如图1所示,在一个半无

限大的导电平面里

嵌了一个具有任意

形状的三维腔体. 基

本的矢量有限元/边

界积分方法的公式

可参考[ 1] ,这里采用

六面体的高阶矢量

基函数[ 6] 离散有限

元泛函,电场用基函数展开为
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其中高阶矢量基函数的形式为

� �

f uijk= u
i
Pj ( v ) Pk ( w ) au 

� � � 0 ! i ! N u- 1, 0 ! j ! Nv, 0 ! k ! Nw

f vijk= vjP i ( u) P k( w ) av 

� � � 0 ! i ! N u , 0 ! j ! Nv- 1, 0 ! k ! Nw

fwijk= w
k
P i( u) Pj ( v ) aw 

� � � 0 ! i ! N u , 0 ! j ! Nv , 0 ! k ! Nw- 1

( 2)

其中 Nu、Nv、Nw 表示参数坐标系内三个坐标方向上高

阶基函数多项式的阶数,多项式 P i ( u)、Pj ( v )、P k ( w)

以及矢量 au 、av 、aw 的定义详见文献[ 6] . 为了构造下

面的叠层预条件矩阵,定义集合
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( 3)

有了上述集合,具有阶数 Nu、Nv、Nw 的高阶基函数

就可简写为

fuijk其中( i , j , k ) ∀ Su
N

u
, N

v
, N

w

fvijk其中( i, j , k) ∀ Sv
N

u
, N

v
, N

w

fwijk其中( i , j , k) ∀ Sw
N

u
, N

v
, N

w

( 4)

针对已经划分好的有限元网格,基于此网格的有

限维的阶数为 N u、Nv、Nw 的高阶基函数空间可表示为

� TN
u

, N
v
, N

w
= span{ f xij k| ( i, j , k ) ∀ Sx

N
u

, N
v

, N
w

, x= u, v , w} ( 5)

在这里令 N u= N v= N w= p ,则 p 阶的基函数也就是上

述阶数为Nu、Nv、Nw 的基函数. 定义 Wp = TN
u
, N

v
, N

w
, 则

容易验证 Wj 具有下面的嵌套性质

W1  W2  W3  # Wp ( 6)

这就是下面构 造叠层预条件矩阵 的基础, 其中

W1( T1, 1, 1)对应最低阶的有限元近似, 需要说明的是,

虽然 Wj ( j = 1, 2, #, p )对应的基函数的阶数不同,但均

是基于相同的有限元网格.

有了上述定义, 利用 p 阶( N u= Nv= Nw = p )的基

函数离散泛函时,式( 1)又可写为

� � � E = �
x = u, v , w

�
( i , j , k) ∀ S

x

p , p ,p

�xijkfxijk= �
T

p , p , p

�xijkfxijk

= �
Wp

�xijkf xijk ( 7)

用式( 7)离散有限元泛函,则可得到离散后的矩阵方程

Apap= bp ( 8)

其中 p 是高阶矢量基函数的阶数.如果将对应低阶基函数

的那些未知量先编号,然后依次将对应高阶基函数的未知

量赋予相应大的编号,那么利用叠层基函数的嵌套性质就

可将系数矩阵 Ap 分割成4个小块矩阵的形式

Ap=
Ap- 1 Dp

Cp Bp

( 9)

其中 Ap- 1表示对应 p - 1 阶基函数的未知量之间的相

互作用, Bp 表示对应 p 阶基函数的未知量之间的相互

作用, Cp 和Dp 表示对应p - 1 阶基函数的未知量和对

应 p 阶基函数的未知量之间的相互作用. 同理, Ap- 1、

Ap - 2、#、A2均可分割成式( 9)的形式.

3 � 叠层预条件技术

� � 下面给出构造叠层预条件矩阵的过程.首先考虑最简

单的情形 p= 2,此时系数矩阵 A2的精确的分解形式

� � A2=
A1 D2

C2 B2

=
A1 0

C2 S2

∃
I A- 1

1 D2

0 I
( 10)

其中 Schur分量 S2= B2- C2A
- 1
1 D2.构造预条件矩阵的

思路就是想办法构造一个在一定意义上与矩阵 A2非

常近似的矩阵.文献[ 10] 给出的 CBS 不等式保证了 B2

在一定意义上可以作为 S2的近似矩阵,因此这启发我

们在式( 10)中用 B2替代 S2 ,从而可构造出一个与系数

矩阵 A2很近似的矩阵.但是在预条件迭代算法中依然
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需要求出局部块矩阵 A1和 B2的逆矩阵,这仍然需要

很大的计算量和存储开销.为了进一步降低困难,针对

块矩阵 A1和 B2采用相应的丢弃门限分别进行不完全

LU分解

A1= AL
1A

U
1 + R1 , � %R1 % ! T1

dr

B2= BL
2B

U
2 + R2 , � %R2 % ! T2

dr

( 11)

在具体实施中,可选用相应的参数 T1
dr、T

2
dr .有了上述分

析,系数矩阵 A2的一个近似矩阵就可以写成

M2=
AL

1A
U
1 0

C2 BL
2B

U
2

∃
I (AL

1A
U
1) - 1D2

0 I
( 12)

一旦有了近似矩阵 M 2, 预条件矩阵就可以很容易写

出,即是 M2的逆矩阵,

M
- 1
2 =

I - ( AL
1A

U
1) - 1D2

0 I

∃
( A

L
1A

U
1 )

- 1
0

- ( BL
1B

U
2 ) - 1C2( A

L
1A

U
1 ) - 1 ( BL

2B
U
2 ) - 1

( 13)

最后,结合相应的左预条件( left�precondit ioned)GM�
RES

[ 12]
算法就可以求解矩阵方程 M

- 1
2 A2 �2= M

- 1
2 b2 .

上述思路很容易推广到阶数大于 2的基函数, 即 p

> 2的情形,此时可以用 M 2( k= 2, 3, #, p )去近似 Ak,

而对于 Bk( k= 2, 3, #, p) ,则采取一定的截断门限进行

不完全 LU 分解, 形成 Mk 中的 BL
kB

U
k . 可以看到这个过

程具有递归的特性,因此在这里称此预条件为叠层(嵌

套)预条件.

4 � 数值算例

4�1 � 矩形腔体的散射
为了证明这里提出的叠层预条件对于加速 FE�BI

矩阵方程迭代求解的有效性,考虑了不同尺寸的矩形

腔体的散射.在计算中,仅考虑 2阶的基函数, 即 p= 2

的情形,块矩阵的截断门限 T 1
dr= T 2

dr = Tdr ,采用 GMRES

作为基本的迭代算法.

第一个例子是如图2所示的矩形狭长缝(电尺寸为

16�26�& 0�2�& 0�85�)的散射,图 3给出了其交叉极化

的双站 RCS, E 入射, !inc= 0,  inc= 0.其中 LU 分解法分

别用于求解由基函数 (N u , Nv , Nw ) = ( 1, 1, 1)、( Nu , Nv,

Nw ) = ( 3, 1, 2)离散得到的高阶矩阵方程,叠层预条件�

GMRES算法用于求解由基函数( Nu , N v, Nw ) = ( 2, 2, 2)

离散得到的高阶矩阵方程,块矩阵的截断门限 Tdr= 1�0

& 10
- 5

.表 1给出了相应的计算时间.可以看出数值结

果吻合得很好,而且叠层预条件�GMRES算法所用时间

很少.为了证明叠层预条件技术的高效性,图 4给出了

分别采用 GMRES、ILU�GMRES、叠层预条件�GMRES算法

求解高阶矩阵方程 ( ( Nu , Nv , Nw ) = ( 2, 2, 2) , 未知量

3822)的迭代余量曲线,表 2 是其计算细节,可以看出叠

层预条件技术具有很好的收敛表现.

表 1 � 叠层预条件�GMRES方法与LU 分解法求解计算

参数(腔体的电尺寸为 16�26�& 0�2�& 0�85�)

高阶基函

数的阶数

( N u, N v, N w )

六面体个数/

剖分网格

( m1, m2, m3)

未知量
求解方法、迭代方法的

收敛步数、CPU 时间(秒/ s)

( 1,1, 1) 2520/ ( 180 2 7) 5019 LU分解法、35s

( 2,2, 2) 240/ ( 80 1 3) 3822 叠层预条件�GMRES、7、3s

( 3,1, 2) 300/ ( 50 2 3) 3582 LU分解法、23s
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表 2 � 不同算法求解高阶 FE�BI矩阵方程的计算参数( ( N u, N v , Nw ) =

( 2, 2, 2) ,未知量 3822,腔体的电尺寸为 16�26�& 0�2�& 0�85�)

算法
迭代截

止门限

迭代

步数

是否收敛

(收敛T/不收敛F )

CPU 时间

(秒/ s)

GMRES 1�0& 10- 5 477 F 824s

ILU�GMRES 1�0& 10- 7 353 T 472s

叠层预条件�GMRES 1�0& 10- 7 7 T 5s

� � 第二个算例是一个电尺寸为 0�5�& 0�5�& 8�0�
的深腔.图 5是其交叉极化的双站 RCS, E 入射, !inc=

0,  inc= 0.其中 LU分解法分别用于求解由基函数 ( Nu ,

N v, Nw ) = ( 1, 1, 1)、( N u , Nv , Nw ) = ( 2, 2, 3)离散得到的

高阶矩阵方程,叠层预条件�GMRES 算法用于求解由基

函数(N u , Nv, Nw ) = ( 2, 2, 2)离散得到的高阶矩阵方程,

块矩阵的截断门限 Tdr= 1�0 & 10- 5 .表 3 给出了相应的

计算时间.可以看出叠层预条件�GMRES算法对深腔散

射同样有效.为了证明叠层预条件技术的高效性, 图 6

给出了分别采用 GMRES、ILU�GMRES、叠层预条件�GM�
RES 算法求解高阶矩阵方程( ( N u , Nv , Nw ) = ( 2, 2, 2) ,

未知量5440)的迭代余量曲线,表4是其计算细节,可以

看出叠层预条件技术同样具有很好的收敛表现.

表 3 � 叠层预条件�GMRES方法与 LU分解法求解计算

参数(腔体的电尺寸为 0�5�& 0�5�& 8�0�)

高阶基函

数的阶数

( N u, N v , Nw )

六面体个数/

剖分网格

( m1, m2, m3)

未知量
求解方法、迭代方法的

收敛步数、CPU时间(秒/ s)

( 1, 1,1) 2304/ ( 6 6 64) 5440 LU分解法、78s

( 1, 1,1) 3072/ ( 8 8 48) 7228 LU 分解法、298s

( 2, 2,2) 216/ ( 3 3 24) 4080 叠层预条件�GMRES、6、25s

( 2, 2,2) 288/ ( 3 3 32) 5440 叠层预条件�GMRES、16、29s

( 2, 2,3) 144/ ( 3 3 16) 4080 LU分解法、38s

表 4 � 不同算法求解高阶 FE�BI 矩阵方程的计算参数( N u , N v , N w=

( 2, 2, 2) ,未知量 5440,腔体的电尺寸为 0�5�& 0�5�& 8�0�)

算法
迭代截

止门限

迭代

步数

是否收敛

(收敛T/不收敛F)

CPU 时间

(秒/ s)

GMRES 5�0& 10- 5 453 F 984s

ILU�GMRES 1�0& 10- 7 213 T 229s

叠层预条件�GMRES 1�0& 10- 7 16 T 15s

� � 接着针对不同深腔考察了叠层预条件�GMRES 的

计算,深腔的横截面电尺寸均为 0�5 & 0�5�,腔的深度 d

分别取 4�0�、8�0�、12�0�、14�0�、18�0�,计算中截断门

限 Tdr = 1�0& 10- 5,基函数( N u , N v, Nw ) = ( 2, 2, 2) , 图 7

采用给出了采用叠层预条件�GMRES 算法计算的迭代

余量曲线以及 CPU 时间.可以看出叠层预条件�GMRES

算法在深腔散射问题上的良好表现.

4�2 � 块矩阵截断门限 Tdr的讨论

在叠层预条件�GMRES算法中,块矩阵的截断门限

1742 � � 电 � � 子 � � 学 � � 报 2007 年



Tdr的取值对算法的收敛及 CPU 时间都有重要影响.下

面首先以电尺寸为 16�26�& 0�2�& 0�85�腔体的计算
为例,考察了采用不同的截断门限 Tdr ,叠层预条件GM�
RES算法在高阶矢量基函数取 ( Nu , N v, Nw ) = ( 2, 2, 2)、

未知量为 3822问题上的表现. 迭代截断时的门限均取

1�0& 10- 7.从图 8以及表 5中可看出, 采用不同的截断

门限 Tdr对算法的收敛及需要的 CPU 时间均有很大影

响.随着丢弃门限 Tdr的减小,所需要的 ILU 分解时间增

加,收敛时的迭代步数一直呈下降的趋势,总的迭代时

表 5 � 不同的截断门限Tdr, 叠层预条件�GMRES求解高阶矢量 FE�BI

矩阵方程的迭代步数以及 CPU 时间( ( N u, Nv , N w ) = ( 2, 2, 2) ,

未知量 3822,收敛门限% rn% 2/ % r 0%2= 1�0& 10- 7)

丢弃门限

Tdr

收敛

步数

ILU分解

时间(秒)

迭代时

间(秒)

总迭代时间(秒)

( ILU 分解时间+ 迭代时间)

3�0& 10- 3 82 1 32 33

2�0& 10- 3 50 2 13 15

1�0& 10- 3 29 2 6 8

1�0& 10- 4 11 2 1 3

1�0& 10- 5 7 2 1 3

表 6 � 不同的截断门限Tdr, 叠层预条件�GMRES求解高阶矢量 FE�BI

矩阵方程的迭代步数以及 CPU 时间( ( N u, Nv , N w ) = ( 2, 2, 2) ,

未知量 3822,收敛门限% rn% 2/ % r 0%2= 1�0& 10- 7)

丢弃门限

Tdr

收敛

步数

ILU分解

时间(秒)

迭代时

间(秒)

总迭代时间(秒)

( ILU 分解时间+ 迭代时间)

3�0& 10- 3 82 20 39 59

2�0& 10- 3 43 13 12 25

1�0& 10- 3 25 12 5 17

1�0& 10- 4 17 17 2 19

1�0& 10- 5 16 12 2 14

间基本上呈现下降的趋势,但需要指出的是,事实上并

不总是这样, 据作者的数值经验,随着截断门限 Tdr的

减小,总的迭代时间不一定总是呈现下降的趋势,这取

决于具体的问题. 当 Tdr小到一定程度时, 总的迭代时

间下降的速度将趋向缓慢.图 9以及表 6是采用不同的

截断门限 Tdr ,深腔(电尺寸为 0�5�& 0�5�& 8�0�, ( Nu ,

Nv , Nw ) = (2, 2, 2) , 未知量为 5440)的叠层预条件�GM�

RES计算的余量曲线以及 CPU 时间.在表 6 中,值得指

出的一点是,随着截断门限 Tdr的减小,所需要的 ILU 分

解时间并不总是增加.这可以解释为,合适的截断门限

Tdr的选取更有利于 LU分解的实施,也更节省时间.

5 � 结论
� � 本文提出了一种新型的叠层预条件技术, 结合

GMRES发展了叠层预条件�GMRES算法,并将其应用于

三维腔体的开域散射问题中,用于加速高阶矢量 FE�BI
矩阵方程迭代求解的速度.该预条件技术基于六面体

的高阶叠层矢量基函数, 这种参数化的高阶基函数具

有很强的几何建模能力. 为了有效地构建叠层预条件

矩阵,选用一定的截断门限对其中的局部块矩阵做了

不完全 LU分解.数值结果表明该预条件技术能够有效

地加速迭代算法 GMRES对于 FE�BI矩阵方程的求解.
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