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高阶MoM及其与 PO的混合法计算电磁散射问题

刘曙光1 ,张晓娟2

(11中科院电子学研究所 ;中国科学院研究生院 ,北京 100080 ; 21中科院电子学研究所 ,北京 100080)

　　摘　要 :　本文提出了一种新的以高阶矩量法 (MoM)与物理光学法相结合的混合法 (MoM2PO) .该方法采用曲面

参数化的离散方法 ,保证了建模的精确性.计算过程中将散射表面灵活划分为MoM区和 PO区 ,在各自区域可以灵活

确定离散单元的大小和密度. MoM区域的高阶矩量法 ,采用基于 Lagrange插值的高阶矢量基函数 ,结合点匹配技术 ,比

传统的高阶法简单 ,易于实现.计算结果表明 ,本文的高阶矩量法及其与物理光学法结合的混合方法能准确有效的计

算目标的电磁散射特性.
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Abstract :　A hybrid method for the computation of electromagnetic scattering problems is introduced in this paper. This

method is based on the high order Moment Method (MoM) and the Physical Optics (PO) method. Curvilinear and parametric de2
scription is used to model the scatters ,which eliminates the model discretization error. When the MoM regions and PO regions are

chosen properly ,the computations are then restricted on the MoM regions and the efficiency is increased. The high order property

provides extra accuracy controls . The interpolation vector basis functions simplify the implementation phase. The high order moment

method and the hybrization with PO method are useful and efficient for electromagnetic computations .
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1　引言

　　随着电磁散射问题研究的日趋深入 ,遇到的散射目

标也更加复杂 ,传统的低阶散射算法在速度、效率和精

度上都不能满足要求 ,因此高阶电磁散射算法得到了密

切的关注.高阶方法能以较小的代价得到较高的计算精

度 ,比相应的低阶算法有显著的优点.高阶散射算法通

常包括 :对散射目标形状的精确描述 ,采用高阶基函数

以及采用高阶积分方法.对散射目标的精确或高阶描述

将消除或减少目标的离散误差 ,高阶基函数的采用可以

更精确有效的描述未知电流密度的分布 ,高阶积分方法

保证了整体算法的高阶性[1 ] .这些措施将有效的提高计

算的精度和效率.

传统的矩量法采用高阶基函数和伽略金匹配[2 ]时

能达到高阶的效果 ,但是在预处理阶段 ,每个矩阵元素

都需要计算一个二维积分 ,当未知量很大时 ,预处理过

程非常缓慢 ,整个方法的时间效率较差.新近出现的高

阶NystrÊm方法[3 ,4 ]采用了基于点的高阶离散方法 ,大大

加快了预处理的过程.但是仍然不能有效减少待求未知

量的个数.

本文采用基于Lagrange插值的高阶矢量基函数[5 ] ,

应用于电场积分方程 ,采用点匹配方法 ,使得预处理过

程的效率和NystrÊm方法相当[6 ] .对于近相互作用 ,计算

公式得到简化 ,计算过程也更加简洁 ,省略了局部修正

矩阵的求解.将高阶矩量法与物理光学法 ( PO)相结合

形成的混合法 (MoM/ PO) ,可以大幅减少未知量的个数 ,

提高计算效率 ,对于电大尺寸目标的计算比较有利.本

文采用的高阶MoM/ PO混合法采用了传统的低阶MoM/

PO[7 ]混合法的思想 ,将散射体表面划分为MoM区和 PO

区 ,其中 PO区电流密度由 PO方法计算 ,MoM区电流密
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度由高阶矩量法计算 ,由于减小了待求区域 ,因而能减

小计算量 ,同时也保留了预处理过程简便的优点.实际

计算的结果表明 ,该方法能正确处理三维散射体问题

的计算.

2　散射目标的离散及矢量基函数

　　对于任意形状的三维散射体 ,其表面可以用平面

三角形单元的组合来近似 ,但是这样的近似对于曲面

有离散误差 ,三角形单元越小越密 ,误差越小.对于高

阶方法 ,单元密度通常不是很大 ,因此这种离散方法会

引入较大的模型误差.根据散射体表面的具体情况 ,采

用参数化的表面离散方法 ,可以消除这种表面离散误

差.对于一般表面 ,采用参数化的高阶离散方法也能提

高离散的精度.

以本文采用的球面散射体为例 ,通过把散射体表

面的平面三角形离散转化为参数化的曲面离散 ,就可

以消除表面离散误差.建立平面三角形与球面上的曲

面三角形的映射 ,

rs =
R

| r| f
rf (1)

上式中 rf 是平面三角形单元上的点 , rs 是球面三角形

上的点 , R 是球半径.利用平面三角形上 rf 的参数坐

标 ,可以精确描述球面三角形单元.对于其他类型曲

面 ,也可进行类似处理 ,以消除表面离散误差.

散射体表面电流密度分布可由各单元电流密度分

布给出.在曲面上定义曲线坐标系 ( u , v) ,其基矢量为
( û , v̂) ,每个单元上电流密度分布可以定义为

J p =
1

J jcb
[ J u

pû + J v
p̂v ] (2)

其中 J u
p和J v

p是电流密度在基矢量方向的分量 , J jcb是曲

线坐标系的 Jacobian系数.

û =
9r
9u

, v̂ =
9r
9v

, J jcb = g11 g22 - g12 g21 (3)

g11 = û·̂u , g22 = v̂·̂v , g12 = g21 = û·̂v (4)

每个单元的电流密度可以由插值点处的电流密度插值

得到[4 ] :

　　J p = ∑
Ip

i = 1

1
J jcb

L ( i , p) ( u , v) [ û ( g22 û - g12 v̂) ( i , p)

+ v̂ ( g11 v̂ - g21 û) ( i , p) ]·J ( i , p) (5)

其中下标 ( i , p)表示 p单元的第 i 个插值点 , L ( i , p) ( u ,

v)是二维Lagrange插值因子 ,具有如下性质

L ( i , p) ( uj , vj) =
1 , 　i = j

0 , 　i≠j
(6)

式 (5)可以写成更为简洁的形式 :

J p = ∑
Ip

i =1

1
J jcb

L ( i , p) ( u , v) [ J u
( i , p) û + J v

( i , p) v̂ ] (7)

3　高阶矩量法原理

　　对于电场积分方程 ( EFIE) ,

jωμt·∫S �G ( r , r′)·J ( r′) ds′= - t·Einc ( r) (8)

�G( r , r′) = g�I +
ý ý g

k2 , g =
e - j k| r - r′|

4π| r - r′|
(9)

式中 �G为并矢格林函数 , �I 为单位并矢 , Einc为入射电

场 , t 是任意切向矢量.试函数取为

t ( r) = aδ( r - rf) (10)

a =
ûf , 　α= 1

v̂f , 　α= 2
(11)

将式 (7) 、(9) 、(10)代入式 (8) ,得 :

∑
P

p = 1
∑
Ip

i = 1

Auu Auv

Avu Avv

J u
( i , p)

J v
( i , p)

=
Uu

Uv
(12)

其中

Aαβ= jωμ∫Δp
a ( j , q)·�G ( r ( j , q) , r′)·βL ( i , p) ( r′) J - 1

jcb ds′

U
α= - a ( j , q)·Einc ( r ( j , q) ) (13)

式中 a 为表面处的切向矢量 ,其取值由式决定 , ( j , q)

表示第 q单元上第 j个匹配点.

4　矩阵元素的计算

　　由于格林函数有较强的奇异性 ,式 (13)在不同的区

域有不同的积分精度 ,为了得到相同的精度 ,将求解区

域分为三个区域分别计算.当匹配点与积分单元相距

较远时 ,格林函数比较光滑 ,采用预选的高斯积分公式

即可达到需要的精度.结合Lagrange插值因子的性质式
(6) , (13)可以简化如下

Aαβ= jωμW ( i , p) a ( j , q)·�G ( rj , q , ri , p)·β( i , p) (14)

当匹配点距积分单元很近但不在其上时 ,格林函数变

化比较剧烈 ,式 (13)中的并矢格林函数具有三阶奇异

性 ,通过高斯定理可将其奇异性降低一阶 ,然后采用高

阶高斯积分 ,可以达到较好的精度.

Aαβ= jωμ∫Δp
a ( j , q)

· g( r ( j , q) , r′)·βL ( i , p) ( r′) +
1
k2 ý g( r ( j , q) , r′)

9L ( i , p) ( r′)
9β J - 1

jcb ds′

-
j
ωε∮9p

a ( j , q)·ý g ( r ( j , q) , r′) L ( i , p) ( r′) (β·ne) J - 1
jcb d l′ (15)

式中 g( r , r′)是标量格林函数 , 9p是积分单元边界 , ne

是 9p上单位外法线矢量.当匹配点在积分单元上时 ,式
(15)由于具有二阶奇异性无法处理 ,首先将标量格林函

数分为两部分 g = gr + j gi , gi 项是规则部分 ,可以用式
(14)的方法简便求得.对于含 gr的二阶项 ,用如下办法

降低一阶

∫Δp
a ( j , q) ·ý gr ( r ( j , q) , r′)

9L ( i , p) ( r′)
9β J - 1

jcb ds′=∫Δp
ý gr
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( r ( j , q) , r′) · a ( j , q)
9L ( i , p) ( r′)

9β - a
9L ( i , p) ( r′)

9β r′= r ( j , p)

J - 1
jcb

ds′- ∮9p
a·negr ( r ( j , q) , r′)

9L ( i , p) ( r′)
9β r′= r ( j , p)

J - 1
jcb d l′ (16)

所有的积分项都最多具有一阶奇异性 ,利用 Duffy 方

法[8 ]可以得到高精度的结果.

5　高阶矩量法与 PO法的混合

　　将散射体表面划分为MoM区和 PO区 , PO区必须

是入射电磁波能照亮的区域 ,此时才有 PO感应电流产

生 ,剩余区域则可划分为MoM区.由于 PO法的特点 ,以

光滑曲面作 PO区较好 ,如果包括较多地棱边 ,结果可

能变坏.分别用 PO法和高阶矩量法计算不同区域 ,即

可形成混合法.为了增加计算的准确性 ,在电场积分方

程的基础上 ,引入了 PO区和MoM区的耦合项 ,描述两

区之间的联系.此时 ,电场积分方程可以写为 :

( L E
J + L E

J KL H
J ) { J MoM} tan = - Ei ,tan - L E

J K{ Hi} (17)

其中的线性微积分算子为

L E
J { J } = jωμκS

1 +
1
k2 ý ý· J ( r′) g ( r , r′) ds′ (18)

L H
J { J } = κS

J ( r′) ×ý g( r , r′) ds′ (19)

K{ Hi} = 2δn×H (20)

式 (20)中δ在亮区取 1 ,暗区取 0 .

将式 (7)代入式 (17) ,采用式 (10)作为试函数 ,可以

得到

∑
P

p = 1
∑
Ip

i = 1

Buu Buv

Bvu Bvv

J u
( i , p)

J v
( i , p)

=
Vu

Vv
(21)

其中

Bαβ= a ( L E
J + L E

J KL H
J )·

Lp , i ( u , v)

J jcb
β (22)

Va
po = - a·( Ei + L E

J K{ Hi} ) (23)

混合了 PO法后的MoM矩阵方程就是式 (21) ,其矩阵元

素的计算采用式 (22)和式 (23) ,具体的处理过程与上一

节相同.其中的外加电磁场为

Ei = E0e
- j k·rx̂ (24)

Hi = -
E0

ηe - j k·rŷ (25)

其中η为电磁波的波阻抗.

通过求解式 (21)的线性方程组 ,可以得到MoM区

的电流密度分布. PO区的电流密度分布可由下式求出

J po = 2 n̂ ×Hi (26)

这样 ,散射体整个表面电流密度分布即可求出.

6　数值计算结果

　　我们选择了几个典型散射体进行了计算.图1所示

的是金属球体的散射截面.该金属球半径为 1λ(电磁波

的波长) ,球面剖分了 224个三角形单元.计算时采用了

二阶矢量插值基函数 ,此时每个三角形单元中有6个积

分点 ,整体具有 4阶精度.电磁场由 z正向入射 ,极化方

向为 x方向.图中显示了采用电场积分方程计算的结

果 ,从图中可以看出 ,高阶法的结果和解析解完全符

合.

图 2是金属长方体θ方向的散射截面.金属长方体

的尺寸为 :长 2λ,宽 2λ,高 1λ.入射电磁波沿 z 轴负向

传播 ,电场极化方向沿 x正向.坐标系原点在长方体中

心 , x和 y轴分别沿长和宽的方向 , z 轴沿着高的方向.

长方体表面总共剖分成 344 个三角形单元.以 HFSS的

计算结果作为参考 ,本文的高阶法得到与之相符结果.

图 3是 5λ×5λ的方形金属平板的散射特性.该金

属平板共剖分了 560 个平面三角形单元 ,其中中央 3λ

×3λ的区域为 PO区 ,边缘部分为MoM区.从图中可以

看到 ,混合法的结果很接近MoM的结果 ,比 PO法更为

精确.

图 4是半径为 5λ的金属球体散射截面的计算结

果.采用的是高阶矩量法结合 PO法的混合方法.电磁

波由 z轴正向入射 ,上半个球面是被照亮的区域 ,为 PO

区 ,下半个球面处于阴影区 ,作为MoM区处理.整个球

面划分为 1170个三角形单元 ,在求解区域缩小了一半

的情况下 ,混合方法的计算结果与Mie级数的结果能较

好吻合 ,表明该混合法能够准确的计算三维散射体的

散射问题.

7　结论

　　本文将基于 Lagrange 差值因子的矢量插值基函数

应用于电场积分方程 ,得到了电磁散射问题的高阶矩

量法解.研究了金属球体 ,长方体 ,金属平面等典型散
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射体的散射特性 ,得到了符合实际的计算结果.与传统

的高阶矩量法相比 ,此方法实现过程简单 ,容易实现高

阶特性.而且能够消除散射体表面的离散误差 ,提高模

型精度.通过合理处理积分方程的奇异性 ,保证了整个

方法的高阶精度.其与 PO法结合形成的混合法 ,能灵

活的进行区域划分和离散密度及单元大小的选择 ,增

加了整个方法的灵活性 ,能有效减少求解区域和未知

量个数 ,这些特性对于解决电大尺寸的散射问题有较

大意义.
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