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� � 摘 � 要: � Bayesian 方法或最大后验( maximum a posteriori ,MAP)法被认为是解决图像重建中的病态问题的有效方

法.根据 Bayesian 理论,目标图像的先验信息被加诸于图像重建中来抑制噪声.然而,大部分的先验模型提供的先验信

息来自于一个较小的局部邻域内灰度值的简单加权差, 只能对 Bayesian 重建提供有限的先验信息.本文提出一个新的

非局部的且具有二次的先验能量方程的马尔可夫随机场( Markov Random Fields, MRF)先验, 该先验通过选择较大邻域

和新的加权方式来充分利用图像的全局信息. 文章同时还提出使用该非局部先验的 Bayesian重建的迭代算法.最后给

出了该先验在 PET (正电子发射成像)重建中的应用. 实验结果以及同其他先验的比较证明该先验在降低噪声效果和

保持边缘方面具有很好的表现.
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Abstract: � Bayesian approach, or MAP ( maximum a posteriori) method, has been accepted as an effective so lution to over�
come the ill�po sed problem of image reconstruction. Based on Bayesian theory , a prior information of the objective image is imposed

on image reconstruction to suppress noise. However, the information from most prior model is from a simple weighted differences of

the pixel intensities in a small local neighborhood, thus can only provide limit prior information for Bayesian Reconstruction. In this

article, a novel nonlocal MRF ( Markov Random Fields) prior with convex prior energy function, which is able to exploit g lobal in�
formation in image by choo sing large neighborhood and a new weighting strategy. Iterative algorithm for Bayesian reconstruction us�

ing the proposed nonlocal prior is also given. Experiments about the proposed prior� s application in PET ( Positron Emission Tomog�
raphy) reconstruction are illustrated. Experimental results and comparisons with other priors proved the proposed prior� s good per�

formance in both lowering noise effect and preserving edges.

Key words: � bayesian reconstruction; PET ( po sitron emission tomography) ; MRF( Markov Random Fields) ; local prior; non�

lo cal prior

1 � 引言

� � 由于受到低计数率和噪声的影响, 从探测数据 g

到图像f 的重建在很多情况下是一个病态的问题
[ 1, 2]

,

例如 PET(正电子发射成像)重建.最大似然    期望最

大 ( Maximum�Likelihood Expectation�Maximization, ML�EM)

法能够针对探测数据和噪声的统计泊松特性建立数学

模型,其迭代重建的图像质量要优于传统的以 FBP(Fil�
tered BackProjection) 方法为代表的解析重建法. 然而,

ML�EM 方法在迭代过程中,会产生图像质量退化而导
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致的棋盘效应,从而导致非收敛的迭代过程[ 3] .

作为解决图像重建中的病态问题的有效方法,

Bayesian 方法或最大后验 (Maximum A Posteriori, MAP)法

已经被广泛的接受[ 4, 5] . 基于 Bayesian 理论,一个 Gibbs

先验假设或先验信息项被引入到图像重建中来抑制噪

声效果.我们可以构建以下的用于图像重建的后验概

率:

P(f | g) ! P( g | f ) P( f ) ( 1)

P( f ) = Z- 1 ∀ e- �U( f )= Z- 1 ∀ e- �#
j
U( f , j) ( 2)

其中 g 和f 分别为测量观察数据和待重建的目标图像.

P(f )代表马尔可夫随机场(Markov Random Fields,MRF)

先验分布. Z为正火常数或者配分函数, P( g | f )为似然

分布, U( f )即为MRF 先验能量或能量方程, U (f , j )为

像素 j 点处的先验能量方程,全局参数 �控制MRF先

验对重建图像正则化作用的程度.可以根据式( 1)和( 2)

建立相应的后验能量方程:

��(f ) = log P(f / g) = L( g, f ) - �U(f ) ( 3)

其中 L( g, f )为似然能量方程, 在迭代重建中, 一般通

过求解方程 ��(f )的最小值来获得重建图像 f .

一般可以根据能量方程 U (f )的不同形式把先验

P(f )分为两类:二次先验和非二次先验.常用的二次先

验或 QM( QuadraticMembrane)先验比较简单且在理论上

更加易于分析,且不会影响整个能量方程整体的凹性;

另一方面,很多具有边缘保持效果的 Bayesian 方法,包

括线位置( line�site)模型[ 5, 6]和非连续自适应( Discontinu�
ity Adaptivity, DA)MRF模型[ 5] , 能够通过非二次的先验

能量函数实现保持边缘的图像重建.在文献[ 6] , Black.

M. J和 Rangarajan A给出了关于 line�site模型同DA MRF

模型的等同性的证明.然而由于目标图像 f 并不是整体

平滑的,图像中边缘和不可避免的噪声总是带来一些

区域灰度的突变, 简单的 QM 平滑先验,在消除噪声的

同时也模糊了边缘细节,从而给重建图像带来过平滑

的负面效果. 在另一方面,对于非二次先验, 如果待重

建的图像 f 由一些简单的明显的边缘和一些均匀的区

域组成,使用非二次先验能产生相对较好的结果.可是

如果所要重建的图像性质比较复杂, 区域之间往往没

有很明显的边界例如 PET 重建中的发射成像( emission

tomography) ,由于非二次先验在发射成像可能产生易于

被误诊为伪影的阶梯状均匀区域.不仅如此,使用非二

次先验引进新的参数以及重建中经常需要的退火方法

将增加求解后验能量方程的计算量和复杂度[ 8~ 11] ,一

些非二次先验甚至还会影响能量方程整体的凹性[ 3] .

QM平滑先验通过在一个局部区域内像素值的平

均效应来平滑有噪声的重建图像,具有边缘保持作用

的非二次先验也需要根据局部邻域内像素值差的信息

来决定重建在目标图像 f 中每个像素点的先验能量的

程度和形式[ 12~ 14] . 为简化起见, 我们称以上只取决于

局部邻域信息的先验为局部( local)先验.

2005年,Buades 及其同事设计了一种新的非局部

去噪的方法用于图像的去噪处理
[ 15]

.在他们的非局部

的思想的启发下, 我们在本文中提出一个新的用于

Bayesian图像重建的非局部二次先验模型, 该模型不仅

使用目标图像 f 中的先验邻域中单个像素之间的灰度

差信息,而且能够利用图像中连接和连续的全局信息.

文章的第二部分首先回顾了旧的局部先验模型,然后

阐述了关于此非局部二次先验模型的理论.在本文的

第三部分,我们将此非局部二次先验模型应用于 PET

图像的 Bayesian 重建,试验中对重建图像的视觉及量化

的比较表明:对于含有噪声数据的图像重建,本文所提

出的非局部先验在降低噪声效果和保持边缘方面均具

有非常好的表现.

2 � 新的非局部 MRF先验模型

� � 在介绍非局部先验模型之前, 我们将首先阐述所

熟悉的局部先验模型.

2�1 � 局部先验模型
基于MRF理论,当目标图像 f 满足先验假设时,式

( 2)中的能量方程 U( f )具有最小值且相应的先验分布

式( 2)达到最大值.而像素 j 点处的先验能量方程 U( f ,

j )通常等于以像素 j 与其邻域Nj 内每个点的差分为自

变量的势能函数v ( )的加权和:

U( f , j ) = �#
b ∃ N j

w bj v ( f b- f j ) ( 4)

可以通过选择不同的势能函数 v 来设计用于

Bayesian重建的不同先验模型.如果势能函数 v 为二次

的v ( t ) = t 2形式,先验 P( f )即为简单的二次 QM 平滑

先验.我们也可通过使用选择一些非二次势能函数 v

来使用非二次先验
[ 3~ 10]

,如 huber先验的势能方程:

v ( t) =
t 2/ 2, | t| %  

 | t| -  2/2, | t| >  
( 5)

其中,  为控制势能函数的阈值参数.

式( 4)中的权值量 w bj为表示图像中像素 b 和像素 j

的相互关系的正常数. 通常设定 w bj的值同像素 b 和像

素 j 之间距离成反比. 设定图像 f 的二维网格图中, 像

素 b和像素 j ( b & j )的位置对应于坐标 ( m1, n1 )和

( m2, n2 ) , 则 w bj 的 一 个 计 算 公 式 为 1/

( m1- m2) 2+ ( n1- n2) 2 .下面即为广泛应用于图像

重建和恢复中的普通局部先验的标准的归一化八邻域

权值图和四邻域权值图
[ 9]

:
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八邻域权值图: (1/ ( 4∀ 1+ 4 ∀ 1/ 2 ) ) ∀

1/ 2 1 1/ 2

1 0 1

1/ 2 1 1/ 2

四邻域权值图: (1/ ( 4∀ 1) ) ∀
1

1 0 1

1

以上的先验模型只能为图像重建提供固定的局部的先

验信息.上文所述的二次局部 QM 先验通过重建过程中

的一个平均化的作用提供平滑的先验信息, 从而易于

导致使得边缘细节和噪声同时平滑掉的过平滑效应.

具有边缘保持作用的局部非二次先验虽然能够通过选

择随着相邻像素的灰度差异变大而降低增大速度的非

二次的势能函数 v ( )来保持边缘信息,却会因为无法有

效的区分噪声和一些较细微的细节而为重建带来不好

的伪影效果.

2�2 � 非局部二次先验模型
在建立此非局部先验的过程中, 一方面需要选择

一个较大的邻域来包含图像中的更多几何形态信息,

另一方面通过计算像素 b 的邻域和像素 j 的邻域的一

个相似性测度而不是用以上 1�1节所述的像素间二维
空间距离的简单反比例量来计算权值 w bj. 试验中设定

此基于邻域的相似性测度为两个像素点邻域内所有像

素点灰度值的加权欧几里得 ( Euclidean) 距离的反比例

函数.根据 Bayesian 和以上的非局域先验设计思路,我

们可以设计新的非局部 MRF 先验, 相关的 Bayesian 图

像重建算法如下:

f = arg maxf ��( f ) = arg maxf L ( g, f ) - �UNL( f ) ( 6)

UNL( f ) = #
j

UNL (f , j ) = #
j
#

b ∃ Nj

w bj- NL(f b- f j )
2 ( 7)

w bj- NL=
1

Z( b) w bj
exp -

∋ !( nb ) - !( nj ) ∋2

h2
( 8)

Z( b) = #
j

exp -
∋ !( nb ) - !( nj ) ∋2

h2
( 9)

式中 UNL (f )为非局部先验的能量函数, w bj
-

NL为像素 b

和像素 j 之间的权值, w bj即为上节中局部先验的像素 b

和像素j 之间的权值, nb 和 nj 为设定的以像素 b和像素

j 为中心的方形邻域, !( nb)和 !( nj )为此两个邻域中所

有像素灰度值数组, ∋( ∋代表此两个像素灰度值数组
的加权欧几里得距离. Z( b)为正火常数或者配分函数.

参数 h 控制式( 8)中计算像素间权值的指数函数同邻

域相似性测度的反比例衰减关系.

在选择一个较大邻域的基础上, 此先验不仅比较

图像中两个像素的灰度值, 而且通过比较此两个像素

邻域的相似性来获得势能函数中的权值量. 我们使用

文献[ 15]中的图示来说明本文提出非局部先验的势能

函数中权值的取值方法,如图 1所示,在每组图中,左边

的图为原图, 右边的图描绘了左图中心点邻域中各点

在非局部先验模型中权值的取值情况, 颜色越亮则相

应的权值越大,此邻域设定为覆盖整个图像的区域.我

们可以看出,权值一般分布于比较相似的结构处, 两个

像素点周围的结构越相似,则此两个像素点在先验中

的 w就越大,所以该非局部先验信息能够考虑到图像

中的一些较大的几何结构形态的全局信息,从而克服

局部信息的先验信息量较少的缺点,因此能够对图像

重建的病态问题提供更为有效的正则化处理.

2�3 � 非局部先验模型的二次性及收敛的重建算法
为了设计用于 Bayesian 图像重建的收敛的迭代最

小化算法,需要保持后验能量函数 ��( f )的凹性.观察

式( 3)可知在似然能量方程 L( g, f )为凹函数的情况下,

先验能量函数 U( f )的凸性同后验能量函数 ��(f )的凹

性是等价的, 我们有必要选择具有严格凸性的势能函

数 v 来设计相应的收敛重建算法. 式( 7)中的势能函数

v 的二次形式确保了能量函数 UNL (f , j )和 U( f , j )的凸

性,从而为建立基于非局部先验的 Bayesian图像重建的

收敛迭代算法提供了保证.

在图像的 Bayesian 重建中,一般使用迭代算法来求

解式( 6)中的最大化问题. 从上文可知所提出的非局部

先验在似然能量方程 L ( g, f )为凹函数的情况下不会

影响后验能量函数 ��( f )的凹性, 所以我们可以根据

Fessler与 Erdo)gan提出的思想构建 L ( g, f )为凹函数时

的快 速收敛 的 paraboloidal surrogate coordinate ascent

( PSCA)迭代算法[ 16, 17] , PSCA算法基于∗优化转换 ( opt i�
mization transfer)+的思想,在每一步迭代中, 对于每一个
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图像中的像素 f j 或f xy (( x, y)为 xy 在j 二维目标图像数

据坐标上的表达) ,可以将求似然方程 ��( f , j ; f k , g)最

大值的问题转换为下面的较易于求最大值的替代方

程.

3 � 实验与分析

3�1 � PET重建原理
PET 测量数据实际上是一个探测器的计数过程,可

以把这些测量值理解为服从独立泊松分布的随机变

量.第 i 对探测器探测到的来自发射扫描的数值 g i 可

以认为是一个期望是  g i 的泊松随机数,而这个  gi 是一

个自变量为图像或同位素分布 f 的方程
[ 9]

. 似然方程

PL( g/ f )定义为在已知 f 的情况下, 得到测量数据 g 的

概率.基于以上的说明,可以得到以下各式:

gi ,Poisson{ g i( f ) } , � i= 1, −, N ( 10)

 g i (f ) = #
M

j

ciaij f j+ r i , � i= 1, −, N ( 11)

PL ( g/ f ) = .
M

i= 1

 g i( f ) g
i

gi !
exp( -  gi ( f ) ) ( 12)

这里N 是探测器对的数目, M 是目标图像像素的数目,

aij是在理想条件下图像像素点 j 被探测器对 i 探测到的

几何概率. ci 系数综合了扫描时间的校准系数、探测器

的效率、衰减系数和死时间的校正系数.所以 ciaij可以

理解为第 j 个像素对第 i 个探测器探测值的贡献或作

用. r i 表示总共探测到的随机计数和散射计数. PL ( g/

f )对应于式( 1)中 P( g/ f ) ,其对数似然能量方程为:

L( g , f ) = logPL ( g/ f ) = #
i

( g ilog g i (f ) -  g i (f ) - logg i! )

( 13)

使用上文所述的 PSCA 算法能够保证其后验能量方程

式(3)最小化迭代过程的收敛性.

3�2 � 模拟试验
在实验中, 我们使用如图 2 所示的两个 128 ∀ 128

的模拟体模数据图像,其中图 2( a)为体模数据图像 1,

表示一个 Zubal腹部截面图, 图像素点取值范围为 0到

5,模拟探测数据 sinogram数量为 4 ∀ 105 ;体模数据图像

2如图 2( b)所示,包括一个均一的背景、一个方形亮区

域、一个内嵌方形暗区域的模糊圆形亮区域,图像素点

取值范围为 0 到 5,模拟探测数据 sinogram数量为 4 ∀
105.实验中设定此两个体模图像的重建具有相同的重

建环境, sinogram数据中均加入了 10%服从泊松分布的

随机噪声.转换概率矩阵 A,对应于一个平行带状积分

几何模型,此几何模型表示一个 180/的均匀区域里的具
有 128个径向取样和 128 个角采样的系统,由 Fessler等

人提供的ASPIRE软件系统生成[ 18] .

图 3的( 1) , ( 2)图分别显示了使用以上三个体模数

据的 filtered back projection ( FBP) 解析法重建和使用二

次局部 QM平滑先验,非二次局部 huber先验及非局域

先验的 Bayesian重建图像,对于后面三种 Bayesian重建,

选取第 150次迭代的重建图(在实验中,当迭代到第 150

次时,和体模数据相比, 重建图像已趋于稳定, 几乎没

有变化) .实验中采用上文所述的 PSCA迭代算法.

在重建试验中,不同的体模数据需要选择不同的

参数.对于三个体模数据,依据产生最高信噪比 SNR(计
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算公式见(14) )的原则手工设定先验全局参数 �, 设定

QM先验能量全局参数 �分别为 1�5、2�5; 设定非二次

huber先验能量全局参数 �分别为 1�5、2�5,阈值参数  

均为 0�2;设定二次非局域先验能量全局参数 �分别为

0�55、0�82,设定对于此三个体模数据式( 7)中参数 h 均

为 0�002,式( 6)中 Nj 为 11 ∀ 11的邻域,式( 7)中 nb 和nj

为 7 ∀ 7 的邻域.为了节省计算时间,在重建中对先验部

分的更新每 10 次迭代进行一次.

由于两个体模数据大小相同,而且重建中使用大

小相同的系统矩阵,所以对于不同体模数据,使用相同

先验重建所需的计算时间也相同.表 1给出了不同重建

方法在 P4 1�6 GHz, 512Mb RAM 的硬件环境下, mat�
lab7�0 的软件环境下运行得到重建结果所需的 cpu 时

间.

从图 3中可以看出,在视觉上, 使用非局域先验的

重建结果无论在抑制噪声还是保持边缘方面均明显优

于其他三个重建结果. 使用该非局域先验的重建不仅

能够克服 QM 平滑先验的过平滑效应,而且能够在很大

程度上解决非二次先验所导致的阶梯状伪影的问题.

表 2给出了所有以上所有重建图像对于体模数据

1和体模数据 2 的重建图像相对于真实图像的信噪比

SNR.可以看出使用本文提出的非局域先验的重建图像

具有更高的信噪比. 试验中, 信噪比 SNR 的计算公式

为:

SNR= 10log10

#
J

j
(f phantom- j- !f phantom) 2

#
J

j
(f j- f phantom- j )

2
( 14)

式中: f ( x , y )为重建图像, !f 代表 f 中所有像素点灰度

的的均值, f phantom( x , y )为真实图像数据.

表 1 � 重建中使用不同方法在 matlab环境下所需 cpu时间

FBP

重建

QM 先验

重建

huber非二次

先验重建

非局域先验

重建

所需 CPU时间 10秒 172秒 250秒 612秒

表 2 � 以上重建图像对于图 2中真实体模图像数据的信噪比

FBP

重建

QM 先验

重建

huber非二次

先验重建

非局域

先验重建

SNR- 体模图像 1 11�34 13�16 13�50 14�78

SNR- 体模图像 2 11�67 13�07 13�49 14�54

� � 图 4的 ( a)和 ( b)图描绘了真实图像和分别使用

QM 平滑先验, 非二次 huber 先验及非局域先验的

Bayesian 重建图像的侧面水平轮廓图,从轮廓图中我们

可以看出,相对于 FBP 解析重建算法及使用二次局部

QM先验,非二次局部 huber先验的 Bayesian重建算法所

重建的图像, 使用本文提出的新的非局域先验所重建

的图像的侧面轮廓图无论在背景区域或者还是在边缘

区域都更接近于真实图像的侧面轮廓图.

4 � 结论

� � 相对于通常意义上的二次或者非二次的局部先

验,本文提出的新的非局部先验能够利用目标图像中

更多形态结构的全局信息的来构建先验项,引入了更

多更全面的先验信息, 从而克服局部先验的一些缺点.

模拟实验证明:相对于使用普通的二次平滑先验及非

二次边缘保持先验的重建,使用该混合先验的 PET 重

建所产生的重建结果图像能够更好保持边缘信息, 消

除背景噪声,且具有更高的信噪比.

该非局部先验基于MRF 和 Bayesian 理论, 在具有

理论上的合理性, 同时此非局部先验的势能函数的二

次形式避免了一些使用非二次先验的重建中目标后验

能量函数的非凹性的问题.不过, 新的非局部先验设计

到较大邻域内像素点的计算问题, 同时引进了几个需

要手工调节的参数, 这在一定程度上增加了计算量和

重建的复杂度.

进一步的工作包括在实验中使用真实图像来测试

先验的效果、减少使用非局域先验重建的计算量、对混

合先验中引进的一些参数的估计、以及该类先验在图

像恢复以及其他成像问题如透视图像重建中的应用.
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