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　　摘　要 :　在阵元数目一定的情况下 ,为了扩大阵列的孔径 ,本文采用非均匀稀疏对称阵列 ,其阵元间距不受四分

之一载波波长的限制.为了避免由此带来的角度模糊问题和复杂的二维搜索 ,本文基于降秩思想 ,提出了近场源波达

方向 (DOA ,Direction Of Arrival)和距离的无模糊估计方法并且分析了角度估计的模糊性.此方法利用二阶统计量 ,只需

进行一维搜索 ,且参数自动配对.因此 ,计算量大大地减少 ,且在阵元个数有限的情况下 ,大大地提高了空间分辨率.计

算机仿真结果证实了此方法的有效性.
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Abstract :　In order to enlarge the array aperture in the case of having determinate number of sensors , this paper utilizes a

sparse symmetric array which allows the inter2element spacing to exceed the quarter2wavelength upper limit . To avoid the direction2
of2arrival (DOA) ambiguity and complicated 22D search ,a method based on rank reduction (RARE) has been presented for estimat2
ing the DOA and range of near2field sources without ambiguity. And the ambiguity of DOA estimation is analyzed. The algorithm u2
tilizes second2order statistics and only requires 12D search ,and all parameters are automatically matched. Therefore the computation2
al burden is reduced and the spatial resolution is enhanced when the number of sensors is limited. Simulations are included to show

the validity of this proposed method.
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1　引言

　　空间信号源的参数估计问题是阵列信号处理的重

要研究内容 ,广泛地应用于雷达、声纳和通信等领域.现

今 ,许多研究都是在远场假设条件下进行的[1 ] .然而 ,当

信源距离接收阵列较近时 ,即信源位于近场条件下 ,平

面波的假设不再成立 ,信号以球面波的形式通过阵列 ,

此时需估计信源的 DOA和距离参数 ,这就是近场源定

位问题.

由于现有的基于远场源假设的阵列高分辨率 DOA

估计方法不能直接应用到近场的情形 ,近年来 ,针对近

场源定位的许多方法被相继提出[2～12] .文献[ 2 ]给出了

最大似然估计方法 ,虽然它具有最优的统计性能 ,但是

由于它需要优化一个高度非线性的代价函数 ,通常需要

多维搜索 ,因而计算量非常巨大.文献[3 ]把传统的一维

MUSIC方法推广到二维参数估计情形 ,然而二维MUSIC

(Multiple Signal Classification)方法需要搜索方向角和距

离两个参数 ,因而计算负担很大.为了避免多维搜索 ,文

献[4～8]提出了基于高阶累积量的近场源定位方法 ,不

需搜索而且参数自动配对 ,但需要构造高阶累积量矩

阵 ,计算负担仍然很大.与高阶累积量相比 ,二阶统计量

的计算量明显减少 ,文献[ 9～11 ]采用二阶统计量实现

了近场信源多维参数的联合估计.文献[12 ]采用对称阵

列 ,将扩展 ESPRIT( Estimation of Signal Parameters via Rota2
tional Invariance Techniques)方法 ( G2ESPRIT)引入到近场

源定位 ,此方法只需多次的一维搜索 ,大大地降低了计

算的负担.

信号DOA估计的分辨率依赖于阵列的孔径大小、
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阵元数目、快拍数以及信噪比[13] ,因而增大阵列孔径是

提高DOA估计分辨率的方法之一.然而 ,以上所述的近

场源定位方法 ,为了避免角度模糊 ,均假设阵元均匀分

布且相邻阵元间距不大于四分之一载波波长 ,在阵元

个数一定的情况下 ,限制了阵列的孔径和空间分辨率.

为了扩大阵列的孔径并避免由此带来的角度模糊问

题 ,本文采用非均匀稀疏对称阵列 ,其阵元间距不受四

分之一载波波长的限制 ,基于降秩 (RARE ,RAnk REduc2
tion)思想[14 ,15] ,提出了近场源 DOA和距离的无模糊估

计方法.此方法利用二阶统计量 ,只需进行一维搜索 ,

且参数自动配对.因此 ,计算量大大地减少 ,且在阵元

个数有限的情况下 ,大大地提高了空间分辨率.

2　近场信号模型

　　考虑 2 M + 1个阵元构成的非均匀稀疏对称线性阵

列 ,如图 1所示.阵元分布在 y轴上 ,设阵元位置以 d≤
λ/ 4为单位 ,则位置矢量为 Y = d ( n - M ⋯n0 ⋯nM) ,并

假设 nm均为整数 ,其中 n0 = 0 .

假定 K( K < M + 1)个相互独立的近场窄带波入射
到上述阵列 ,信源 k 的方位角和距离参数为 {θk ,

rk}
K

k = 1 .以阵元 0 为参考阵元 ,则阵元 m 接收的信号可

表示为[2 ]

xm ( t) =∑
K

k = 1

ske
jτ

mk + nm ( t) , - M≤m≤M (1)

其中 , sk ( t)为阵元 m接收并解调后的基带信号 , nm ( t)

为阵元 m上的加性白噪声 ,τmk为第 k 个信号在第 m 个
阵元与参考阵元之间的传播时延引起的相位差.它可
以由菲涅尔(Fresne1)近似表示[2 ,8 ,12 ]

τmk =
2πrk

λk
1 +

n2
md2

r2
k

-
2 nmdsinθk

rk
- 1 ≈μknm +φkn2

m

(2)

μk = - 2π d
λk

sinθk , 　φk =π d2

λkrk
cos2θk (3)

其中 ,参数λk 为第 k 个信号的波长 ,θk ∈( -π/ 2 ,π/ 2)

是 z轴与第 k个信号入射方向之间的夹角 , rk 为第 k 个

信源与参考阵元之间的距离 ,且 0162 ( D3/λ) 1/ 2 < rk <

2 D2/λ, D表示阵列的孔径[12 ] .μk 和φk 分别为方位角θk

和距离 rk的非线性函数.则式 (1)可近似表示为

xm ( t)≈∑
K

k = 1

ske
j (μ

k
n

m
+φ

k
n

2

m
) + nm ( t) , - M≤m≤M (4)

式 (4)可以写成矩阵的形式 :

X( t) = AS ( t) + N ( t) (5)

式中 :

X( t) = [ x - M ( t) , ⋯, x0 ( t) , ⋯, xM ( t) ]T (6)

A = [ a (θ1 , r1) , a (θ2 , r2) , ⋯, a (θK , rK) ] (7)

a (θk , rk) = [ej (μ
k
n - M

+φ
k
n

2

- M
)

, ⋯,ej (μ
k
n0 +φ

k
n

2

0
)

, ⋯,

ej (μ
k
n

M
+φ

k
n

2

M
)

]T (8)

S ( t) = [ s1 ( t) , s2 ( t) , ⋯, sK( t) ]T (9)

N ( t) = [ n - M ( t) , ⋯, n0 ( t) , ⋯, nM ( t) ]T (10)

[·]T表示矢量转置运算.本文作如下假设 :

(1) { sk ( t) } K
k = 1为零均值、高斯、统计独立的窄带平

稳过程 ,各信源的 DOA互不相同 ;

(2)阵列的加性噪声 nm ( t)为零均值的高斯白噪

声 ,各阵元之间噪声相互独立 ,且与信源不相关 ;

(3)阵列中各阵元是各向同性 ,且不存在通道不一

致、互耦等因素的影响 ,空间增益为 1 .

阵列的协方差矩阵为 R = E[ X ( t ) XH ( t ) ] ,式中

[·]H表示矢量共轭转置. R特征值分解为

R = UsAsU
H
s + UnΛnUH

n (11)

其中 , Us = [ u1 , u2 , ⋯, uK]是由对应于 K个较大特

征值的 K个特征向量组成的矩阵 ,而 Un是由对应于其

余较小特征值的特征向量组成的矩阵.

3　近场源 DOA估计

　　由于阵列为对称线阵 ,如图 1 ,即 n2
- m = n2

m ( m = 1 ,

2 , ⋯, M) ,故阵列的导向矢量可以写为

a (θ, r) = [ej (μn - M
+φn

2

M
)

, ⋯,ej (μn0 +φn
2

0
)

, ⋯,

ej (μn
M

+φn
2

M
)

]T = V (θ) h (θ, r) (12)

式中 , V (θ)为 (2 M + 1) ×( M + 1)维矩阵

V (θ) =

ejμ( n - M
)

ω
ejμn0

Ψ
ejμn

M

(13)

h (θ, r)为 ( M + 1) ×1维的列向量

h (θ, r) = ejφn
2

M , ⋯,ejφn
2

0 T (14)

在已知阵列的协方差矩阵 R时 ,由子空间原理得

aH(θ, r) UnUH
na (θ, r) = 0 ,θ=θ1 , ⋯,θK , r = r1 , r2 , ⋯, rK

(15)

将式 (12)代入式 (15) ,得

aH(θ, r) UnUH
na (θ, r)

= hH(θ, r) VH(θ) UnUH
nV (θ) h (θ, r)

= hH(θ, r) C (θ) h (θ, r) = 0 (16)

式中 C (θ)为 ( M + 1) ×( M + 1)维矩阵
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C (θ) = VH(θ) UnUH
nV (θ) (17)

从式 (16)和 (17)可以看出 , h (θ, r)中包含近场信号源

的距离和方向角参数 ,而 C(θ)中仅包含方向角θ.由式
(14)可知 h (θ, r) ≠0 ,且 C (θ)为非负定的共轭对称矩

阵 ,式 (16)成立的充要条件为 C (θ)是奇异矩阵.当 K≤

M , (2 M + 1) ×(2 M + 1 - K)矩阵 Un的列秩不小于M +

1 ,通常 C(θ)为满秩矩阵[14 ] ,只有当θ取为信号的真实

方位{θk}
N
k = 1时 ,矩阵 C (θ)降秩 ,即 rank{ C (θ) } < M +

1 ,使 C(θ)变为奇异矩阵 ,因此可以由下式得到DOA的

估计

θ
^

= arg max
θ

1
det[ C (θ) ]

(18)

下面讨论式 (15)和式 (18)对 DOA估计的一致性 ,

即充分性 :当θ取为信号的真实方位角{θk} K
k = 1时 ,式

(15)和式 (18)同时成立 ;必要性 :当式 (18)成立时 ,θ的

取值与由式 (15)得出的值一致.

(1)充分性 :当取θ为信号的真实方位角和真实距

离{θk , rk}
K

k = 1时 , a{θk , rk}位于阵列协方差矩阵的信号

子空间中 ,由子空间原理可知下式成立

a H(θk , rk) UnUH
na (θk , rk)

= hH(θk , rk) VH(θk) UnUH
nV (θk) h (θk , rk)

= hH(θk , rk) C (θk) h (θk , rk) = 0 (19)

又因为 h (θk , rk) ≠0 ,所以要使上式成立 ,则矩阵 C (θk)

降秩 ,即 rank{ C (θk) } < M + 1 ,使 C (θk)变为奇异矩阵 ,

即 det[ C(θk) ] = 0 .所以充分性成立.

(2)必要性 :式 (12)可以写为

a (θ, r) = V (θ) h (θ, r) = [ vM (θ) , vM - 1 (θ) , ⋯, v0 (θ) ]

　[ hM (θ, r) , hM - 1 (θ, r) , ⋯, h0 (θ, r) ]T

=∑
M

i = 0

vi (θ) hi (θ, r) (20)

即 a (θ, r)可以表示为向量 vM (θ) , vM - 1 (θ) , ⋯, v0 (θ)

的线性组合.由噪声子空间的性质可得 UH
nUn = I ,其中

I 为单位矩阵.当式 (18)成立时 ,式 (17)可以写为

C (θ) = VH(θ) UnUH
nV (θ) = VH(θ) UnUH

nUnUH
nV (θ)

= GH(θ) G(θ) (21)

其中 , G (θ) = UnUH
nV (θ) = [ gM (θ) , gM - 1 (θ) , ⋯,

g0 (θ) ] ,从而得到 : gi = UnUH
nvi (θ) , i = 0 ,1 , ⋯, M.由式

(21)可知 ,矩阵 C (θ) = GH (θ) G (θ)为 Hermite 矩阵且

rank [ C (θ) ] < M + 1 , 所以 rank [ GH (θ) G (θ) ]

= rank[ G(θ) ] < M + 1 ,从而 G (θ) 的列向量 gM (θ) ,

gM - 1 (θ) , ⋯, g0 (θ) 线性相关 ,所以存在复矢量γ=

[γM ,γM - 1 , ⋯,γ0 ]T≠0使下式成立

∑
M

i = 0

γigi (θ) =∑
M

i = 0

γi [ UnUH
nvi (θ) ] UnUH

n∑
M

i = 0

γivi (θ) = 0

(22)

令 �a (θ) = ∑
M

i = 0
γivi (θ) = V (θ)γ,则式 (22)可以写为

UnUH
n�a (θ) = 0 (23)

上式左乘 �a H(θ)得

�a H(θ) UnUH
n�a H(θ) = 0 (24)

由子空间原理可知 ,矢量 �a (θ)应位于阵列协方差矩阵

的信号子空间中 ,当γ= h (θ, r)时 , �a (θ) = a (θ, r) ,所

以由式 (18)得出的 DOA的估计与由式 (15)得出的 DOA

的估计是一致的.由此可见 , a (θ, r)只是 �a (θ)的特殊

情况 ,本文对 DOA的估计方法实质上是以 �a (θ)为虚拟

导向矢量的MUSIC方法.

4　近场源距离估计

　　将DOA的估计值θ
^

k ( k = 1 ,2 , ⋯, K)代入式 (15)中

的 a (θ, r) ,噪声子空间由式 (11)已经求出 ,因此第 k个

信源距离的谱函数可以通过MUSIC方法获得.

f k
MUSIC( r) =

1
a H(θ

^

k , r) UnUH
na (θ

^

k , r)
, k = 1 ,2 , ⋯, K

(25)

由此可知 ,对谱函数进行 K次一维搜索即可得到与θ
^

k

相对应的距离估计 r
^

k , k = 1 ,2 , ⋯, K,从而避免了参数

配对带来的巨大计算量.对于 K个信号源 ,本文算法只

需 ( K + 1)次一维搜索即可完成对近场信源的定位.

5　DOA估计模糊性分析

　　从上面的分析可知 ,由式 (18)估计信号的 DOA ,实

质上是以 �a (θ)为虚拟导向矢量的MUSIC方法 ,所以 ,

本文方法出现DOA模糊的机理与MUSIC方法相同.

令复矢量γ= [ bMej <
M , bM - 1e

j <
M - 1 , ⋯, b0e

j <0 ]≠0 ,则

�a (θ) = V (θ)γ=

bMej (μn - M
+ <

M

…

b0e
j (μn0 + <0

)

…

bMej (μn
M

+ <
M

)

(26)

显然 ,虚拟导向矢量 �a (θ)的每个元素都是复指数的形

式 ,所以它们将会以 2π为周期.设θ为真实的信号方位

角 ,θ
^
为方位角的估计值 ,则由 �a (θ) = �a (θ

^
)可得

bMej (μ(θ) n - M
+ <

M

…

b0e
j (μ(θ) n0 + <0

)

…

bMej (μ(θ) n
M

+ <
M

)

=

bMej (μ(θ^ ) n - M
+ <

M

…

b0e
j (μ(θ^ ) n0 + <0

)

…

bMej (μ(θ^ ) n
M

+ <
M

)

(27)

将μ(θ) = - 2π d
λ sinθ和μ(θ

^
) = - 2π d

λ sinθ
^
代入式

(27) ,其幅角满足下式

9031第　6　期 刘　亮 :基于稀疏对称阵列的近场源定位



( - 2π
d
λsinθ) nm = ( - 2π

d
λsinθ

^
) nm + 2 kmπ,

m = - M , ⋯,0 , ⋯, M　　(28)

整理得

nm (sinθ
^

- sinθ) =
λkm

d
(29)

其中 km是与 nm对应的整数.由式 (29)可得

θ
^

= arcsin(sinθ+
λkm

d nm
) = arcsin(sinθ+

ckm

nm
) (30)

其中 c =λ/ d.由式 (30)可知 km 可能取多个整数值 ,因
此 ckm/ nm取值的集合可记为 pm = { ckm/ nm} .所以 ,当
p - M∩⋯∩pM = {0}时 ,即所有集合的交集只包含一个

元素且此元素等于零 ,不产生角度模糊 ,即阵列各阵元
均在真实信号方向角处产生峰值 ,而其它峰值出现在
不同的方向角处 ,对于整个阵列来说 ,就可保证谱估计
时在模糊方向的峰值很低 ,也就可视为无模糊[16 ] .当所
有集合的交集 p - M ∩⋯∩pM 包含 0 和其它非零元素
时 ,将会在非零元素所对应的方向角处形成很大的伪
峰 ,从而产生角度模糊.

在阵元数目和信号数一定的条件下 ,所有的 nm ( m

= 1 , ⋯, M)为递增互异整数且其最大公约数为 1时 ,此
时 p - M∩⋯∩pM = { 0} ,DOA估计无模糊.采用反证法
证明如下 :假设 p - M∩⋯∩pM ≠{ 0} ,即 p - M ∩⋯∩pM

至少含有一个除 0 元素以外的其它元素 ,不妨设为 l ,

则有
ck - M

n - M
= ⋯=

ckM

nM
= l (31)

因为线阵的测角范围为θ∈( - 90°, 90°) ,所以| sinθ
^

-

sinθ| = | ckm/ nm| < 2 ,由于 d≤λ/ 4 ,则 c≥4为一常数 ,

所以| km/ nm| < 2/ c≤1/ 2 .式 (31)可以写为
k - M

n - M
= ⋯=

kM

nM
=

l
c

=
p
q

(32)

其中 , p和 q为互质整数 , p/ q为 l/ c的最简形式且| p/

q| < 1/ 2 ,所以 q≠1 .由式 (32)可知 , n - M , ⋯, nM 皆为 q

的整数倍 ,即它们皆有公因子 q≠1 ,这与所有的 nm ( m

= 1 , ⋯, M)的最大公约数为 1 相矛盾 ,所以结论成立 ,

p - M∩⋯∩pM = {0} ,由前面的分析可得 DOA估计无模

糊.

例如当阵元位置矢量为 Y=
λ
4

( - 6 , - 3 , - 1 ,0 ,1 ,

3 ,6)时 , c = 4 , | 4 km/ nm | < 2 ,1、3、6 为递增互异整数且

最大公约数为 1 ,从而可得
4 km

1
∩

4 km

3
∩

4 km

6
=

{0} ,所以不会产生角度模糊.通过大量的仿真实验也
证实了这一结论的正确性.

6　计算机仿真

　　在下面的仿真实验中 ,考虑由7个阵元组成的两种

阵列 ,如图 2所示. (1) 阵元均匀的分布在坐标轴上 ,阵

元间距为 d =λ/ 4 ,位置矢量为 Y = d ( - 3 , - 2 , - 1 ,0 ,

1 ,2 ,3) ,记为阵列 1或均匀阵列 (uniform) ; (2) 阵元非均

匀分布在坐标轴上 ,取阵元单位间距为 d =λ/ 4 ,位置

矢量为 Y = d( - 6 , - 3 , - 1 ,0 ,1 ,3 ,6) ,记为阵列 2或稀

疏阵列 (sparse) .为了验证本文方法的有效性 ,本文方法
(简称为 RARE)将与文献[12 ]中的方法 (简称为 G2ES2
PRIT)作比较.

实验 1 　DOA和距离的谱峰.两个相互独立等功

率的近场信号源入射到上述两种阵列上 ,信源参数分

别为θ1 = - 20°, r1 = 315λ,θ2 = 30°, r2 = 415λ.实验中快

拍数为 500 ,信噪比为 20dB.仿真结果如图 3 和图 4 所

示 ,可以看出不论是阵列 1 (均匀阵列)还是阵列 2 (稀疏

阵列) ,两种方法均在真实角度和距离处形成了谱峰 ,

而且没有出现“伪峰”,可以很好地分辨出这两个信号

的方位角和距离.但与 G2ESPRIT方法相比 ,本文方法形

成的谱峰更加尖锐 ,而且具有更大的增益.此外 ,从图 4

可以看出 ,稀疏阵列形成的距离的谱峰明显比均匀阵

列的谱峰好.
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实验 2 　DOA空间分辨率.两个相互独立等功率

的近场信号源入射到上述两种阵列上 ,信源参数分别

为θ1 = 2915°, r1 = 315λ,θ2 = 30°, r2 = 415λ.实验中快拍

数为 500 ,信噪比为 20dB.仿真结果如图 5所示 ,可以看

出无论是本文方法还是 G2ESPRIT方法 ,均匀阵列都仅

在两个角度处形成一个峰值 ,不能分辨出这两个信号 ,

而稀疏阵列则能很好的分辨出这两个信号 ,这说明稀

疏阵列的空间分辨率明显高于均匀阵列.而且本文方

法所形成谱峰的角度接近于真实角度 , G2ESPRIT方法

所形成谱峰的角度偏离了真实角度 ,这说明本文方法

具有较高的估计精度.

实验 3　算法统计性能分析.假设条件与实验 1相

同 ,进行 100次Monte2Carlo 实验.图 6为 DOA和距离的

均方根误差 ( RMSE)与信噪比 ( SNR)的关系 ,可以看出

DOA和距离的 RMSE均随着 SNR的增大而减小.由图 6

可以看出 ,在相同阵列结构的情况下 ,本文方法的 DOA

估计性能好于 G2ESPRIT方法 ;在相同算法的情况下 ,稀

疏阵列的性能好于均匀阵列.还可以看出无论是本文

方法还是 G2ESPRIT方法 ,对距离的估计 ,稀疏阵列的性

能明显好于均匀阵列.而且对信号源 1距离的估计精度

好于信号源 2.而且 ,在相同阵列结构的情况下 ,本文方

法的距离估计性能与 G2ESPRIT方法相同 ,这是由于本

文采用的距离估计算法与文献[12 ]的方法是相同的.

7　结论

　　基于非均匀稀疏对称线性阵列 ,本文利用降秩思

想提出了多个近场信号源 DOA和距离无模糊估计方

法 ,并且分析了角度估计的模糊性.稀疏阵列的采用 ,

打破了阵元间距不大于四分之一载波波长的限制 ,在

阵元数目一定的情况下 ,扩大了阵列的孔径 ,提高了

DOA估计的分辨率和精度.采用降秩方法 ,避免了非均

匀稀疏阵列的角度模糊问题和复杂的二维搜索.此方

法仅利用二阶统计量 ,并且采用多个一维搜索代替复

杂的二维搜索 ,无须参数配对 ,降低了计算的负担.计

算机仿真验证了本方法的有效性.
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