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拉格朗日乘子法在机载 SAR 成像系统
降采样滤波器设计中的应用

徐永健 ,娄晓光 ,王贞松
(中国科学院电子学研究所 ,北京 100080)

　　摘 　要 : 　根据机载合成孔径雷达 (SAR)的成像要求 ,本文对降采样滤波器的设计提出了使降采样后将混迭进通

带的旁瓣能量与通带能量之比为最小的评价标准. 在对拉格朗日乘子法做了详细的推导后给出了 FIR 滤波器求解的

步骤. 通过对利用天线方向图和不考虑天线方向图的两滤波器的比较得出结论 :对于机载 SAR 实时成像系统的降采

样滤波器考虑天线方向图的专门设计是必要的.
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Application of Lagrange Method in the De sign of De sampling
FIR Filter of Airborne SAR Real2time Imaging System
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( Institute of Electronics Academia Sinica , Beijing 100080 , China)

Abstract : 　According to airborne SAR imaging requirement we define the minimum ratio of alias′energy ,which will overlap in2
to passband after desampling ,to passband energy as the proper criterion for the design of the desampling filter of the SAR real2time

imaging system. After developing Lagrange multiplier algorithm ,we provide steps to obtain the optimal desampling FIR filter. With

comparing two filters ,one takes account effect of the antenna radiation pattern and the other doesn′t . We conclude that it is necessary

to design a specific desampling filter that includes the effect of the radiation pattern of the antenna.
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1 　引言
　　降采样滤波器在通讯、声纳、雷达中具有很广的用途. 主

要应用于输入信号的带宽高于需处理带宽时. 此时对信号进

行降采样处理可以大大减少数据率和数据量 ,使实时处理易

实现. 在合成孔径雷达实时成像处理器中设有预滤波部分减

小采样率 ;降低信号带宽. 为克服在频域上的混迭 (如图 1) .

设计低通滤波器压制非处理带宽的信号能量再降采样从而减

小混迭. 对滤波器的设计已经有许多方法 ,这些方法都是基于

对滤波器不同的评价标准提出的. 切比雪夫判据是经常使用

的用来使滤波器频域响应误差最小的滤波器设计方法 [1 ] . 最

小均方误差判据[2 ]是使所设计的滤波器与理想滤波器均方误

差最小. 而对于合成孔径雷达实时成像处理器的预滤波部分

需要在保持成像处理信号带宽的同时使降采样后将混迭到信

号带宽内的部分能量最小. 拉格朗日乘子法 [3 ]即条件极值法

是解决这种要求的有效方法. 文[3 ]中提出了拉格朗日乘子法

设计的原理 ,但仅对通带内最平坦滤波器作了分析和设计. 实

际上由于雷达天线波束都有一定的方向图 ,机载合成孔径雷

达回波信号的幅频特性受天线方向图的调制. 本文针对 SAR

图 1 　直接降采样造成频谱混迭
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的实时成像处理器的特点通过拉格朗日乘子法对预滤波部分

进行了分析和设计 ,提出了设计方法和步骤 ,并通对实例检验

了该方法.

作为数字滤波器的一种 ,降采样滤波器可分为两类 :无限

冲击响应滤波器 ( IIR Infinite Impulse Response Filters) 和有限冲

击响应滤波器 (FIR Finite Impulse Response Filters) . 采用 FIR 主

要考虑它的几个优点 :

(1)可通过设计偶对称或奇对称的 FIR 滤波器来得到严

格的线性相位 ,这在相干信号处理系统中是必须的.

(2) FIR 滤波器是稳定的系统不会自激.

(3)可用快速傅氏变换实现信号滤波.

2 　FIR滤波器线性相位的获得

　　有限冲击响应滤波器是指系统的冲击响应函数 h ( n) 是

有限序列 ,0 ≤n ≤N - 1. 具有线性相位的 FIR 滤波器的条件

是单位响应 h ( n) 为实数 ,且满足式 (1) 或式 (2)

偶对称 : h ( n) = h ( N - 1 - n) (1)

奇对称 : h ( n) = - h ( N - 1 - n) (2)

其对称中心在 n = ( N - 1) / 2 处. 这种 FIR 滤波器就具有准确

的线性相位[4 ] . 因而 h ( n) 可以有 4 种类型 ,分别为 : (1) h ( n)

为偶对称 , N 为偶数. (2) h ( n) 为偶对称 , N 为奇数. (3) h ( n)

为奇对称 , N 为偶数. (4) h ( n) 为奇对称 , N 为奇数. 其中偶对

称是需要的低通滤波器 ,有两种选择. 设 L 为滤波器长度. 其

幅频响应函数分别为

当 L 为偶数时 (类型 1)

H1 (e jw) = ∑
L/ 2

n =1

b( n) cos ( n - 1/ 2) w (3)

b ( n) = 2 h ( L/ 2 - n) (4)

当 L 为奇数时 (类型 2)

H2 (e jw) = ∑
(L - 1) / 2

n =0

a ( n) cos nw (5)

a ( n) =
h ( ( L - 1) / 2 - n) , n = 0

2 h ( ( L - 1) / 2 - n) , n ≠0
(6)

3 　机载 SAR信号处理中降采样滤波器的设计

　　在机载合成孔径雷达中 ,需要使用高重复频率的脉冲使

方位向采样率高于回波的多谱勒带宽 ,并可由此补偿由于天

线口面较小而出现的增益较低的问题从而相应减小发射信号

的峰值功率. 但方位向成像处理要达到所要求的方位分辨率

常只需要使用其带宽的几分之一. 因而可在方位向进行降采

样以节省运算资源和存储空间. 能否有效的压低降采样后将

混迭进处理频带内的高频部分的能量可作为对滤波器的评价

标准.

311 　频率响应和混迭区能量积分

如果降采样率为 M ,在频域中 ,降采样后的频率响应输

出就是原频率响应的 M - 1 次叠加 ,每个混迭区域的间隔是

1/ M. 设降采样滤波器的带宽为ΔF ,截止频率 Fp 满足 :

ΔF = 2 Fp 　且 　2 Fp < 1/ M ;

则滤波器的通带为 - Fp 到 Fp. 混迭区的频率范围为 i/

( M - Fp) 到 i/ ( M + Fp) ( i = 1 ,2 , ⋯, M - 1) ,设 Ω= 2πFp ,通

带的能量是

Ep =∫
Ω

- Ω
| G2 ( w) ‖H(e jw) | 2 dw/ 2π (7)

式中 G(ω) 是天线单程归一化方向图. 这里用 G(ω) 表示天线

方向图是由于在合成孔径雷达中 ,目标回波的多普勒频移与

目标相对于天线的几何位置相关 ,所以目标回波受天线方向

图的调制状况是和其多普勒频移相对应的.

各混迭区的能量和为

En = ∑
N - 1

n =1∫
2π·n/ M+Ω

2π·n/ M- Ω
| G2 (ω) ‖H(e jw) | 2 dw/ 2π (8)

为推导方便用矩阵的方式来表示 Ep 和 En ,设 :

X =
[ b (1) 　b(2) 　⋯　b( L/ 2) ] T ,

[ a (0) 　a (1) 　⋯　a ( ( L - 1) / 2) ] T ,

类型 1

类型 2
(9)

S ( w) =
[cosw/ 2 　cos3w/ 2 　⋯　cos( L - 1) w/ 2 ] T ,

[1 　cosw 　⋯　cos ( ( L - 1) / 2) w ] T ,

类型 1

类型 2

(10)

FIR滤波器的响应函数可表示为 H(e jw) = XTS ( w) ,所以通带

的能量是

Ep =∫
Ω

- Ω
| G2 ( w) ‖H(e jw) | 2 dw/ 2π

=∫
Ω

- Ω
| G2 ( w) ‖XTS ( w) ST ( w) Xdw/ 2π

= XT (∫
Ω

- Ω
| G2 ( w) | S ( w) ST ( w) dw) X/ 2π (11)

各混迭区的能量和为 :

En = ∑
M- 1

n =1∫
2πn/ M +Ω

2πn/ M - Ω
| G2 ( w) ‖H(e jw) | 2 dw/ 2π

= ∑
M- 1

n =1∫
2πn/ M +Ω

2πn/ M - Ω
| G2 ( w) ‖XTS ( w) ST ( w) Xdw/ 2π

= XT ( ∑
M - 1

n =1∫
2πn/ M+Ω

2πn/ M- Ω
| G2 ( w) | S ( w) ST ( w) dw) X/ 2π

(12)

如果认为天线方向图在区间 n/ ( M - Fp) 到 n/ ( M + Fp) 近似

保持不变则

Qn = G(2πn/ M)∫
2πn/ M +Ω

2πn/ M - Ω
S ( w) ST ( w) dw (13)

为第 n 条混迭区的能量积分矩阵 ,则混迭区的总能量积分矩

阵为

Q = ∑
M - 1

n =1

Qn (14)

混迭区的总能量为

En = XTQX/ (2π) (15)

同理通带能量积分矩阵为 : G(0) = 1

Q0 =∫
Ω

- Ω
S (ω) ST (ω) dω (16)

Ep = XTQ0 X/ (2π) (17)

对于类型 1 的 FIR 滤波器 ,由式 (10) 求解出矩阵 Qn 中的元素

为

qnij = G2 (2πn/ M) {Ω+
sin[ (2 i - 1)Ω]

(2 i - 1)
cos[2π(2 i - 1) n/ M ]} ,

i = j 　　　(18)
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qnij = G2 (2πn/ M) {
sin[ ( i + j - 1)Ω]

i + j - 1
cos[2π( i + j - 1) n/ M ]

+
sin[ ( i - j)Ω]

i - j
cos[2π( i - j) n/ M ]} , i ≠j (19)

对于类型 2 ,矩阵 Qn 中的元素为

qnij = G2 (2πn/ M) ·2Ω, i = j = 0 (20)

qnij = G2 (2πn/ M) {Ω+
sin2 iΩ

2 i
cos[4πin/ M ]} , i = j ≠0 (21)

qnij = G2 (2πn/ M) {
sin[ ( i + j)Ω]

( i + j)
cos[2π( i + j) n/ M ]

+
sin[ ( i + j)Ω]

( i + j)
cos[2π( i + j) n/ M ]} , i ≠j (22)

因为 Qn 是第 n 条混迭区的能量积分矩阵 ,所以 Q 和 Qn

都是正定的对称矩阵. 选择向量 X 使通带区的能量为常值而

使混迭区的能量最小. 即表示为

XTQ0 X/ (2π) = Ep = const (23)

En = XTQX/ (2π) (24)

那么向量 X 就是滤波器对应的系数 (1 型为 b ( n) , 2 型

为 a ( n) ) . Ep 可任意设定. 通常取 Ep = 2 Fp 即滤波器在频率

响应函数的通带宽度 ,或取 Ep = L/ 2 为滤波器在时域响应函

数的长度的一半 .

312 　使用拉格朗日乘子法进行滤波器设计

为解以上讨论的条件极值问题 ,使用拉格朗日乘子法对

向量 X 进行求解. 即在保证 Ep 为常数条件下求 En 的极值 ,

从而确定 FIR 的系数. 设 :

Λ= XTQX/ (2π) - λ( XTQ0 X/ (2π) - Ep) (25)

所以 X满足 :

Λ′x = 0

Λ′λ= 0
]

( Q - λQ0) X = 0

XTQ0 X/ (2π) - Ep = 0

(26)

(27)

因 Q0 是正定对称阵 , Q0 的逆阵唯一存在 ,用 Q - 1
0 表示. 式

(26) 左乘 Q - 1
0 得 :

( Q - 1
0 Q - λ) X = 0

XTQ0 X/ (2π) - Ep = 0
(28)

再将式 (26) 左乘 XT 得

λ=
XTQX

XTQ0 X
(29)

由式 (28) 可知 X 是矩阵 Q - 1
0 Q 的特征向量.λ是对应的

特征值且为混迭区能量与通带能量之比. X 的模值由式 (23)

求取.

求 X 向量的过程可归纳如下 :

①计算矩阵 Q 和 Q0

②计算矩阵 Q - 1
0

③计算矩阵 Q - 1
0 Q

④求 Q - 1
0 Q 的 M 个特征值和特征向量

⑤因为λ是混迭区能量与通带能量之比. 所以由最小λ

对应的特征向量 X0
i 求向量 Xi 使其满足式 (27) ,即

Xi = ki X
0
i (30)

ki = 2πEp/ ( X0 T
i Q0 X0

i) (31)

⑥由 Xi 利用式 (4) 或式 (5) 求出滤波器系数 h ( n)

由矩阵理论可知 ,如果两矩阵互为逆矩阵则这两个矩阵

具有相同的特征向量 ,而特征值互为倒数. 所以可有另一解

法. 对式 (26) 左乘 Q - 1得 :

( I - λQ - 1 Q0) X = 0

XTQ0 X/ (2π) - Ep = 0
(32)

X是矩阵 Q - 1 Q0 的特征向量.λ是对应的特征值的倒

数. X 的模值由式 (23) 求取. X 向量的求取过程可归纳如下 :

①计算矩阵 Q 和 Q0

②计算矩阵 Q - 1

③计算矩阵 Q - 1 Q0

④求 Q - 1 Q0 的 M 个特征值和特征向量

⑤由最大λ对应的特征向量 X0
i 求向量 Xi 使其满足式

(27)

⑥由 Xi 求出滤波器系数 h ( n)

4 　实际设计举例

　　设计降采样率为 10 的滤波器 ,降采样滤波器的长度为两

倍的降采样率 L = 20 ,通带宽度为 1/ 112 输出带宽. 所以

M = 10 , L = 2 M = 20 ,ΔF = (1/ M) / 112 = 1/ 12 ,

Fp =ΔF/ 2 = 1/ 24

使用类型 1 的 FIR 滤波器 ,由式 (13) , (14) , (18) , (19) 设

G(ω) 为 sinc 函数 ,其零点与 SAR 雷达的脉冲重复频率 ( PRF)

相重合. 经计算 Q - 1 Q0 的最大特征值λ= 22011050 ,对应的特

征向量 X0
i 为 :

[014077 　014616 　013514 　014158 　012643 　013470 　011567

　012677 　010407 　011903] T

根据式 (30) , (31) 得 Xi 为 :

[119181 　211718 　116533 　119566 　112437 　116328 　017373

　112594 　011915 　018956] T

所以得 h ( n) 的系数为 :

[014478 　010958 　016297 　013686 　018164 　016218 　019783

　018267 　110859 　019590 　019590 　110859 　018267 　019783

　016218 　018164 　013686 　016297 　010958 　014478]

图 2 　利用拉格朗日乘子法设计的 FIR 滤波器的频域幅度响应

滤波器幅频响应函数 (如图 2) 中未考虑天线方向图时的

混迭能量比为 010059 , 考虑天线方向图时的混迭能量比为
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010045. 在对点目标的模拟中 ,用考虑天线方向图滤波器处理

的数据所成图像的积分旁瓣比比未考虑的情况提高了 016 分

贝. 图 2 中可见考虑天线方向图时设计出的降采样滤波器其

高频部分出现高旁瓣 ,这是由于利用天线方向图在高频部分

的增益下降从而滤波器可牺牲高频部分的抑制换来更好的特

性. 考虑天线方向图的降采样滤波器优于未考虑的降采样滤

波器.

5 　结论

　　本文提供了用拉格朗日乘子法设计机载 SAR 实时成像

处理器的降采样预滤波部分的方法和步骤. 其使在成像区的

信号能量为定值时混迭的能量最小. 通过对考虑天线方向图

和不考虑方向图设计的两种滤波器的频率响应比较可见在机

载 SAR 信号实时成像处理器设计中 SAR 天线的方向图对机

载 SAR 回波信号幅频特性的影响是应考虑的.
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