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　　摘　要 :　针对雷达目标互易性修正问题 ,研究了目标极化散射矩阵的 Frobenius范数修正法.阐述了 Frobenius范

数修正法的物理涵义和应用背景 ,利用拉格朗日乘子法研究了 Frobenius修正散射矩阵的求解问题 ,证明了其与

Cameron修正散射矩阵相差一个正标量因子 ,同时证明了 Frobenius范数修正法的局部最优性和唯一性 ,最后通过仿真

实验比较了两种修正算法的性能 ,验证了文中的结论.
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Abstract :　Frobenius norm correction algorithm on target’s polarization scattering matrix is studied in connection with radar tar2
get’s reciprocity correction. The physics and application background of Frobenius norm correction algorithm are stated. Frobenius cor2
rected matrix is achieved by using the Lagrange Multiplier Method. It’s shown that there is a little difference of a positive scalar factor

between Frobenius corrected scattering matrix and the optimal Cameron corrected ones. The Frobenius algorithm is proved to be a local

optimal algorithm with the Frobenius corrected matrix being unique. Finally ,characteristics of two kinds of correction algorithm are

compared by experiment and conclusions in this paper are verified.
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1　引言
　　在单静态条件下 ,线性雷达目标在特定观测状态下的相

干极化散射特性可以用一个 2阶复数矩阵予以完全地表征 ,

这个复矩阵称为目标的 Sinclair极化散射矩阵 ,它充分地描述

了目标作为极化变换器的变极化效应 [1 ] .根据互易原理可知 ,

在均匀、各向同性的传播介质中 ,线性目标的极化散射矩阵是

一个对称矩阵[2 ] .然而目标极化散射测量实验表明 [3 ,4 ,6 ,7 ] ,通

常情况下目标的实测极化散射矩阵都是非对称的 ,这意味着

目标的互易性在测量过程中受到了破坏.究其原因 ,主要有以

下几个影响因素 :首先 ,一般情况下的散射测量都是在准远场

条件下进行的 ,这时目标处的入射波和接收天线处的散射波

都不能视为严格的平面波 ;其次 ,大多数测量系统采用收发隔

离天线 ,难以保证严格的单站条件 ;再次 ,由于极化散射矩阵

测量系统的两个正交极化通道之间、以及收发天馈系统之间

的幅相特性很难做到完全一致 ,即使经过校准以后 ,仍会引入

不容忽视的幅相误差 ,特别是在高频和宽带测量条件下 ,测量

系统幅相误差的影响变得尤为突出.此外 ,在一般的极化散射

矩阵测量过程中 ,除互易性以外 ,我们对于目标极化散射矩阵

的其他先验信息几乎一无所知 ,对于复杂目标尤为如此 ,因此

在对实测散射矩阵进行修正时 ,目标的互易性修正就成为必

不可少的重要步骤.

迄今为止 ,关于目标互易性修正问题的研究成果很少见

到报道. W.L. Cameron在研究目标分解问题时提出了一种平

均修正法[3 ] ,即以散射矩阵的对称分量作为真实散射矩阵的

估计.尽管 Cameron修正法步骤简单 ,但是可以证明 ,在相当

广泛的意义上 Cameron修正法是目标互易性的最优修正算

法[5 ] .文献[4 ]在研究基于伪本征极化的目标识别的过程中 ,

提出了目标互易性修正的 Frobenius范数法 ,其核心思想是基

于散射矩阵的能量不变性假设 ,寻求一个使误差矩阵 Frobe2
nius范数达到最小的对称散射矩阵.正如下面将要阐明的 ,从

数学意义上讲 ,Frobenius范数修正法是一个局部最优算法 ,但

是在一些特定的测量条件下 ,它的修正结果要优于 Cameron

修正法.本文将详细地研究目标互易性修正的 Frobenius范数

法 ,阐述其物理涵义和应用背景 ,讨论它与 Cameron修正法的

关系 ,并证明它的局部最优性和唯一性.
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2　目标互易性 Frobenius范数修正法

的物理涵义及其拉格朗日解法

211　目标互易性 Frobenius范数修正法的物理涵义及应用背

景

对于大多数极化散射测量系统 ,特别是微波暗室测量系

统 ,通常都采用收、发隔离体制 ,这对天线系统的极化正交性

以及收发天馈系统之间的极化一致性提出了很高的要求.换

言之 ,在发射或接收过程中 ,不但要求两个正交极化天线具有

很好的极化隔离度 ,同时还要求收、发正交极化天线之间具有

良好的一致性.但是在实际情况中 ,这两个条件通常是难以得

到严格满足的[2 ,7 ] .

假设待测目标在给定观测条件下的散射矩阵为 S ( HV) ,

其为在水平、垂直极化基 ( ĥ , v̂)上测量得到.设实际测量系统

的一对发射正交极化矢量为 ht1和 ht2 ,它们与真实的水平、垂

直极化基 ĥ 、̂v之间的过渡关系为

( ht1 , ht2) = ĥ , v̂ Ut

其中 Ut 为一个满秩复阵.若假设 ht1与 ht2之间的正交程度足

够好 ,且均具有单位增益 ,那么 Ut 近似地为一个酉矩阵 ,特别

地 ,当 Ut = I2时 ( I2为 2阶单位阵) , ht1和 ht2就成为 ĥ 和 v̂ .

类似地 ,假设接收天线系统的一对正交极化矢量为 hr1和 hr2 ,

其满足

( hr1 , hr2) = ĥ , v̂ Ur

其中 Ur为酉矩阵.

在实际的极化测量系统中 ,收、发天馈系统之间的幅相特

性很难做到完全一致 ,特别是在高频和宽带测量条件下 ,这种

不一致程度尤为严重.这就意味着 ,在目标极化散射矩阵的真

实测量过程中 ,收、发天馈系统所用的极化基通常是不同的 ,

换言之 ,即 Ut ≠Ur≠I2 .根据散射矩阵的测量方程[8 ] ,不难写

出实测目标散射矩阵为

S = [ hr1　hr2 ] TS ( HV) [ ht1　ht2 ] = UT
r S ( HV) Ut (1)

由此式可以看出 ,尽管 S ( HV)是一个对称矩阵 ,但是由于收、

发天馈系统所用极化基的不一致性 ,使得实测的散射矩阵 S

变为非对称的 ,也就是说破坏了目标的互易性.在这种情况

下 ,若要进行目标互易性修正 ,那么除了已知 S ( HV)的对称

性以外 ,还必需考虑式 (1)带来的限制条件.通常情况下 ,收、

发天馈系统正交极化矢量与水平、垂直极化基之间的过渡矩

阵 Ur和 Ut是未知的 (尽管它们未必是由偶然误差造成的) ,

但是注意到 ,

‖S‖F = ‖UT
r S ( HV) Ut ‖F = ‖S ( HV) ‖F

上式表明 ,实测散射矩阵与真实散射矩阵的 Frobenius范数是

相等的 ,因此在修正过程中 ,还应当使修正散射矩阵与实测散

射矩阵具有相等的 Frobenius范数.

设目标的修正散射矩阵为 Ŝ ,则目标互易性的 Frobenius

范数修正法可以用如下的一个带约束最优化问题来描述 :

minf = ‖Ŝ - S‖2
F (2)

s. t .
‖Ŝ ‖F = ‖S‖F

Ŝ T = Ŝ

我们知道 ,散射矩阵的 Frobenius范数在物理意义上对应着目

标在一对正交极化波照射下后向散射回波的总的能流密度 ,

因而 Frobenius范数修正法的物理涵义即为 :在对称复矩阵空

间中寻找一个与实测散射矩阵能量 ( Frobenius范数)相等、且

与之误差能量最小的点 ,以之作为真实散射矩阵的估计.

212　Frobenius范数修正法的拉格朗日解法

我们知道 ,一个 2阶复矩阵中包含 8个实变量 ,可以将其

张成一个 8维实矢量 ,这个矢量与原矩阵是一一对应的.具体

张成方法很多 ,本文采用如下方法 :设实测得到的变质极化散

射矩阵为 S∈C2×2 ,记为

S =
s11 s12

s21 s22
=

Re s11 + jIms11 Re s12 + jIms12

Re s21 + jIms21 Re s22 + jIms22

定义 8维实矢量

X = [ Re s11 , Ims11 , Re s22 , Ims22 , Re s12 , Ims12 , Re s21 , Ims21 ] T ,显

然 X与 S是一一对应的.事实上 , X与 S的对应关系构成了 2

阶复矩阵空间 C2×2与 8 维实矢量空间 R8 之间的一一映

射[5 ] ,可以证明 ‖S ‖F = ‖X‖,也就是说 , C2×2中的 Frobe2

nius范数与 R8中的欧氏范数是等价的.利用这个等价映射关

系 ,可以将 C2×2中的散射矩阵修正问题变换到 R8 空间中进

行.容易证明 , C2×2空间中的对称矩阵集合 (记为 C2×2
S )在 R8

中映射为一个线性子空间 R8
S .

如果将 C2×2空间中的 2阶散射矩阵投影到 R8 空间中 ,

则 Cameron修正问题可以用 R8空间中的矢量语言描述为 [5 ] :

对 C2×2空间中的任意一个实测散射矩阵 S ,其在 R8 空间中

的映象为 X , S的 Cameron修正散射矩阵为 SC = ( S + ST) / 2 ,

其中在 R8空间中的映象为 XC ,则 XC是 X在 R8
S 空间的正交

投影.下面就来讨论 Frobenius范数修正法的建模与求解问

题.

记目标互易性修正散射矩阵为

Ŝ =
ŝ11 ŝ12

ŝ21 ŝ22
=

Re ŝ11 + jImŝ11 Re ŝ12 + jImŝ12

Re ŝ21 + jImŝ21 Re ŝ22 + jImŝ22
,

注意到目标互易性修正散射矩阵应为对称矩阵 ,即应有 Re ŝ12

= Re ŝ21 , Imŝ12 = Imŝ21 ,因而修正散射矩阵只有 6个实变量 ,这

样也可以将 C2×2中的散射矩阵修正问题变换到 R6空间中进

行.具体地 ,记

Y= Re ŝ11 , Imŝ11 , Re ŝ22 , Imŝ22 , Re ŝ12 , Imŝ12
T

则式 (2)给出的带约束最优化模型可以转化为

minf = ‖MY- X‖2

s. t . g = ‖MY‖2 - ‖X‖2 = 0 (3)

其中 M为一个 8×6实矩阵 ,

M =
I4 0

0 E
, 　E = [ I2　I2 ] T ,

‖·‖代表 R8空间中的欧氏范数.下面应用拉格朗日乘子法

来求解式 (3)的带约束最优化问题.

根据式 (3)构造拉格朗日函数

L ( Y,μ) = f +μg ,

其中μ为拉格朗日乘子.对上式求关于 Y的一阶导数并令其

为零 ,得到

04 　　电　　子　　学　　报 2000年



Y=λ( MTM) - 1 MTX ,

这里λ为等效拉格朗日乘子 ,λ= 1/ (1 +μ) .将上式代入式

(3)的约束条件中 ,即可解得 :

λ1 ,2 = ±‖M ( MTM) - 1 MTX‖- 1‖X‖,

Y1 ,2 =λ1 ,2 ( MTM) - 1 MTX ,

Y1 ,2即为该约束极值问题的两个 Kuhn2Tucker点[9 ] .进一步地 ,

求解拉格朗日函数在 ( Y1 ,λ1)和 ( Y2 ,λ2)处的二阶导数 ,得到

¨2 L ( Yj ,λi) =
1
λi

MTM , i = 1 ,2

注意到 f、g皆为 R6空间上二次连续可微实函数 ,且 MTM为

正定矩阵 ,故知λ1 (对应着正号者)和 Y1 为原约束最优化问

题的全局最优解.

将 M矩阵的表达式以及 X与 S的对应关系代入λ1 的表

达式中不难解得

λ1 = ‖SC‖- 1
F ‖S‖F , (4)

相应地得到 Frobenius范数修正散射矩阵为

SF =
‖S‖F

‖SC‖F
SC =λ1 SC (5)

由此式可见 , Frobenius范数修正散射矩阵与 Cameron修正散射

矩阵相差一个正标量因子.

3　Frobenius修正散射矩阵的唯一性和局部最优性

　　下面将要证明 , Frobenius修正散射矩阵 SF 是式 (2)给出

的带约束最优化问题的唯一解 ,也就是说 ,对任意一个实测散

射矩阵 ,其 Frobenius修正散射矩阵是唯一的.

用反证法.反设存在一个矩阵 S0 ,它也是问题 (2)的一个

解 ,并且 S0≠SF.下面我们将这一问题的证明等价地变换到 8

阶实矢量空间 R8中进行.

由式 (5)可知 S 的 Frobenius修正散射矩阵为 SF =λ1 SC ,

则它在 R8空间中的映象为

XF =λ1 XC (6)

显然 XF∈R8
S ,即有 XF = AXF ,这里 A为一个 8阶实矩阵 ,

A =
I4 0

0 D
, D =

0 I2

I2 0
,

记所有与 S的 Frobenius范数相等的对称散射矩阵在 R8 空间

中的映象所构成的集合为 B ( X) ,即

B ( X) = { Y∈R8
S | ‖Y‖= ‖X‖ (7)

显然

XF∈B ( X) , (8)

那么由式 (2)的约束条件可知 ,对 B ( X)中的任意元素 Y,都

有

‖XF - X‖Φ‖Y - X‖ (9)

这表明 , Frobenius修正矩阵在与 B ( X)相对应的 C2×2的子集

C2×2
s 中是最优的 ,换言之 , Frobenius范数修正法在与实测散

射矩阵能量相等的对称矩阵空间中是最优的 ,而在整个对称

矩阵空间中 ,它未必是最优的.

根据反设 , S0也满足式 (2) ,因而它在 R8 空间中的映象

Y0满足

Y0∈B ( X) , (10)

‖XF - X‖= ‖Y0 - X‖, (11)

并且

Y0 ≠XF (12)

将式 (11)展开后有

( Y0 - X) T ( Y0 - X) = ( XF - X) T ( XF - X) ,

再将式 (8)和 (9)代入上式便得

( Y0 - XF) TX = 0 , (13)

由于 Y0 ∈R8
S 和 XF∈R8

S ,所以有 Y0 - XF∈R8
S ,即有

Y0 - XF = A ( Y0 - XF) ,

代入式 (13)便有

( Y0 - XF) TAX = 0 , (14)

其中利用了 A为对称矩阵这一性质.将式 (13)和 (14)相加 ,

并由 XC =
1
2

( X + AX) [5 ] ,得到 :

( Y0 - XF) TXC = 0 ,

再将式 (6)代入有 ( Y0 - XF) TXF = 0 ,或者 YT
0 XF = ‖XF ‖

2 =

‖Y0‖·‖XF‖,根据 Schwartz不等式立即可知 Y0 = XF ,这与

式 (12)矛盾 ,故假设不真 ,原命题得证.换言之 ,仅当 Y = XF

时 ,式 (9)中等号才能成立.至此就证明了 Frobenius修正散射

矩阵的唯一性.

4　实验结果及结语

　　针对因收、发天馈系统极化基不一致而造成的散射矩阵

变质情况 ,文中进行了目标互易性修正的计算机仿真实验 ,对

变质散射矩阵分别采用 Frobenius范数法和 Cameron平均法进

行修正 ,并比较它们的修正性能.

在实验中 ,首先产生一个真实散射矩阵 S0 ,然后按照式

(1)对其做变基处理 ,从而得到实测的变质散射矩阵 S ,再分

别对 S 做 Frobenius和 Cameron修正 ,就得到 SF和 SC.定义

η=
‖SC‖2

‖S‖2 ,γ=
‖SC - S0‖2

‖SF - S0‖
2 ,δ=
‖SC - S‖2

‖SF - S‖2 ,

显然 ,0 <ηΦ1 ,它表征了 Cameron修正法对散射矩阵能量不

变性的约束的破坏程度 ,η越小 ,说明 Cameron修正散射矩阵

的能量越小于真实值.γ可以用来衡量 SF和 SC与真值 S0 的

接近程度 :γ越接近于 1 ,说明两种修正法的性能越接近 ;反

之 ,若γ< 1 ,说明 Cameron修正散射矩阵更接近于真实值 ;若

γ> 1 ,则表明 Frobenius修正散射矩阵更接近于真实值.δ用来

衡量 SF和 SC与实测变质散射矩阵 S 的接近程度 ,在理论上

显然应有δΦ1.表 1给出了部分计算机仿真实验结果 .其中

ρt 和ρr分别为 Ut、Ur的表征参量[8 ] ,即

Ui =
1

1 + |ρi |
2

1 -ρ3
i

ρi 1
, i = r , t

通常情况下 ,应当有|ρi | ν 1 ,这意味着收、发天馈系统的极化

基与水平、垂直极化基的偏离程度不是很大 ,换言之 ,即收、发

天馈系统的极化纯度不是很低.此外 ,表 1中参数η、γ和δ均

为经 5000次实验得到的统计平均值 .

实验结果表明 : (1) Cameron平均修正法较明显地破坏了
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散射矩阵的能量不变性约束.一般而言 ,若收、发天馈系统极

化基之间的不一致性 (这种不一致性可以用ρi和ρr之间的极

化状态距离来衡量[10 ] ,限于篇幅 ,此处不予详述 ) 越强 ,

Cameron修正法造成的散射矩阵的能量损失就越大 ;反之亦

然. (2)由δ可以看出 ,Cameron修正散射矩阵总是比 Frobenius

修正散射矩阵更接近于实测值 ,这一点验证了 Cameron 修正

法的最优性[5 ] . (3)由γ可以看出 , Cameron修正法与 Frobenius

修正法的性能优劣与散射矩阵真值、收发极化基间的不一致

性等因素有关 ,通常不能一概而论 ;在收、发天馈系统极化基

不一致性较弱时 ,二者的性能相差不多.

表 1　散射矩阵修正性能比较结果

ρt 011 011 011 + 011 j 011 j 013 0101

ρr 0101 - 011 - 011 + 011 j - 011 011 + 012 j - 013

η 19974 19870 19871 19935 19757 19700

δ 19735 19403 19408 19578 19165 19084

γ 110003 111427 19937 19969 19879 110046

　　随着极化信息在现代雷达技术领域中的应用日益深入广

泛 ,雷达目标极化特性的研究已经受到国内外学术界的普遍

重视 ,作为目标极化特性研究的信息获取手段和理论验证工

具 ,目标极化散射矩阵精确测量技术也成为一个研究热点.在

目标极化散射矩阵测量过程中 ,对于大多数待测目标而言 ,散

射矩阵的对称性是极为重要的先验信息 ,因而目标互易性修

正就成为测量校准过程的一个不可或缺的重要环节.在实际

的极化散射矩阵测量过程中 ,导致目标互易性受到破坏的因

素很多、也很复杂 ,往往难以用统一的模型来描述 ,这就需要

针对不同的情况具体分析散射矩阵的变质原因 ,建立相应的

数学模型 ,进而得到有效的修正算法.

本文详细研究了目标互易性修正的 Frboenius范数法.同

目标互易性修正的最优算法———Cameron平均法相比 ,Frobe2
nius范数法是一种“局部”最优算法 ,用数学的语言描述就是 ,

在与实测散射矩阵能量相等的对称矩阵空间中 ,它是最优的 ;

从物理意义上讲 ,它特别地适用于收发天馈系统分离、并且二

者极化基不一致的情况.
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