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　　摘　要 :　在“测试环”概念的基础上 ,提出了两种确定MEI系数的方法.数值结果表明 ,利用电偶极子层激励作为

测试子和自由空间格林函数作为积分核确定 MEI系数的方法 ,比之其它方法具有更高的精度和明显的优点.分析并

总结了数值实验中出现的一些问题 ,使得对MEI方法的理解更深入了一步.另外 ,对MEI方法的不稳定性和有效性也

做了理论分析.最后 ,利用本文方法计算了一个较为复杂的微带线参数 ,得到了满意的结果.
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Abstract :　On the basis of the novel concept“measuring ring”,two new kinds of methods are presented to determine MEI coef2
ficients in this paper. The numerical results demonstrate that the MEI coefficients obtained using the technique ,which takes dipole lay2
er excitation as the“Metron”and the Green function in free space as the integral Kernel ,are of higher precision over other techniques.

The analysis and summarization of numerical experimenal results cause us to achieve a better comprehension of the MEI method. On

the other hand ,the instability and the validity of the MEI method are explained by using mathematical analysis approach. The parame2
ters of complicated microstrip lines are calculated by the method here ,and the results are in good agreement with those in references.
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1　引言
　　随着电子设备工作频率的不断提高 ,分布的电磁参数的

提取对电子设备性能的分析和设计具有重要的实用意义.大

多数情况下准 TEM分析已足够精确 ,即电磁参数的提取仅需

对二维静电系统进行分析.这类问题一般都具有延伸至无穷

区域截断为有限区域.如何确定截断区域的大小并给出截断

边界上的边界条件直接影响着计算量和计算精度 ,它是有限

元法或有限差分法计算开边界问题的关键.

不变性测试方程法[1 ] (Measured Equation of Invariance)是

针对频域散射问题提出的一种极具吸引力的方法 ,它可将场

域截断至离导体很近的地方而能保证足够的计算精度 ,同时

保持系数矩阵的稀疏性 ,这使得求解问题的计算量大大减少 ,

为开边界问题的计算提供了一个强有力的手段.文献[2 ]针对

多导体微带线参数提取问题 ,提出了“测试环”这个新颖的概

念 ,从而使MEI方法的应用更加灵活.这无疑为 MEI方法应

用于静态场开边界问题的计算开辟了一条新的途径.

MEI方法的关键在于确定 MEI系数 ,目前 MEI系数的确

定还没有一个统一的方法 ,并且缺乏理论和实验依据.本文从

静电场等效原理出发 ,首先通过数值实验比较了几种方法的

精度 ,对出现的现象作了理论分析 ,通过这些工作使得对MEI

方法有了更为深入的理解.在此基础上 ,采用有限元法结合不

变性测试方程法对一个实例进行了计算 ,得到了令人满意的

结果.

2　确定 MEI系数的几种方法

　　MEI方法的关键在于建立截断边界上节点与其周围节点

间的关系 ,即

∑
5

i =0

αiφi = 0 (1)

MEI节点分布如图 1所示 .
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　图 1　截断边界节点与其邻近

节点的关系示意图

　　K. K. Mei等人认为 ,式 (1)

中MEI系数αi满足三个假设 :

(1)与节点位置无关 ; (2)与物

体的几何形状有关 ; (3)与激

励场无关. 文献 [2 ]根据上面

的第三个假设以及等效原理

提出了“测试环”这个概念 ,很

好地解决了多导体电磁参数

的提取问题.

根据静电场的等效原

理[3 ] ,测试环外的电位可等效为由测试环上的单层源 2电荷和
双层源2电偶极子共同产生 ,即 :

φ( r) =∮Γ
m

σ( r′) G( r , r′) dΓm - ∮Γ
m

τ( r′) 5 G( r , r′)
5 n

dΓm

(2)

其中 ,电荷分布σ( r′) =
5φ( r′)

5 n
;电偶极子分布 (电位分布)

τ( r′) =φ( r′) .

根据测试子选取的不同 ,目前确定 MEI系数的方法主要

有两种 :

(1)自由空间格林函数 ,用电荷测试子激励确定 MEI系

数[2 ] ,即

φ( r) =∮Γ
m

σ( r′) G( r , r′) dΓm (3)

(2)自由空间格林函数 ,用电偶极子和电荷共同作为测试

子激励来确定MEI系数[4 ] .文献[4 ]中通过选取两组测试子激

励 ,在每个截断边界点上分别产生两组关于同一 MEI系数的

MEI方程 ,仍然采用最小二乘法求解.但是 ,两组不同性质的

测试子之间存在着不同的组合 ,它们之间的关系究竟如何尚

不清楚.

针对这一问题 ,本文提出以下两种方法.

(3)齐次格林函数 ,用电偶极子和电荷共同作为测试子激

励来确定MEI系数.

可以看出 ,当式 (2)的右端仅取第一项时 ,就是上面提到

的第 (1)种确定MEI系数的方法 ;而当第一项和第二项都存在

时 ,就是上面提到的第 (2)种确定 MEI系数的方法.一般情况

下 ,测试环上存在着两种不同性质的源 ,即在确定 MEI系数

时需选择两组测试子 ,无疑增加了问题的复杂性.避免这一困

难的一个简单方法是选取一个合适的 Green 函数 ,使其在圆

形测试环Γm 上 G( r , r′) = 0.根据文献 [5 ] , [6 ]可知 ,这样的

Green函数如下 :

G(ρ,θ;ρ′,θ′) =
1

4πln
R4 +ρ2ρ′2 - 2 R2ρρ′cos(θ-θ′)
R2 (ρ2 +ρ′2 - 2ρρ′cos (θ-θ′) )

(4)

其中 , R为测试环半径.这时 ,式 (2)就变为 :

φ(ρ,θ) = - ∮Γ
m

τ(ρ′,θ′) 5 G(ρ,θ,ρ′,θ′)
5 n

dΓ (5)

根据文献[7 ] ,式 (5)中 Green函数的法向导数可展开为级数

的形式 ,即为 :

φ(ρ,θ) =
1

2π∫
2π

0
τ(ρ′,θ′) 1 + ∑

∞

m =1

Rm

ρ cos m (θ-θ′) dθ

(6)

现在 ,利用上式在圆形测试环情况下确定 MEI系数 ,由

式 (4)以及三角函数的正交性 ,很容易知道圆形测试环测试子

应选择为三角函数 , { 1 , cosθ, sinθ, cos2θ, sin2θ, ⋯} .这样 ,由

式 (7)

φk
i (ρi ,θi) =

1
2π∫

2π

0
τk (ρ′,θ′) 1 + ∑

n

m =1

Rm

ρi

m

cos m (θi -θ′) dθ′

(7)

可知 :

(1) k = 0时 ,τ0 = 1 ,φ0
i = 1 ;

(2)τk = cos kθ,φk
i = k Rm/ρi

kcos kθi

(3)τK = sin kθ,φk
i = k Rm/ρi

ksin kθi

可以看出 ,选择圆形测试环使得计算简单.利用式 (1)可

以建立起MEI系数的线性方程组 ,当阶数大于 2时 ,可采用最

小二乘法求解.

应该指出 ,该方法中测试环是圆形的.通过上面的分析可

以看出 ,MEI系数的确定是多种多样的.并且文献 [8 ]为各种

方法奠定了理论基础 ,即测试环外区域的电位可以认为是仅

由测试环上的电荷产生的 ;或由测试环上的电荷和电偶极子

产生的.同样 ,也可认为是仅由测试环上的电偶极子产生的 ,

这样就避免了寻求不同形状测试环的问题.

(4)自由空间格林函数 ,电偶极子作为测试子激励来确定

MEI系数.

φ( r) =∮Γ
m

τ( r′) 5 G( r , r′)
5 n′ dΓm (8)

以上归纳出了四种确定 MEI系数的方法.下面通过数值

实验来对这四种方法的计算精度进行比较 ,并希望从中得到

一些规律和加深对MEI方法的认识.

3　关于四种方法的数值实验和结果分析

311　数值实验

　图 2　圆柱体表面激

励引起的电位

分布

为了比较上面四种方法 ,这里对

同一实例用这四种方法确定的 MEI系

数来分别计算.如图 2所示 ,自由空间

中放入一无限长圆柱体 ,已知其表面

电位分布为 :

φk ( R ,θ) = (cos kθ+ sin kθ) ,

( k = 1 ,2 ,3 , ⋯)

无限长圆柱体的轴线与 z 轴重合 ,其

半径为 R = 2cm.

根据分离变量法 ,表面激励引起

的电位分布如式 (9)所示

φk (ρ,θ) = R/ρ k (cos kθ+ sin kθ) (9)

这里针对表面电位分布角频率 k 取不同值时 ,采用差分

法计算圆柱体外空间中的电位分布.其中测试环的半径 Rm =

R + dh ,截断边界Γc 的半径为 Rc = R + 2 3 dh ,这里 dh为径

85 　　电　　子　　学　　报 2000年



向差分的步长 ,测试环与柱体之间差分网格的层数为 1 ,测试

环与截断边界之间差分网格的层数为 1.图 3为表面电位分

布角频率 k取不同值时 ,分别采用上面四种方法计算得到的

最大相对误差与测试子阶数的关系.其中 ,最大相对误差为 :

图 3　例 1的计算结果

εmax = Max
φ计算 - φ解析
φ解析

(除去电位为 0的点) .

312　结果分析

根据图 3的计算结果可以得到如下一些初步结论 :

(1)当电位分布函数的角频率较小时 ,第一种方法的误差

较为显著 ,并且随着测试子阶数的增加而变大 ;

(2)当电位分布函数的角频率较大时 ,四种方法的误差相

差并不明显 ,并且第一种方法的误差甚至小于其他方法 ;但总

体看来第一种方法最不稳定 ;

(3)第二种和第四种方法的误差始终是一样的 ,并且当电

位分布函数的角频率较大时 ,第二、四种和第三种方法的误差

随着测试子阶数的增加而越来越接近.

为了理解实验中出现的现象 ,首先假定在图 2测试环外

电位分布为如下的级数 :

φ(ρ,θ) = ∑
∞

k =1

Rm

ρ

k

[ Akcos kθ+ Bksin kθ] ,ρΕ Rm (10)

当假定电位仅由电荷分布激励时 ,将式 (10)带入式 (3)所示积

分方程右端 ,并取自由空间格林函数为积分核 ,求解该积分方

程 ,得到测试环上的电荷分布的表达式为 :

σ( Rm ,θ) = ∑
∞

k =1

k
Rm

[ Akcos kθ+ Bksin kθ] (11)

而当假定电位仅由电偶极子分布激励时 ,根据式 (4)所示积分

方程 ,当将式 (10)带入其右端项 ,取自由空间格林函数对测试

环的法向导数为积分核时 ,通过求解该积分方程 ,得到测试环

上电偶极子分布的表达式为 :

τ( Rm ,θ) = ∑
∞

k =1

[ Akcos kθ+ B ksin kθ] (12)

比较式 (10) 、(11)和 (12) ,若空间的电位的级数表达式中第 k

项为{ Ak , Bk} ,那么测试环上电荷激励的第 k项应为{ ( k/ Rm)

Ak ; ( k/ Rm) Bk} ;而电偶极子激励的第 k项应为{ Ak , Bk} .由此

可以看出 ,电荷激励与测试子的阶数 k 有关.而在前面的计

算中测试子的系数都是相同的 ,由于这时电荷测试子激励对

MEI系数的贡献与电偶极子测试子激励对MEI系数的贡献相

比可以忽略 ,因此出现了数值实验中的结论 (3) .

数值实验的结论说明在确定 MEI系数时 ,第四种方法优

势是明显的.首先 ,不必象第三种方法那样构造关于测试环的

齐次格林函数 ;其次 ,与第二种方法具有相同的精度 ;最后 ,电

偶极子的大小与电位的大小直接相关 ,在同一数量级上.

313　MEI方法的不稳定性和有效性

MEI方法自提出以来引起了广泛的关注 ,其理论基础的

不完善性[9 ]使其应用受到限制.但是应指出 ,该方法对于很多

问题却是十分有效的 ,这不得不使我们对其做更进一步的探

讨.从图 3的计算结果也可以看出 ,最大相对误差最小的测试

子的阶数与电位分布的角频率并不完全相等 ,这说明了该方

法的不稳定性.下面以单一导体上的电荷测试子激励产生的

电场为例 ,来说明 MEI方法的不稳定性和有效性.对于测试

环上电荷或电偶极子分布情况的分析与此类似.

文献[10 ]给出了 MEI方法的变为解释 ,在此基础上与文

献[9 ]中关于误差的分析相结合可以得到对 MEI方法的进一

步认识.对于任意导体柱上任意电荷分布σ( r′)所产生的电

位可以用式 (3)表示 ,将其代入MEI方程可以得到

∮Γσ( r′) ∑
N - 1

i =0

CiG( ri , r′) dΓ= 0 (13)

显然 ,要使MEI系数对于导体表面上的任意电荷分布都满足

式 (13) ,在理论上必有下式严格成立 (一般情况下 N = 6)

∑
5

i =0

CiG( ri , r′) = 0 (14)

根据格林函数的对称性 ,上式意味着分别位于节点 i

( i = 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5)处强度为 Ci 的线电荷在任一 r′处产生的电

位为零 ,这显然是不成立的[9 ,10 ] .因此 ,MEI方法中第三假设

是不成立的.但是对于某些特定的电荷分布模式 ,式 (14)严格

成立是可能的 ,文献[10 ]也验证了这个事实.为了进一步理解

MEI方法 ,定义φnull ( ri ) = ∑
5

i =0

CiG ( r′, ri ) ,它表示零场.这样

式 (13)就可改写为 :

(σ( r′) ,φnull) = 0 , 　　Πσ( r′) ∈H(Γ) (15)

其中 , H(Γ)为导体边界上所有可能电荷分布组成的 Hilbert

(内积)空间 ,进一步可知 :σ( r′)可用 H (Γ)空间基底 (σ( k)

( r′) , k = 1 ,2 , ⋯)的线性组合表示 ,可以看出测试子是 H(Γ)

空间基底的一个子集合.于是变分方程 (15)可等效为 :

(σ( k) ( r′) ,φnull) = 0 , k = 1 ,2 ,3 , ⋯ (16)

很明显 ,式 (16)是式 (13)的简写形式.

(1)当σ( k) ( r′)选取为基底中任意五个元素时 ,式 (16)为

五个未知数的五阶方程 ,解此方程就可以得到 MEI系数 ,若

实际表面电荷分布可用这五个测试子的线性组合表示 ,那么

它必然与φnull正交 ,使得式 (13)严格成立. 一般情况下 ,将

σ( r′)分为两部分 ,即

σ( r′) =σmet ( r′) +σres ( r′) (17)
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其中σmet ( r′)表示实际表面电荷分布中能用测试子线性组合

表示的部分 ,而σres ( r′)为不能用测试子线性组合表示的部

分 ,它导致式 (13)不成立.为了进行定量描述 ,定义 MEI方程

的误差为 R = ∑
5

i = 0
Ciφi ,那么根据式 (3) 、(13)和 (17)以及φnull的

定义得到 :

R =∮Γφnull ( r′)σres ( r′) dΓ (18)

　图 4　测试子阶数的变化与 | Rk | 的关系. ( a)

MEI系数由 0 ,1 ,2阶测试子确定 , ( b) MEI

系数由 0 ,1 ,2 , ⋯,20阶测试子确定

当测试子集合{σ( k) ( r′) , k = 1 ,2 ,3 , ⋯}选取多于五个元

素时 ,式 (16)为一矛盾方程组 ,可采用最小二乘法求解.这时 ,

误差分析变得复杂了 ,定量描述不大可能.但是定性地说 ,在

这里 ,最小二乘法是测试子集合中所有元素对于φnull的最小

化过程 ,即由式 (16)或式 (13)确定的 MEI系数是对全体“测

量”数据的最小平方拟合 ,对于某一测试子σ( k) ( r′) ,它的误

差 Rk =∮Γφnull ( r′)σ( k) ( r′) dΓ不一定为零 ,但比较小 ;而对

于σres ( r′) ,它产生的误差较为显著.如图 4所示 ,考虑带电圆

柱金属导体的 Rk ,发现它随测试子阶数的变化与上面的分析

基本吻合 ,其中导体半径为 2cm ,边界上共有 120个节点.截

断边界与导体边界之间层数为 2 ,径向的步长为 0105cm.

由图 4还可以看出 ,σres ( r′)产生的误差虽然较为显著 ,

但它是振荡的 ,这也就是MEI方法不稳定的原因.

4　实例计算

　　为了进一步说明MEI方法的有效性 ,这里采用本文提出

的确定MEI系数的第四种方法来计算一个较为复杂的例子.

MEI方法很容易与有限元法或有限差分法相结合 ,文献 [2 ]和

文献[11 ]分别采用有限差分法及有限元法提取矩形多导体传

输线的电容矩阵.有限差分法处理介质分界面较为复杂 ,另外

对于复杂形状

的导体也不易

处理 ,而有限

元法更适于求

解多媒质、场

域复 杂 的 问

题. 本文结合

有限 元 法 与

MEI方法对三

层介质中两根

矩形导体和一

根圆柱导体组

成的多导体静

电系统进行了

分析 ,并提取

出其 电 容 矩

阵. 由于存在

圆柱导体 ,这

里采用有限差

分法处理起来

不是 十 分 方

便.

　图 5　接地导板上方三层介质中的

三根导体传输线

图 5中 1号导体电

位为 1V ,其余导体接地.

图 6为采用有限元网格

自适应加密技术后计算

得到的等位线图. 采用

有限元网格自适应加密

技术可以使得网格布局

更加合理 ,在场变化剧

烈的地方剖分很密集而

在场变化缓慢的场域剖

　图 6　等位线图

分相对稀疏 ,从

而有效地提高计

算精度.

表 1 给出了

本文方法计算出

的电容矩阵 ,根据

对称性只列出了

矩阵的上三角部

分.与文献[12 ]的

结果比较发现二

者是很接近的 ,从

而说明了本文方

法的有效性.应该指出 ,整体上增加剖分的单元数还会提高计

算的精度.

表 1　图 5所示微带线结构的电容矩阵

导体编号 电容 Cij (pF)

i j 本文方法的结果 文献[12 ]的结果

1 1 121174 124144

1 2 - 10149 - 13100

1 3 - 65179 - 68125

2 2 30127 33140

2 3 61191 71191

3 3 343140 352100

5　结论

　　提出了两种确定MEI系数的方法 ,通过数值实验比较了

目前确定MEI系数的四种方法 ,通过对结果的分析得到了一

些有用的结论 ,说明了利用自由空间格林函数作为积分核和

电偶极子作为测试子激励确定MEI系数的优点.

通过理论分析说明了 MEI方法的不稳定性 ,同时 ,也说

明了该方法的有效性.最后通过实例计算进一步证明了 MEI

方法的有效性.
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414　可预测性

考虑到可预测性的验证不需要很高的精度 ,因此采用简

单的局部预测法.在预测过程中 ,训练向量取 2000个 ,预测向

量为 400个.同时 ,还计算了误差值 ,误差计算公式为 e ( k) =

| p ( k) - v ( k) | / | v ( k) | .其中 , p ( k)为预测值 , v ( k)为真实

值. 30公里的距离门数据的预测结果如图 5 ( a)所示 ,误差信

号如图 5 ( b)所示.一步预测的精度非常高 ,说明高频回波信

号有很好的短期可预测性.图 6 ( a)为 30公里处时域信号和

迭代预测信号的比较 ,图 6 ( b)为相应的误差信号.可以看到 ,

长时间的预测误差越来越大 ,混沌信号短期可预测而长期不

可预测的特点.

从以上三个方面的检验结果来看 ,高频波段海洋回波确

实表现了一定的混沌特性 ,我们完全可以利用混沌动力学方

法分析高频波段无线电波与海浪的作用机制 ,建立高频雷达

海洋回波的数学模型 ,并进一步开展高频波段海洋回波混沌

信号处理的研究.

5　结论

　　本文首先从海洋波动和分形表面两个方面定性的分析了

高频波段海洋回波信号发生混沌行为的可能性 ,并采用实际

数据计算了回波信号的混沌特性参数 ,证明了海洋回波信号

具有有限分维数 ,正的 Lyapunov指数及短期可预测和长期不

可预测的特点 ,从而得出了高频雷达海洋回波信号呈现混沌

特性的结论.

最后需要强调的是 ,海洋的混沌运动与高频波段无线电

波的作用机制的理论研究是有待探讨的课题 ,这需要有关海

洋物理学研究人员的合作.
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