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用分治算法求大整数相乘问题的进一步分析

王念平,金晨辉
(解放军信息工程大学电子技术学院,河南郑州 450004)

摘 要: 对利用分治算法解决大整数相乘问题作了进一步深入的研究和分析.在原来的分治算法的基础上,将输

入规模为 n 的两个大整数各分成规模相等的 k(2 k n)部分,证明了通过恒等变形可将其乘积中的 k 2 次乘法降为 k

( k+ 1) / 2 次;给出了计算两个大整数乘积的计算复杂度; 证明了利用分治算法将两个大整数各分成规模相等的两部分

来进行处理时的计算复杂度是最小的,进而表明利用分治算法将大整数各分成规模相等的两部分来进行处理是合理的.
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More Analyses for Multiplication of Large Integers

Using the Algorithm of Divide and Conquer

WANG Nian ping, JIN Chen hui
( Institute of Electronic Technology, The PLA Information Engineering University , Zhengzhou, Henan 450004, China )

Abstract: More deep analy ses for multiplication of large integers is given using the algorithm of divide and conquer. Based

on the formerly algorithm of divide and conquer, we divide each of large integers into k ( 2 k n ) parts which are the same size.

It is proven that we can reduce the times of multiplication from k
2

to k( k+ 1) / 2 in the product of two integers. The complexity for

calculating the product of two large integers is g iven and is proven to be the lowest when we divide each of large integers into two

parts which are the same size. Furthermore, it is shown to be reasonable to divide each of two large integers into two parts using the

algorithm of divide and conquer.
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1 引言

对于输入规模为 n 的两个大整数相乘, 按照普通

乘法显然需要O( n 2)次 位!运算.如果将输入的两个大
整数各分成规模相等的两部分, 按照分治算法, 只需

O( n log23) ∀ O( n1 59)次 位!运算[ 1~ 3] .

具体地, 设 X 和 Y 是两个 n 位二进制整数.为方

便,不妨假设 n 为 2的方幂, n= 2 l ( l #1) .把 X 和 Y各

分成规模相等的两部分, X = A 12
n / 2+ A 0 , Y= B12

n / 2+

B0,这里 A 1、A0、B1、B0都有 n/ 2 位.显然 XY= A 1B12
n

+ (A 1B0+ B1A 0) 2n / 2+ A0B0. 这样,求 X 和 Y的乘积就

转化为 4个子问题: A 1B1、A 1B0、B1A 0和 A0B0. 此外,一

些加法和移位的次数不超过 cn( c 为某一常数. 下同) .

故若设两个 n 位二进制整数相乘的计算复杂度为T ( n)

(这里把一次位运算当作 基本操作! ,下同) ,则可得到

以下递归式

T ( n) =
1 n= 1

4T ( n/ 2) + cn n> 1

从而 T( n) = O( n
2
). 这样做计算复杂度并没有得到改

进,这是因为这四个子问题并不是独立的! 事实上,

A 1B0+ B1A 0= (A 1+ A 0) ( B1+ B0) - A 1B1- A 0B0, 从而

XY= A 1B12
n+ [ ( A 1+ A 0) ( B1+ B0) - A1B1- A 0B0] ∃

2n / 2+ A 0B0 ,即通过恒等变形可把四次乘法降为三次:

A 1B1、( A 1+ A 0) ( B1+ B0)和 A0B0.于是

T ( n) =
1, n= 1

3T ( n/2) + cn, n> 1

故 T ( n) = O( nlog23) ∀ O( n 1 59).

但能否进一步将两个大整数各分成规模相等的三

部分、四部分甚至更多部分,从而再次改进其计算复杂

度呢? 当输入的规模 n 很大时,这样的改进是有意义

的.在已有的文献中都是将大整数各分成规模相等的两

部分来进行处理,但缺乏对这个问题的进一步分析.本

文经过深入研究表明:大整数相乘时, 若将输入规模为

n 的两个大整数各分成规模相等的k ( 2 k n)部分,

并按照与 k= 2 时类似的方法进行处理,则计算两个大

整数的乘积时以 k= 2 时的计算复杂度为最小,从而利
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用分治算法将大整数各分成规模相等的两部分来进行

处理是合理的.

2 有关的引理

引理 1[ 4] 数列 au= 1+
1
u

u u= %

u= 0
是单调递增

的,且对任一正整数 u, au= 1+
1
u

u

< e,这里 e表示

自然对数的底数.

引理 2 数列 au=
2u+ 1

u+ 2

u= %

u= 0
是单调递增的.

引理 3 设 Ai , B i ( 0 i m, m 为某一正整数 )都

是正整数,则

AmBm- i + Am- iBm = &
m

j = m- i

Aj &
m

j = m- i

Bj - &
m- 1

j = m- i

Aj &
m- 1

j = m- i

Bj

- &
m- 1

j = m- i+ 1

(AmBj + BmA j) - AmBm

引理 4 函数 f ( x ) = logx [ ( x + 1 ) /2 ] 在区间 ( 3,

+ % )上是严格单调递增的.

3 大整数相乘问题的进一步分析

在以下的分析中,为方便,仍然假设 n 为k( 2 k

n)的方幂, n= k
l
. 将输入规模为 n 的两个二进制整数

X 和 Y各分成规模相等的k( 1 k n)部分,并记

X = Ak- 12
( k - 1) n / k+ A k- 22

( k- 2) n/ k+ ∋+ A 12
n/ k+ A 0

Y= Bk- 12
( k - 1) n / k+ Bk- 22

( k- 2) n / k+ ∋+ B12n/ k+ B0

按照普通乘法,计算 X 和 Y 的乘积可得到k2 次规模为

n/ k位的二进制整数乘法,且这 k2 次乘法可统一表示

为 AiBj, 0 i, j k- 1.

定理 1 若将输入规模为 n 的两个二进制整数X

和Y各分成规模相等的 k( 2 k n)部分, 则通过恒等

变形可以把 k 2次规模为 n/ k 位的二进制整数乘法降

为k ( k+ 1) / 2次,且这 k( k+ 1) / 2次乘法可统一表示为

&
j

i= t

Ai &
j

i= t

B i , 0 j k - 1, 0 t j

证明: (数学归纳法)

(1) k= 2时,由引言中的分析知,定理结论成立.

(2)假设 k= m( 2 m n- 1)时定理结论成立,则

k= m+ 1 时, 将 X 和 Y 各分成规模相等的m + 1 部分

(这里不妨假设 n= ( m+ 1) l) ,此时

X = Am2mn/ ( m+ 1)+ Am- 12
( m- 1) n / (m+ 1)+ ∋+ A 12

n / (m+ 1)+ A 0

Y= Bm2mn/ ( m+ 1)+ Bm- 12
(m- 1) n/ (m+ 1) + ∋+ B12

n/ ( m+ 1)+ B0

按照普通乘法计算 X 和 Y 的乘积, 显然需要 ( m+ 1)
2

次规模为 n/ ( m+ 1)位的二进制整数乘法.令

S 1= Am- 12( m- 1) n/ ( m+ 1) + ∋+ A 12
n( m+ 1)+ A 0

S 2= Bm- 12
(m- 1) n / ( m+ 1)+ ∋+ B12

n( m+ 1) + B0

则

XY = (Am2mn/ ( m+ 1)+ Am- 12
( m- 1) n / ( m+ 1)+ ∋+ A 12

n/ ( m+ 1) + A 0)

∃ (Bm2mn/ ( m+ 1)+ Bm- 12
( m- 1) n / ( m+ 1)+ ∋+ B12

n/ ( m+ 1)+ B0)

= AmBm22mn/ ( m+ 1)+ Am2mn/ ( m+ 1)S2+ Bm2mn/ ( m+ 1)S1+ S1S2

= AmBm22mn/ ( m+ 1)+ [ (AmBm- 1+ Am- 1Bm)2
( 2m- 1) n/ ( m+ 1)

+ (AmBm- 2 + Am- 2 Bm) 2(2m- 2) n/ ( m+ 1) + ∋ + ( AmB0 + A 0Bm )

2mn/ ( m+ 1) ] + S1S2

由归纳假设,对于乘积项 S 1S 2,可通过恒等变形把

m2次规模为 n/ ( m + 1)位的二进制整数乘法降为 m

(m+ 1) / 2次,且这 m ( m+ 1 ) /2 次乘法可统一表示为

&
j

i= t

Ai &
j

i= t

Bi ( 0 j m- 1, 0 t j ) .

对于项 Am2mn/ ( m+ 1) S 2+ Bm2mn/ ( m+ 1) S 1, 我们以下

证明: Am2
mn/ ( m+ 1)

S 2+ Bm2
mn/ (m+ 1)

S 1 通过恒等变形所

产生的乘法与 S 1S 2 通过恒等变形所产生的乘法

&
j

i= t

Ai &
j

i= t

Bi ( 0 j m- 1, 0 t j ) 相比, 仅仅新

增加了 m+ 1次乘法,且这 m+ 1次乘法为

AmBm, ( Am+ Am- 1) ( Bm+ Bm- 1) , ∋, ( Am+ Am- 1+ ∋+

A 1) ( Bm+ Bm- 1+ ∋+ B1) , ( Am+ A m- 1+ ∋+ A 0) ( Bm+

Bm- 1+ ∋+ B0)

证明过程如下:

( a)由恒等式

AmBm- 1+ Am- 1Bm= ( Am+ Am- 1) ( Bm+ Bm- 1)

- Am- 1Bm- 1- AmBm

知, AmBm- 1+ Am- 1Bm 通过恒等变形所产生的乘法与

&
j

i= t

Ai &
j

i= t

Bi ( 0 j m- 1, 0 t j )相比新增加了

两次乘法: ( Am+ A m- 1) ( Bm+ Bm- 1)和 AmBm .

( b)由恒等式

AmBm- 2+ Am- 2Bm = ( Am+ Am- 1+ Am- 2) ( Bm+ Bm- 1+

Bm- 2) - ( Am- 1 + Am- 2) ( Bm- 1 + Bm- 2 ) - ( A mBm- 1 +

Am- 1Bm) - AmBm

知, AmBm- 2+ Am- 2Bm 通过恒等变形所产生的乘法与

&
j

i= t

Ai &
j

i= t

Bi ( 0 j m- 1, 0 t j )相比新增加了

三次乘法: ( A m+ Am- 1 + Am- 2) ( Bm+ Bm- 1 + Bm- 2)、

AmBm- 1+ Am- 1Bm 和AmBm ,但 AmBm- 1+ Am- 1Bm 可归结

为( a)中的恒等式,从而 AmBm- 2+ Am- 2Bm 通过恒等变

形 最 终 所 产 生 的 乘 法 与 &
j

i= t

Ai &
j

i= t

Bi

( 0 j m- 1, 0 t j )相比新增加了三次乘法: ( Am+

Am- 1+ Am- 2) ( Bm+ Bm- 1+ Bm- 2)、( Am+ Am- 1) ( Bm+

Bm- 1)和 AmBm .

依次类推,对任意的 i , 3 i m由引理 3 中的恒

等式知, AmBm- i+ Am- iBm 通过恒等变形最终所产生的
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乘法与 &
j

i= t

A i &
j

i= t

B i ( 0 j m- 1, 0 t j )相比新

增加了 i+ 1次乘法: &
m

j = t

A j &
m

i= t

Bj ( m- i t m-

1)和 A mBm.故

A m2mn/ (m+ 1) S 2 + Bm2mn/ ( m+ 1) S 1 = ( AmBm- 1 + A m- 1Bm )

2
(2m- 1) n / ( m+ 1)

+ ( AmBm- 2+ A m- 2Bm) 2
(2m- 2) n/ ( m+ 1)

+ ∋

+ (A mB0+ A 0Bm) 2mn/ (m+ 1)

通过恒等变形最终所产生的乘法与 &
j

i= t

Ai &
j

i= t

Bi

(0 j m- 1, 0 t j )相比新增加了 m+ 1次乘法,这

m+ 1次乘法为:

A mBm, ( Am+ A m- 1) ( Bm+ Bm- 1) , ∋, ( Am+ Am- 1+ ∋+

A 1) ( Bm+ Bm- 1+ ∋+ B1), ( Am+ Am- 1+ ∋+ A 0) ( Bm+

Bm- 1+ ∋+ B0)

从而

XY= AmBm2
2mn/ ( m+ 1)

+ Am2
mn/ ( m+ 1)

S 2+ Bm2
mn/ (m+ 1)

S1+

S 1S 2

通过恒等变形最终所产生的乘法次数一共有 m ( m+

1) / 2+ ( m+ 1) = ( m + 1) ( m+ 2) / 2次. 再由归纳假设

知, S 1S2通过恒等变形所产生的 m( m+ 1) /2 次乘法可

表示为 &
j

i= t

A i &
j

i= t

B i ( 0 j m- 1, 0 t j ) ,故 XY

= A mBm22mn/ (m+ 1) + Am2mn/ ( m+ 1) S 2 + Bm2mn/ (m+ 1) S 1 +

S 1S 2通过恒等变形所产生的( m + 1) ( m+ 2) / 2 次乘法

可表示为 &
j

i= t

A i &
j

i= t

B i ( 0 j m, 0 t j ) ,即 k=

m+ 1时定理结论成立. 证毕

定理 2 将输入规模为 n 的两个二进制整数X 和

Y各分成规模相等的 k ( 2 k n)部分, 则利用分治算

法计 算 X 和 Y 的 乘 积 时 其 计 算 复 杂 度 为

O( nlog
k
[ k ( k+ 1) / 2] ) ,从而计算 X 和 Y 的乘积时以 k= 2时

的计算复杂度为最小.

证明:由定理 1知,利用分治算法计算 X 和 Y的乘

积时,可将 k
2
次规模为 n/ k 位的二进制整数乘法降为

k( k+ 1) / 2次,此外,加法和移位的次数不超过 cn,故计

算 X 和 Y乘积的计算复杂度T( n)为

T ( n) =
1 , n= 1

kT ( n/ k ) + cn , n> 1

从而 T ( n) = O( n log
k
[ k( k+ 1) / 2] ) .

k= 2 时, T ( n ) = O( nlog
2
3) ∀ O( n 1 59) ; k= 3 时,

T( n) = O( n log36) ∀ O( n1. 63) ; k= 4时, T ( n) = O( nlog410)

∀O( n 1. 66) .显然 O( n log23) < O( n log36) < O( n log410) .再由

引理 4,函数 f ( x ) = logx [ ( x+ 1) /2] 在区间 ( 3, + % )上

是严格单调递增的,从而在 n 给定的情况下,随着 k 的

增大 nlog
k
[ k ( k + 1) / 2]的值也随着增大,故 k= 2时的计算复

杂度最小. 证毕

注:事实上,由引理 4和 lim
k ( %

logk [ k ( k+ 1) / 2] = 2 知

logk [ k ( k+ 1) ] < 2,显然 1< logk [ k ( k+ 1) /2 ] ,故 1<

logk [ k( k+ 1) /2] < 2,这说明分治算法与普通乘法相比

总是有效的,但以 k= 2 时的计算复杂度为最小.

4 结论

本文通过对大整数相乘问题的研究和分析,给出

了利用分治算法将大整数各分成规模相等的 k (2 k

n)部分进行计算时相应的计算复杂度.研究结果表明,

将输入分成规模相等的两部分时, 其相应的计算复杂

度最小,从而将大整数各分成规模相等的两部分来进

行处理是合理的. 本文的结果为实际处理大整数相乘

问题时所采用的分治策略提供了一定的理论依据, 对

算法的设计与分析也具有重要的意义.
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