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　　摘　要 :　根据傅立叶衍射投影定理 ,不同频率超声波得到的投影数据的傅立叶变换分布在复平面为不同半径的

圆弧 ,提出了多频率超声衍射层析成像思想 ,并进行了实验研究 ,重建的时间比单频率法短约 70 %.由于多频率投影

数据傅立叶变换比单频率法在复平面上分布更加不均匀 ,故重建的噪声也更大 ,整体变分法将图像恢复的数学模型转

化为带有整体变分正则化项的能量泛函问题 ,采用变分原理将其中的最小化问题转为偏微分方程的求解.降噪后的多

频率超声图像的误差比降噪前的图像小约 50 %.
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Abstract :　According to the Fourier diffraction projection theory , the Fourier transform of projection data from multi2band

frequency ultrasonic is distributed over complex plane in form of different radius arcs . The idea of multi2band ultrasound diffraction

tomography is proposed ,and the simulation of algorithm for image reconstruction shows its time shortens about 70 % compared with

that of single frequency method. Because the Fourier transform of projection data of multi2band diffraction ultrasound tomography

spreads much more non2uniform on complex plane than that of single frequency ,higher noises are produced in image reconstruction.

The principle of total variation translates math model of image restoration into the problem of energy function with TV regulariza2
tion , and the minimum problem is changed by the principle of variation into the solution of Partial Differential Equations . The recon2
struction error of multi2band images with TV is reduced about 50 %.
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1　引言

　　介质内部离子与入射波的波长相当或小于入射波

的波长时 ,会发生衍射现象.人体器官内部细胞的组织

集团形成了各种生物组织 ,直径一般在不到 1 毫米 ,

100KV的 X射线 CT常用的射线波长是 12×10 - 6mm ,远

小于人体内部介质 ,不会发生衍射现象 ,故现在的 X射

线 CT多用直线型.兆赫兹超声波长是毫米级 (如水中

10MHz的超声波波长为 0. 15mm)和人体细胞组织集团

相当 ,会产生衍射现象 ,射线模型超声 CT的成像结果

是不可信的 ,因此 ,为精确地描声场 ,必须同时考虑折射

和衍射 (统称为散射) 的情况 ,透射式衍射层析成像

(Diffraction Tomography)方法就是这样一种技术[1 ] ,与 X

射线对应的傅立叶切片定理相似 ,这一技术的理论基础

是傅立叶衍射投影定理.

多频率超声 CT近年来也引起了国内外学者的关

注 ,美国加州大学Jeo等人研制的 HUTT[2～4]系统对羊的

肾脏做 CT切片图像 ,Jeo等人是从不同频率成像效果来

考虑的 ,HUTT的换能器在不同时刻够发射不同频率超

声波 ,并用超声衰减层析成像算法来重建图像的 ,低频

超声 CT的切片图像能够很好的反映肾脏切片的概貌 ,

而高频的更能反映肾脏内部细节信息 ,将不同波段的

CT切片图像融合 ,可以获得分辨率比MRI图像更高的

切片图像.与 Jeo 等人的做法不同 ,本文不是利用超声
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波衰减系数层析算法成像来重建图像 ,而是利用衍射

层析成像算法来重建图像的 ,提出多频率衍射 CT思

想 ,一方面 ,根据超声傅立叶衍射投影定理 ,不同频率

超声波投影的傅立叶变换 ,对应于复平面不同半径圆

弧 ,一次投影就可以获得不同半径的傅立叶频点值 ,可

以用十几次投影就可以完成对κ空间的填充 ,大大减

少了超声投影次数 ,缩短了超声 CT成像时间.另一方

面 ,超声波换能器的探头很难做到发射的超声波就是

纯粹的单频信号 ,因此研究多频衍射层析成像具有实

际意义.

图像降噪是图像处理中的一个重要问题 ,它给图

像的后续处理带来很大影响.图像的平滑和细节保持

是一对矛盾关系 ,传统的方法虽然可以有效地降低噪

声 ,但同时也会造成图像中的某些细节 (比如边缘)的

模糊 ,导致整个图像视觉效果的下降.基于整体变分 TV

(Total Variation)的图像平滑方法可以在平滑噪声的同

时保持图像的边缘信息 ,在能量泛函上添加正则化项

的思想是最初是由 Tikhonov 和 Arsenin 在 1977 引入

的[5 ] ,在此基础上 , Guy Gilboa , Yehoshua , Y. Zeevi 等人又

提出了自适应 TV[6 ,7 ] ,降噪的同时能够很好地保留图像

纹理特征.由于每次投影由不同的频率组成 ,多频率投

影数据比单频率投影数据的傅立叶变换在复平面上分

布不均匀性更凸出 ,故重建的图像的噪声也更大 ,本文

实验研究了多频率重建中的关键技术 ,将重建出来的

多频率超声 CT图像用整体变分法进行去噪 ,可得到很

好的重建效果.

2　多频率超声 CT的重建

　　平面超声波从不同角度照射物体得到的投影数据

记为 ur (θ) (其中 r为超声波换能器到接收端距离 ,θ为

投影方向) ,其傅里叶变换值对应于未知函数的二维傅

里叶变换分布在复平面上半径为的半圆弧上的值[1 ,8 ] ,

傅里叶衍射投影定理表达式为 :

FT{ uθ( r) } (κ) = FT{ O( x , y) } {κu ,κv} (1)

其中 : O( x , y) = k0[ n2 ( x , y) - 1 ] ;

n ( x , y) = c0 ( x , y) / c ( x , y) ;

κu =κcosθ- k2
0 - κ2 - k2

0 sinθ;

κv =κsinθ+ k2
0 - κ2 - k2

0 cosθ;

κ= u2 + v2 ,θ= arctan
v
u

.

u , v是复平面的坐标.

目标函数 O( x , y)是关于折射系数 n( x , y)的未知

函数 ,折射系数声音在组织中传播速度有关的量 ,不像

B超通过接收一次或几次回波信号来重建图像 ,超声层

析成像是经过多次投影来精确重建物体内部随折射系

数变化情况的 ,从而达到非专业人事也能鉴别的水平.

而衰减系数是与频率有关的函数 ,不同的频率声波穿

过同一组织 ,衰减不一样.

式 (1)就是傅立叶衍射投影定理的表达式 ,图 1 是

其原理图[9 ] .在同一背景介质中 ,波长越短 k0 越大 ,圆

弧的半径越大 ,当半径超过 108rad/ m ,这个时候认为超

声在物体内部和 X射线一样是直线传播的 ,可以用傅

立叶切片定理代替傅立叶衍射投影定理 ,滤波逆投影

算法 ( Filtered Back Projection ,FBP)能很好地重建出反映

物体内部的图像.超声频率一般只能达到MHz数量级 ,

波长在 mm级 ,与动物的软组织内部介质大小相当 ,并

能满足传播的弱散射性 ,故用衍射层析成像重建图像

效果更好.

鉴于不同频率的声波所得到的投影数据傅立叶变

换对应的圆弧在复平面上的半径不同 (如图 2) ,用可以

发射多种频率段的超声换能器探头对物体发射超声

波 ,一次投影就可以在复平面上获得不同半径多个圆

弧 (如图 3图所示) ,这样就可以用较少的投影在复平面

上获得足够多的未知函数的样点值 ,再根据这些样点

值快速地重建出 CT图像.

超声层析成像重建算法主要包括频域法和空域

法 ,另外国内外学者为了提高图像质量提出了各类迭
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代算法 ,一定程度上改善图像重构的质量 , M. Bron2
stein[10]将非均匀快速傅立叶变换 NUFFT用于超声 CT

图像重建 ,取得了很好的效果.超声波 (MHz)透射式衍

射 CT ,理论上是根据傅立叶衍射定理来重建图像的 ,衍

射层析成像 FBP算法不适用 ,如果假设没有发生衍射

现象 ,用基于傅立叶切片定理的 FBP算法来重建图像 ,

只是对实际衍射层析成像的近似 ,故重建的图像可靠

性差. Devany[11]在 1982年提出与 X射线 CT常用的 FBP

算法相似的滤波逆传播算法 ( Filtered Back ProPagation ,

FBPP) ,能提供高质量的重构图像.后来研究者进行了

改进[12] ,使之更适合具体的应用领域 ,两者的区别在

于 :超声 FBPP算法除了通常的斜面滤波器外 ,还有一

个依赖于几何深度的滤波器 ,用来校正反向传播时的

衍射效应.通常认为这个方法由于不会引进插值误差 ,

所以重构的精度相对较高 ,但是由于深度独立的滤波

处理使算法变得复杂.为了得到可接受的重构图像质

量需要大量的投影 ,使运算量加大 ,当投影数不充分时

会因角度混叠而产生误差 ,所以这种方法不常使用.

因此如何用频域法快速的重建出高分辨率的超声

CT图像是一项值得挑战的工作 ,本文的实验都是利用

频域法来重建图像的.

3　TV( Total Variation)正则化去噪模型

　　TV ( Total Variation) 模型最早是由 Rudin ,Osher 和

Fatemi [12]提出的 , 他们选择整体变分 TV ( O ) =

∫Ω ¨ O d xd y作为正则化函数 ,积分区域Ω为 d维空

间 Rd中的凸集 (这里表示图像的定义域) .我们采用噪

声约束的正则化方式[13 ] :

min
u

TV ( O) 　st . O0 - HO 2
=δ2 (2)

　　那么图像恢复问题就变成了在满足上式的约束下

求解使 TV能量最小的 O.利用 Lagrange乘子可以将上

述的约束问题转为无约束模型 :

min
u

ETV ( O) =∫Ω ¨ O d xd y +
1
2
λ∫Ω( O0 - HO) 2d xd y

(3)

其中 ,λ是 Lagrange乘子. TV正则化方法最大的优势就

是抑制噪声 ,但并不对解过分的强加平滑 ,从而使估计

出来的 O中的边缘得以较好地保持.

整体变分正则化就是寻找具有最小 TV能量的观

测图像 O0 . Acar和Volel [14]证明了整体变分正则化的收

敛性和良态性 ,D. M. Strong[15]对总变分正则化进行了详

细的理论分析 ,并证明了整体变分正则化在降噪的同

时能精确地保留图像边缘.泛函 E取得极值的一个必

要条件是它的一阶变分为零.通过推导可得 :

¨ ¨ O
¨ O

- λH 3 ( HO - O0) = 0 (4)

上式是一个二阶的偏微分方程 ,可以通过偏微分方程

的数值解法来求解 ,通常的做法是引入额外的时间参

数 t 并利用梯度下降法来求解 ,即 :

5 O
5 t

= ¨ ¨ O
¨ O

- λH3 ( HO - O0) (5)

上式中的 t是我们额外地引入的时间演化参数.在实际

的求解过程中 ,为了避免 ¨ O 为 0 而导致的解的不

稳定 ,我们选取 ¨ O 2 +ε2来表示图像 O的 TV模 ,

这里的ε是一个正常数.

现 分 析 引 入 常 数 ε 后 的 扩 散 项

¨
¨ O

¨ O 2 +ε2
,我们想通过此项的分析来得到 TV

模型在恢复图像的特性和优势.

首先来考虑图像的平滑部分 (不存在边缘) ,在这

一区 域 ¨ u 很 小 有 可 能 近 似 为 0 , 那 么 有

1

¨ O 2 +ε2
≈

1
ε ,则 :

　¨
¨ O

¨ O 2 +ε2
≈ 1
ε¨·( ¨ O)

=
1
ε

52 O
5 x2 +

52 O
5 y2 =

1
εΔO (6)

Δ是拉普拉斯算子 ,这时式 (4)就等价于各向同性的热

扩散 ,也就是意味着在图像平滑区域会形成较强的扩

散 ,这就允许我们对图像中的噪声进行去除.假如扩散

到了图像的边缘部分 ,这时的 ¨ O 会相对较大 ,那么

对于扩散系数 1

¨ O 2 +ε2
就会很小 ,这就抑制了沿

图像的梯度方向的扩散 ,也就是说 , O的扩散只会发生

在图像梯度 ¨ O 的正交方向上 ,在保持图像轮廓清

晰的同时沿轮廓进行平滑和去噪.这样就使得图像在

边缘两侧以及区域内部得到充分的平滑 ,从而使得图

像的细节特征得到较好的保持.
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4　实验

　　实验选用医学图像中常用的 Shepp and Logan(128×

128)标准的测试图像来进行仿真实验 ,用图像的灰度值

代表折射系数 ,来对多频率超声 CT图像重构实验研

究.投影数据椭圆的傅立叶变换可用下式计算[8 ] :

Ei ( u , v) =ρe - i ( ux0 + vy0
) ×AJ1 ( B ×P) / P

其中 :

P = [ ( ( ucos a + vsin a) A/ B) 2 + ( - usin a + vcos a) 2 ]
1
2

且 : E( u , v) =∑
N

i = 0

Ei ( u , v) (7)

ρ为椭圆的灰度值 , A、B 分别为椭圆的长轴和短轴的

长度 , J1为一阶贝塞尔函数.重建后图像的误差计算式

子为 :

ERROR =∑
m , n

Im ( m , n) - Reim ( m , n) /∑
m , n

Im ( m , n)

(8)

其中 Im ( m , n)为标准测试图 , Reim ( m , n)为重建后图

像.实验所用的电脑是 Pentium(R) D CPU 2180GHz ,软件

版本 matlab710 ,操作系统Windows XP.

本实验单频率和多频率都采用衍射层析成像法 ,

实验中单频率法投影次数为 128次 ,每次采样样点数为

128 ,多频率投影次数为 16 ,选用 6个频率 ,接收器每次

采样样点数为 128 , TV正则化步长选取 0102秒 ,迭代次

数为 80 ,图 4 ( b)是重建后的图像 , ( c)是用 TV方法对
( b)去噪后的结果.图 5 画出的是图 4 中 ( b) 、与 ( c)与
( a)图的误差图像 ,由于绝大部分象素值较小 ,为了方

便观察 ,画出误差的彩色图像 ,用蓝色代表象素值较小

的点 ,比较图 5中的左图和右图可以看出 ,右图的蓝色

区域比较均匀 ,故图 5中 ( c)图误差要小于 ( b)图的.

实验主要包括投影数据获取、图像重建和 TV去噪

三部分 ,其中投影数据获取时间是主要部分 ,多频率法

由于在低频段投影点数过于密集 ,故 3个较低的频率是

用的欠采样 ,总共样点数为 M = 9026 ,单频率衍射层析

成像的样点数为 M = 16384 ,运算的样点数要少 7322

点 ,另外 ,多频率法只要调用计算式 (7)的子程序 16 次

来填充κ空间 ,而单频率法需要填充 128 次 ,故计算机

多频率法获得投影数据用时约为单频法的 1/ 3 .实际中

这部分是通过接收超声 CT发射数据再经过傅立叶变

换获得的 ,由于实际多频率法投影次数远少于单频率

法 ,因此获取投影数据时间也远少于单频率法 ,故这种

方法能对实际超声 CT很好地模拟.图像重建部分是用

双线性网格插值方法将非均匀样点值插值到均匀的笛

卡儿网格上 ,再用傅立叶反变换 ,算法的复杂度为

O( N2log2 N + 4 M) , N = 128 ,这部分占有的时间较少 ,多

频率法由于 M的值小于单频率法 ,因此时间也略少.第

三部分是 TV去噪的时间 ,与实际迭代次数有关 ,多频

率法用时 0168秒.

表 1　四种超声衍射层析成像图像重建算法速度与误差比较

重建方法 时间/秒 误差 ERROR2

单频率法 35. 43 0. 1875

单频率法 + TV去噪 36. 12 0. 1408

多频率法 11. 14 0. 2885

多频率法 + TV去噪 11. 82 0. 1501

　　表 1中给出的数据可以看出多频率法 + TV速度比

单频率法快约 70 % ,重建误差比多频率法要小约 50 % ,

和单频率加 + TV法误差大小也差不多 ,综合重建速度

和质量两个因素 ,多频率法 + TV去噪法要好于其它方

法.

5　结论

　　现代 CT不光要求有高的成像质量 ,对射线无害

性 ,低功耗和快速性也有很高的要求.超声波的危害性

要远小于 X射线和正电子束 ,多频率超声波衍射 CT ,可

以用几次投影 ,获得足够多的傅立叶变换频点值来重

建出 CT切片图像 ,大大提高了成像的速度 ,多频率投

影数据的傅立叶变换在复平面上是非均匀分布 ,故由

于插值处理引起的重建图像的噪声更大 ,基于整体变

分 TV正则化方法可以在平滑噪声的同时保持图像的

边缘信息 ,该方法能够很好地去除噪声.另外 ,不同频

率下成像质量及特点也是一个值得探讨的问题.
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