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多项式相位信号瞬时频率变化率估计及其应用

王 　勇 ,姜义成
(哈尔滨工业大学电子工程技术研究所 ,黑龙江哈尔滨 150001)

　　摘 　要 : 　通过定义两种新的变换 ———指数型相位匹配变换和复时间延迟型相位匹配变换 ,可实现对任意阶次的

多项式相位信号 (PPS)的瞬时频率变化率 ( IFR)估计. 给出了这两种变换的基本原理和实现方法 ,同时分析了算法实现

过程中应注意的问题. 进而 ,研究了 IFR 在以下三个方面的应用 : (1) PPS 的参数估计问题 ; (2) PPS 的瞬时频率估计问

题 ; (3)构造新的时频分布 ,该分布对于阶次大于 2 的多项式相位信号具有理想的时频聚集性. 最后通过计算机仿真实

验验证了本文所提算法的有效性.
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Estimation of Instantaneous Frequency Rate for Polynomial Pha se Signal and Its Application
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Abstract : 　Two kinds of transform ———exponential matched2phase transform and complex2lag matched2phase transform are

defined ,in order to estimate the instantaneous frequency rate (IFR) of a polynomial phase signal with arbitrary order. The principle

and realization procedure with details of the two transforms are given. Then ,three aspects application of IFR are studied ,the first is

the parameter estimation of PPS ,the second is the estimation of instantaneous frequency of PPS ,and the third is constructing a new

time frequency distribution ,this distribution concentrates along the instantaneous frequency of a PPS with order more than two. The

results of computer simulation demonstrate the validity of the method proposed.
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1 　引言

　　多项式相位信号 ( Polynomial Phase Signal ,PPS) 是自

然界中一种常见的信号 ,被广泛地应用在雷达、声纳以

及生物工程等领域. 对于 PPS的分析与处理一直是信号

处理的重要研究内容 ,目前 ,主要从以下三个方面对其

进行研究 :

(1) PPS的参数估计问题. 对于 PPS 的参数估计 ,长

期以来 ,各种基于最大似然估计 (ML) 的算法是解决这

一问题的主要途径 ,这些算法可归结为多变量的最优化

问题 ,其对 PPS参数的估计精度取决于搜索过程中所采

用的步长大小 ,计算量非常大[1 ,2 ] ,一般情况下很难承

受. 随着时频分析技术的发展 ,各种基于时频分析的参

数估计方法相继提了出来. 其中 ,最为主要的是基于

Cohen 类时频分布的方法 ,首先计算出信号的时间———

频率二维联合分布 ,进而通过计算不同时间采样点所对

应的频率值获得 PPS 的参数估计[3 ] . 该方法对于高阶
(阶次大于 2) 的 PPS ,会产生自交叉项的影响 ,不利于参

数估计. 随后 ,人们提出了基于高阶模糊度函数的方法 ,

逐次估计出 PPS的相位系数 ,但该方法存在较大的误差

传递效应[4 ,5 ] . 因此 ,如何快速、精确地估计 PPS 的参数

仍是目前亟待解决的问题.

(2) PPS的瞬时频率估计. PPS的瞬时频率估计研究

信号频谱分量峰值的时间分布 ,对比传统的傅里叶频率

分析方法 ,能够更为准确地反映出 PPS 的时变特性. 目

前最为常用的方法是基于时频分布峰值检测的方法. 这

里所用的时频分布对于 PPS 须具有十分理想的时频聚

集性 ,如多项式 Wigner2Ville 分布[6 ,7 ] ,L2Wigner2Ville 分

布[8 ]等. 但这些时频分布都存在一定的局限性 ,对它们

的研究本身也是 PPS信号处理的重要研究内容之一.

(3) PPS的时频分布构造. Cohen 类时频分布由于其

双线性特性 ,对于阶次超过 2 次的 PPS 会产生自交叉
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项 ,严重影响了信号的时频聚集性. 为此 ,针对某些特

定阶次 PPS的高阶时频分布相继提了出来 ,以及各种

改进形式的 Wigner2Ville 分布 ( WVD) 等[9 ,10] . 但这些时

频分布均受到 PPS 阶次和计算量的限定 ,如何解决这

两个问题仍需要进一步的研究.

文献[11 ]提出了 PPS信号瞬时频率变化率 ( IFR) 的

概念 ,同时 ,针对三次相位信号的特殊情形 ,提出采用

相位匹配变换来估计 IFR 的方法 ,为 PPS的检测与参数

估计提供了一种新的思路. 本文对该方法进行了推广 ,

首先定义了两种新的变换———指数型相位匹配变换和

复时间延迟型相位匹配变换 ,可实现对任意阶次 PPS

的 IFR 估计. 然后 ,分别从 PPS的参数估计、瞬时频率估

计以及时频分布的构造三个方面研究了信号 IFR 的具

体应用 ,为 PPS的分析与处理提供了新的思路和方法.

2 　问题描述

　　IFR 的概念在文献[11 ]中被提出 ,对于相位为 <( n)

的信号 ,其 IFR 定义为

IFR( n) =
d2 <( n)

d n2 (1)

考虑如下形式的多项式相位信号

　 z ( n) = b0e
j<( n)

= b0e
j ∑

P

p = 0
a

p
n

p

, 　 n ≤N - 1
2

(2)

其中 ,{ b0 , ap
P
p = 0} 为待估计参数 , N 为信号长度 ,采样

率为 1 . 其三次相位函数 (Cubic Phase Function2CPF) 定义

为

　CPF( n ,Ω) = ∑
( N - 1) / 2

m = 0

z ( n + m) z ( n - m) e - jΩm
2

(3)

当 P = 3 ,即 z ( n) 为三阶 PPS时 ,可以得到其 CPF 为

CPF( n ,Ω) = b2
0ej2 ( a

0
+ a

1
n + a

2
n
2

+ a
3

n
3
) · ∑

( N - 1) / 2

m =0

ej[2 ( a
2

+ 3 a
3

n) - Ω] m
2

(4)

由上式可见 ,对于三阶 PPS ,其 CPF 集中在直线 Ω= 2

( a2 + 3 a3 n) 上 ,而 Ω即为该信号的 IFR. 因此 ,可以通

过搜索 CPF 的峰值而得到三阶 PPS的 IFR 估计.

当 PPS的阶次大于 3 ,即 P > 3 时 , z ( n) 的 CPF 不再

集中在 IFR 曲线上 ,此时 ,信号偏移量 m 的高次项开始

出 现. 以 P = 4 为 例 , 其 CPF 的 模 值 为

b2
0 ∑

( N - 1) / 2

m = 0

ej[2 ( a2 +3 a3 n+6 a4 n
2
) - Ω] m

2
+j2 a4 m

4

, m4 的出现使得基于

CPF 的方法估计 IFR 不再有效. 而随着信号阶次的提

高 , m 的更高次项也随之增多. 因此 ,如何估计任意阶

次 PPS的 IFR ,便是本文要解决的问题.

3 　算法引出

　　本文通过定义两种新的变换———指数型相位匹配

变换和复时间延迟型相位匹配变换 ,可实现对任意阶

次 PPS的 IFR 估计 ①. 下面 ,分别加以讨论.

311 　指数型相位匹配变换( EMPT)

对于式 (2) 所示的 P 阶 PPS ,令 K = [ P/ 2 ] ,这里[·]

表示向下取整运算 , 定义其指数型相位匹配变换
( EMPT) 为

　　EMPT( n ,Ω) = ∑
( N - 1) / 2

k

m = 0

[ ∏
K

k =1

z
c

k ( n + 2 k - 1 m)

·z
c

k ( n - 2 k - 1 m) ]e - jΩm
2

(5)

同时 ,存在一组系数 ck ( k = 1 , 2 , ⋯, K) ,使得其 EMPT

集中在信号的 IFR 曲线上 ,这可证明如下 :

证明 :将式 (2) 代入到式 (5) 中 , 并分别计算 m2 ,

m4 , ⋯, m2 K的系数 d1 , d2 , ⋯, dK ,有如下结果 :

　

d1 =
2 <(2) ( n)

2 !
( c1 + 4 c2 + 42 c3 + ⋯+ 4 K - 1 cK)

d2 =
2 <(4) ( n)

4 !
( c1 + 42 c2 + 44 c3 + ⋯+ 42 ( K - 1)

cK)

…

dK =
2 <(2 K) ( n)

(2 K) !
( c1 + 4 Kc2 + 42 Kc3 + ⋯+ 4 K( K - 1) cK)

(6)

其中 , <( s) ( n) 为 <( n) 的 s 阶导数. 当 s = 2 时 , <(2) ( n)

即为信号的 IFR. 因此 ,令式 (6) 中的

d2 = d3 = ⋯= dK = 0

且 c1 + 4 c2 + 42 c3 + ⋯+ 4 K - 1 cK = 1 ,即可得到 IFR 的估

计 :

ÎFR( n) = arg max
Ω

| EMPT( n ,Ω) | (7)

此时 ,系数 ck ( k = 1 ,2 , ⋯, K) 满足如下方程组 :

VT C = B (8)

这里

V =

1 1 1 ⋯ 1

41 42 43 ⋯ 4 K

42 44 46 ⋯ 42 K

… … … … …

4 ( K - 1) 42 ( K - 1) 43 ( K - 1) ⋯ 4 K( K - 1)
K×K

C = c1 c2 c3 ⋯ cK
T
1 ×K

B = 1 0 0 ⋯ 0 T
1 ×K

不难看出 , 矩阵 V 为 Vandermonde 矩阵 , 且 det ( V) =

∏
1 ≤j < i ≤K

(4 i - 4 j) , K ≥2 ,因此 ,式 (8) 所表示的方程组是

有解的 ,且唯一. 方程组 VT C = B 又称之为Vandermonde

方程组 ,如果采用克莱姆法则直接对其进行求解 ,即 C

= ( VT) - 1 B ,此时需要 O ( K3) 的计算量. 这显然没有利

用Vandermonde 矩阵的结构特点和性质来运算 ,此外 ,
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Vandermonde 矩阵的条件数都比较大 ,使求解问题很容

易成为病态方程. 因此 ,文献[ 12 ]利用 Newton 插值的思

想给出了一个快速算法 ,其乘除运算的次数为 K( K -

1) ,加减运算的次数为 3
2

K( K - 1) . 本文即采用该快速

算法对系数 ck ( k = 1 ,2 , ⋯, K) 进行求解. 这里 ,给出两

个具体算例.

(1) P = 5 ,此时 , c1 = 4/ 3 , c2 = - 1/ 12 ,有

EMPT( n ,Ω) = ∑
( N - 1) / 4

m = 0

z4/ 3 ( n + m) z4/ 3 ( n - m)

×z - 1/ 12 ( n + 2 m) z - 1/ 12 ( n - 2 m) e - jΩm
2

(2) P = 6 ,此时 , c1 = 64/ 45 , c2 = - 1/ 9 , c3 = 1/ 720 ,有

EMPT( n ,Ω) = ∑
( N - 1) / 8

m = 0

z64/ 45 ( n + m) z64/ 45 ( n - m) z - 1/ 9 ( n

+ 2 m) z - 1/ 9 ( n - 2 m) z1/ 720 ( n + 4 m) z1/ 720

( n - 4 m) e - jΩm
2

以信号 z ( n) = 8ej2π(0. 1 n + 2 ×10
- 4

n
2

- 1. 395 ×10
- 5

n
3

+ 4. 5 ×10
- 10

n
5
) 为

例 , - 127 ≤n ≤127 ,不失一般性 ,假定采样率为 1 . 其

EMPT分布如图 1 ( a) 所示. 从图 1 ( a) 可以清楚地看到

该信号的 IFR 随时间的变化情况.

312 　复时间延迟型相位匹配变换( CLMPT)

本文定义的复时间延迟型相位匹配变换可分为两

种形式 ,暂且分别称之为α型 CLMPT和β型 CLMPT ,这

两种形式的相位匹配变换均可实现对任意 P 阶 PPS 的

IFR 进行估计. 下面 ,分别对其进行介绍.

31211 　α型 CLMPT

仍以式 (2) 所示的 P 阶 PPS为例 ,令 K = [ P/ 2 ] ,其
α型 CLMPT定义为

CLMPTα( n ,Ω) = ∑
( N - 1) / 2

m =0

[ ∏
K

k =1

z ( n + ckm) z ( n - ckm) ]e - jΩm
2

(9)

其中 ,当系数 ck ( k = 1 , 2 , ⋯, K) 满足如下方程组时 ,

CLMPTα( n ,Ω) 集中在信号的 IFR 曲线上 ,具体推导过

程类似 EMPT ,这里从略.

c2
1 + c2

2 + ⋯+ c2
K = 1

c4
1 + c4

1 + ⋯+ c4
K = 0

…

c2 K
1 + c2 K

2 + ⋯+ c2 K
K = 0

(10)

该方程组为一超越方程组 ,理论上存在数值解 ,只不过

实现起来比较繁琐. 这里 ,考虑当 K = 2 时 , c1 和 c2 的

一组解为 :

　　　c1 =
1
2

(2 - 2j) 1/ 2≈017769 - 013218j

　　　c2 =
1
2

(2 + 2j) 1/ 2≈017769 + 013218j

其 中 j 为 虚 数 单 位. 仍 以 信 号 z ( n ) =

8ej2π(0. 1 n + 2 ×10
- 4

n
2

- 1. 395 ×10
- 5

n
3

+ 4. 5 ×10
- 10

n
5
) 为例 ,计算其α型

CLMPT ,如图 1 ( b) 所示.

31212 　β型 CLMPT

对于 P 阶 PPS ,其β型 CLMPT定义为

CLMPTβ( n ,Ω) = ∑
( N - 1) / 2

m =0

[ ∑
K- 1

k =1

z ( n + c2 k - 1 m) ×( n - c2 k - 1 m)

z 3 ( n + c2 km) z 3 ( n - c2 km) ]e - jΩm
2

(11)

其中 ,当系数 ck ( k = 1 , 2 , ⋯, 2 K - 2) 满足如下方程组

时 ,CLMPTβ( n ,Ω) 集中在信号的 IFR 曲线上 ,具体推导

过程类似 EMPT ,这里从略.

　　

c2
1 - c2

2 + c2
3 - c2

4 + ⋯+ c2
2 K - 3 - c2

2 K - 2 = 1

c4
1 - c4

2 + c4
3 - c4

4 + ⋯+ c4
2 K - 3 - c4

2 K - 2 = 0

…

c2
K

1 - c2
K

2 + c2
K

3 - c2
K

4 + ⋯+ c2
K

2 K - 3 - c2
K

2 K - 2 = 0

(12)

同理 ,此方程组也为超越方程组 ,当 K = 2 时 , c1 和 c2

的一组解为 : c1 =
2
2

, c2 =
2
2

j ,其中 j 为虚数单位. 仍以

信号 z ( n) = 8ej2π(0. 1 n + 2 ×10
- 4

n
2

- 1. 395 ×10
- 5

n
3

+ 4. 5 ×10
- 10

n
5
) 为

例 ,计算其β型 CLMPT ,如图 1 ( c) 所示.

31213 　复时间延迟信号的计算

在计算复时间延迟型相位匹配变换时 ,最为关键

的一步便是计算信号的复时间延迟信号 , 即 z ( n +

j m) . 这在理论上已经得到了解决 ,解决的途径便是依

据傅里叶变换的频移性质 ,这可由下式来说明[9 ] :

　　z ( n + j m) =
1
N ∑

( N- 1) / 2

l = - ( N - 1) / 2

Z( l) e - 2πml/ Nej2πnl/ N (13)

其中 , Z ( l) = F{ z ( n) } , F{·} 为傅里叶变换算子. 由式
(13) 可见 ,信号 z ( n) 的复时间延迟信号可通过其频谱

的加权来实现 ,但存在以下问题 :由于信号 z ( n) 的长度

是有限的 ,这样会导致其频谱 Z( l) 产生大量的旁瓣 ,而
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式(13) 中的加权系数 e - 2πml/ N ,当 m 为负数时 ,在高频

部分的值将是非常大的 ,此时虽然旁瓣的幅值很小 ,但

两者的乘积仍然很有可能超过计算机所能承受的精度

范围 ,类似的情形还包括 m 为正数时 ,其在低频 (负频)

部分的值也是非常大的. 解决这个问题的方法目前主

要有两种 :一是增加信号 z ( n) 的长度来降低旁瓣的影

响 ,但这会导致计算量的急剧增加 ;二是通过加窗的方

法 ,通过对原信号加窗 ,如 Hanning 窗、Kaiser 窗等来降

低旁瓣 ,同时对延迟量 m 的大小进行限定 ,可在一定程

度上解决上述问题. 但在这个过程中存在较多的人为

因素 ,目前还没有更好的方法来计算信号的复时间延

迟 ,这也是以后要继续研究的问题. 本节中的两个算例

是通过信号的解析表达式来进行计算的 ,只是为了在

理论上说明复时间延迟型相位匹配变换可实现对任意

P 阶 PPS的 IFR 进行估计.

313 　EMPT与 CLMPT的性能分析与对比

这里 ,对文中所提出的两种变换———指数型相位

匹配变换 ( EMPT) 与复时间延迟型相位匹配变换
(CLMPT) 的性能进行分析与对比. 从 EMPT 的定义式
(5) 以及式 (8) 可知 ,系数 ck ( k = 1 ,2 , ⋯, K) 均为分数 ,

且至少存在一个 ch < 0 ( h ∈[1 , K]) ,这种信号的负分数

幂次运算 (实际上涉及到信号的除法运算) 必将产生大

量舍入误差 ,同时 ,使得 EMPT 对噪声非常敏感 ,这是

EMPT不利的一面 ;但 EMPT实现起来非常容易 ,这是由

它的定义式结构决定的. CLMPT(包括α型和β型) 由于

只涉及到信号的加法与乘法运算 ,使得其计算 IFR 的精

度要大大高于 EMPT ,这可由图 1 ( a) ～ ( c) 看出 ,而且

CLMPT对噪声不敏感. 然而 ,实现 CLMPT时面临的最大

问题便是复时间延迟信号的计算 ,这已经在 31213 节中

得到说明.

4 　IFR的应用

411 　PPS 参数估计

对于任意 P 阶 PPS ,如式 (2) 所示 ,其 IFR 曲线为Ω

= ∑
P

p = 2

p( p - 1) apnp - 2 ,此时 ,分别计算 P - 1 个不同 n

值 ( n1～ nP - 1) 所对应的Ω̂值 (Ω̂1～Ω̂P - 1) ,即可得到参

数 ap ( p = 2 ,3 , ⋯, P) 的估计. 令

X =

1 ×2 2 ×3 ×n1 ⋯ P ×( P - 1) ×nP - 2
1

1 ×2 2 ×3 ×n2 ⋯ P ×( P - 1) ×nP - 2
2

… … ⋯ …

1 ×2 2 ×3 ×nP - 1 ⋯ P ×( P - 1) ×nP - 2
P - 1 ( P - 1) ×( P - 1)

Â = [ â2 　â3 　⋯　â P ]T
1 ×( P - 1)

Ψ̂ = [Ω̂1 　Ω̂2 　⋯　Ω̂P - 1 ]T
1 ×( P - 1)

则有

Â = X - 1Ψ̂ (14)

而参数 a1 , a0 和 b0 的估计可由以下三式来实现 :

　â1 = arg max
a1

∑
( N - 1) / 2

n = - ( N - 1) / 2

z ( n) e - j ( a1 n+ â2 n
2
+ ⋯+ â

P
n

P
) (15)

　â0 = angle ∑
( N - 1) / 2

n = - ( N - 1) / 2

z ( n) e - j ( â1 n+ â2 n
2
+ ⋯+ â

P
n

P
) (16)

　̂b0 =
1
N ∑

( N - 1) / 2

n = - ( N - 1) / 2

z ( n) e - j ( â1 n+ â2 n
2
+ ⋯+ â

P
n

P
) (17)

至此 ,已获得 P 阶 PPS所有的参数估计.

412 　PPS 瞬时频率估计

在估计出 PPS的参数以后 ,即可根据瞬时频率的定

义直接对其进行计算. 这里 ,给出另外一种计算方法 ,该

方法也为构造理想的时频分布奠定基础. 首先分析信号

z ( n) 的 WVD 核函数 z ( n + m) z 3 ( n - m) 的特点 ,有

z ( n + m) z 3 ( n - m) = b2
0e

j ∑
P

p = 0
a

p
[ ( n + m)

p
- ( n - m)

p
]

= b2
0e

j ∑
P

p = 0
∑
P

i = 0

p

i
n

i
m

p - i
a

p
[1 - ( - 1)

p - i
]

= b2
0e

j ∑
P

i = 0
∑
P

m = i

p

i
n

i
m

p - i
a

p
[1 - ( - 1)

p - i
]

= b2
0e

j ∑
P

i = 0
∑

P - i

l = 0

l + i

i
n

i
m

l
a

l + i
[1 - ( - 1)

l
]

= b2
0e

j ∑
P

l = 0
c

l
m

l

(18)

其中

cl = ∑
P- l

i = 0

l + i

i
nial + i [1 - ( - 1) l ] (19)

特别 ,当 l = 1 时 ,有 c1 = 2 ∑
P

i = 1

iain
i - 1 = 2IF[ z ( n) ] ,其

中 , IF[·]代表信号的瞬时频率. 因此 , 可通过计算式
(18) 中 m 的系数而获得信号瞬时频率的估计.

413 　构造新的时频分布

在 WVD 的基础上 ,定义如下变换 :

　W( n ; cl) = ∑
( N - 1) / 2

m = 0

z ( n + m) z 3 ( n - m) e - j H( m) (20)

其中 , H ( m) = ∑
P

l = 0

clm
l , cl 如式 ( 19) 所示. 此时 , 由

W( n ; c1) 所构造的时频分布对于 PPS而言 ,具有理想的

频率聚集性 ,消除了高次项所产生的自交叉项影响 ,克

服了传统 WVD 对于非线性调频信号的频率聚集性较

差的缺点.

5 　仿真实验

　　这里以一 4 阶 PPS为例 ,来验证本文所提算法的有

效性. 信号的样本长度为 255 ,各参数为 : b0 = 1 , a0 = 1 ,

a1 =π/ 8 , a2 = 5 ×10 - 3 , a3 = 1 ×10 - 5 , a4 = 5 ×10 - 8 ,取采

样间隔为 1 . 图 2 为该信号的 IFR 分布图 ,采用 EMPT方

法进行计算 ,分别取三个不同的时间采样点 n1 = 0 , n2
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= - 32 , n3 = 32 ,通过对 IFR 进

行峰值搜索计算出相应的 Ω

值 ,进而由式 (14) 计算出 â2 =

5101 ×10 - 3 , â3 = 0199 ×10 - 5 ,

â4 = 5110 ×10 - 8 . 然后根据式

(15 ) ～ ( 17 ) 可以得到 : â1 =

0139 , â0 = 0195 , b̂0 = 0199. 图 3

为该信号的瞬时频率估计 , 图

中实线表示瞬时频率

的真值 , 虚线代表瞬

时频率的估计值. 为

比较频率估计的结

果 ,将估计值与真值

错开表示. 图 4 为该

信号的时频分布图 ,

其中 ,图 4 ( a) 为传统

的 WVD ,由于信号的非线性特性 ,使得 WVD 的频率聚

集性较差 ,存在自交叉项的影响 ;而采用文中所构造的

时频分布则具有理想的频率聚集性 ,同时不存在自交

叉项的影响 ,如图 4 ( b) 所示.

6 　结论

　　对于任意阶次的多项式相位信号 ,通过定义两种

新的变换———指数型相位匹配变换和复时间延迟型相

位匹配变换 , 可实现对其瞬时频率变化率的估计. 进

而 ,可以估计多项式相位信号的参数、瞬时频率以及构

造具有理想的时频聚集性的时频分布 ,为多项式相位

信号的分析与处理提供了新的思路和方法 ,具有较大

的应用价值.
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