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摘 要: 多小波拥有对称性、正交性、有限支撑等这些信号处理中十分重要的特性, 从而弥补了单小波的不足,

具有更为广阔的应用前景.本文从滤波的角度, 重点分析并设计了多小波预滤波与多小波分解系数处理方法.仿真表

明多小波分析方法的优越性.
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Abstract: Multiwavelet possesses such very important properties in signal processing as orthogonality, symmetry, and short sup

port, which makes up for the shortcoming of scalar wavelet, and takes on broader application prospects. This paper, from the aspect of

filtering, mainly analyzes and designs multiwavelet filter. The processing method for multiwavelet coefficients is also presented in the

paper. The simulation indicates the advantages of multiwavelet.
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1 引言
对称性、正交性、有限支撑是小波信号处理中十分重要的

性质,已经证明实系数单小波不能同时具有这些性质, 限制了

其应用.多小波放松了对单小波函数的限制, 可以同时拥有这

些性质.多小波由多个尺度函数和多个小波函数组成, 具有更

大的自由度,容易按照所需性质构造, 从而具有广阔的应用前

景.

与单小波不同的是,多小波分析必须对输入数据进行预

处理,本文设计了基于 GHM双小波的一种预处理方法, 并基

于该方法应用 D L Donoho 的软阈值方法处理多小波变换系

数,从而实现信号的去噪、滤波.

2 正交多小波变换

令 ( t )= [ 0( t ) , 1( t ) , , r ( t) ]
T( r  N)是多分辨分

析空间{ Vk } k  Z的正交多尺度函数, 与其相对应的正交多小

波函数  ( t)= [  0 ( t) ,  1( t) , ,  r - 1( t ) ]
T 满足 span{ 2j / 2

 i(2
jt - k ) : k  Z, i = 0, 0, 1 r - 1} = Wj , 使得 Wj 是 Vj 在

Vj+ 1中的正交补,即 Vj+ 1= Vj Wj , ( t) ,  ( t)满足两尺度方

程

( t )= 2 !
k  Z

hk ( 2t - k ) (1)

 ( t) = 2 !
k  Z

gk (2t - k ) (2)

其中, hk , gk 是 r ∀ r 的矩阵.从信号滤波的角度看, H ( !) =

!
k  Z

hke
- i!k和G( !) = !

k  Z

gke
- i!k是与尺度函数和小波函数对

应的 r ∀ r 的矢值滤波器.

对于信号 f ( t)  v0, 可以表示成{ i ( t- k )#0 ∃ i ∃ r- 1,

k  Z}的线性组合, 即 f ( t) = !
r- 1

i= 0
!
k  Z

ci, o, k i ( t - k ) , 由多分辨

分析知 Vj+ 1= Vj Wj = Vj0 Wj0 Wj- 1 Wj 从而有:

f ( t)= !
r- 1

i= 0
!
k  Z

ci, 0, k i ( t- k )= !
r- 1

i= 0
!
k  Z

c i, J
0
, k 2

J
0
/ 2

i (2
J
0 t - k )

+ !
r- 1

i= 0
!

J
0

∃ j ∃ 0
!
k  Z

di , j , k 2
j / 2  i (2

jt - k ) (3)

其中:

c i, j , k= %f ( t) 2j / 2 i (2
jt- k ) dt

d i, j , k= %f ( t) 2j / 2  i (2
jt - k ) dt

,

i= 0, 1, , r- 1; k  Z, J< 0 (4)

将正交单小波中的分解与重构的 Mallat算法推广至正交多小

波, 可以得到:

多小波分解:

Cj - 1, k= 2 !
n  Z

hn - 2 kCj , n , j , k  Z , Dj- 1, k= 2 !
n Z

gn- 2 kDj , n ,

j , k  Z (5)
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多小波重构:

Cj , k= 2 !
n  Z

h*k- 2 nC j- 1, n+ g*k- 2nDj - 1, n (6)

其中, Cj , k= [ c0, j , k, c1, j , k, , cr - 1, j , k ]
T ,

Dj , k= [ d0, j , k , d 1, j , k , , d r- 1, j , k]
T

h*n , g
*
n 分别为hn, gn 的共轭转置.

由分解过程知,如果已知初始尺度系数 C0, k ,则可得到信

号分解的所有尺度系数和小波系数,与单小波不同的是 ,进入

Mallat塔式算法的初始尺度系数为矢量,因而必须先对信号进

行预处理.

3 多小波预滤波器设计

以 GHM 多小波为例设计多小波预滤波器. 对于 GHM 双

小波,式(1)、( 2)中的系数分别为[1] :

h0=
3/ 10 2 2/ 5

- 2/ 40 - 3/ 20
, h1=

3/ 10 0

9 2/ 40 1/ 2
,

h2=
0 0

9 2/ 40 - 3/ 20
, h3=

0 0

- 2/ 40 0

g0=
- 2/ 40 - 3/ 20

- 1/ 20 - 3 2/ 20
, g1=

9 2/ 40 - 1/ 2

9/ 20 0
,

g2=
9 2/ 40 - 3/ 20

- 9/ 20 3 2/ 20
g3=

- 2/ 40 0

1/ 20 0

GHM双小波拥有实值对称 (或反对称)性、紧支撑和正交性,

并具有二阶逼近[ 2, 3] (见图 1) .

图 1 GHM双重尺度函数和双重小波函数

0 的支撑是[ 0, 1] , 1 的支撑是[ 0, 2] , 因而 f  V 0, 由

式(3) , c i, 0, k ( i= 0, 1; k  Z)可以由 f ( n/ 2)求得:

c0, 0, k= f (
2k+ 1
2

) / 0(1/ 2) - f ( k+ 1) 1(
1
2
) / ( 1( 1) 0(

1
2
) ) - f ( k ) 2 (

3
2
) / ( 1 (1) 0(

1
2
) )

c1, 0, k= f ( k+ 1) / 1(1)

(7)

相反地,可以由 c1, 0, k重建 f ( n/ 2) :

f ( k) = c1, 0, k 1(1)

f (
2k+ 1
2

) = c0, 0, k 0(
1
2
)+ c1, 0, k 1(

1
2
) + c1, 0, k 1(

3
2
)

令x ( n) = f ( n/ 2) ;

Q 1( !)= -
1(3/ 2)

0(1/ 2) 1( 1)
+

1

0 (1/ 2)
ei!-

1( 1/ 2)

0 (1/ 2) 1 (1)
ei2!;

Q 2( !)=
1

1(1)
ei!;

P( !) =
0 0

0 (1/ 2) 1(1/ 2)
+

0 0 (1)

0 1( 3/ 2)
e- i !

再令 Q( !)为滤波器 Q1 ( !)和 Q2 ( !)的 2 倍采样速率的多相

滤波矩阵, 则:

Q( !) =
-

1 (3/ 2)

0(1/ 2) 1(1)
-

1(1/ 2)

0( 1/ 2) 1( 1)
ei!

1

0(1/ 2)

1(1)e
i! 0

由式(7)知 Q( !)即为 GHM 多小波的预滤波器, P ( !)、Q( !)

满足 P( !) Q ( !) = I 2.

多小波分解和重构见图 2. 2 & 表示隔点采样, 2 ∋ 表示隔

点插零.

图 2( b) GHM多小波重构

4 多小波软阈值去噪算法

假设噪声信号 x ( n)可表示为:

x ( n) = f ( n) + ∀z ( n) , n= 0, 1 , N- 1

f ( n)为一维真实信号, z ( n)为高斯白噪声, ∀ 为噪声

方差, N 为采样点数.

小波分析的目的就是要根据实际应用对小波分

解系数作出合理的处理, 然后通过小波重构重建信

号.小波软阈值处理小波分解系数的方法可以表达为

#t( w )=
sgn( w ) ( | w | - t) , | w | ( t

0, | w | < t

其中 w 是小波系数, t 是阈值. 也就是说, 对小于 t 的

小波系数置零, 而对大于 t 的小波系数作趋零处理. David L

Donoho从理论上严格证明了当 t = ∀ 2log( N )时, 重构信号

具有很好的光滑性和适应性[ 6] .因而应用小波软阈值方法从
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x ( n)中恢复 f ( t) ,算法如下:

( 1)用图 2( a)的多小波预处理和分解算法求 x ( n)的小波系

数;

( 2)用软阈值 tN= ∀ 2logN处理小波系数;

( 3)用图 2( b )的小波重构算法重建信号.

5 多小波信号去噪仿真

在实验中我们使用了图 2 的 GHM 多小波分解及重构算

法和 D 4单小波进行比较, 采样点数 N = 1024. 结果如图 3 和

表 1所示, 从中可见,多小波的效果明显优于单小波.

图 3 一维信号滤波

表 1 小波阈值去噪比较

噪声( ∀) D 4 单小波 GHM多小波

绝对平均误差 0!6102 0!2434 0!1151

均方误差 0!4940 0!1278 0!0317

6 结束语

多小波是单小波的推广,单小波分析中的很多原理、方法

都可以推广到多小波.但多小波是矢量小波, 有许多自身的特

点,正由于这些特点使得多小波在某些方面的应用效果优于

单小波.根据具体应用设计性能良好的多小波预处理器和多

小波分解系数处理方法是多小波走向工程应用的两个重要环

节.
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