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摘 要： 图像修复是目前图像处理领域中的一个研究热点，对于较大孔洞的修复一直是个难点问题，已有算法

都未能很好地解决．本文基于分形相关理论，提出了一种新的修复算法，很好地利用了图像的整体信息．论述了分形维
数和分形编码序列块大小之间的关系，提出多尺度的分形编码及重构的修复方法．为了强化图像细节信息，进行了分
形局部迭代．为了提高图像修复的质量，将图像进行了分形放大，再进行分形插值修复．从实验结果可以看出，新方法
取得了较好的修补效果，尤其是对纹理图像和有较大孔洞的图像效果更好．
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１ 引言

图像修复技术是近年来计算机图形学和计算机视

觉中的倍受关注一个研究热点问题，图像修复是利用受

损区域周围的图像数据修复、填充受损区域图像数据的

技术，本质上属于图像插值问题．该技术有着广泛的应
用前景：填补美术作品、旧照片上所出现的裂痕或孔洞，

在文物保护、影视特技制作、虚拟现实等方面有着重大

的应用价值．目前一些图像处理软件可通过手工交互来
对图像进行修复．

算术迭代方法是较早使用的图像恢复方法之一，该

方法不需要建立图像模型，依靠迭代的收敛得到一个最

小均方意义下的恢复图像．迭代方法是逐点计算的，能
够依据图像的局部特征作不同程度的改进，因而结果好

于那些依据平稳模型的恢复方法．但此方法不适合有孔
洞的图像，对这类图像进行修复通常采用“扩散”的方

法．Ｂｅｒｔａｌｍｉｏ和 Ｓａｐｉｏ等人较早对图像修补进行了研究，
采用ＰＤＥ进行修补，并认为应该通过图像的整体决定
如何填补裂痕或孔洞，待修补区域周围的结构信息必须

延伸至裂痕或孔洞的内部［１］．该算法采用三阶偏微分方
程，将修补区域边界的等值线外部的信息沿轮廓法向扩

散到中间的像素上，考虑了各向异性的扩散，以保证边

界的连续性．Ｃｈａｎ在 Ｂｅｒｔａｌｍｉｏ的研究基础上提出了局
部修补的方法［２］，采用最小化重构图像的总变差（ＴＶ）
模的方式去填补缺损数据，它实际上是直接在曲率驱动

下生成曲线的修复模型，但是修复的图像不自然，选定

的目标区域轮廓明显．Ｃｈａｎ认为图像局部修补模型不
需要借助于整体理解和统计学习，仅能够修补断裂的光

滑狭窄边缘，并提出了曲率驱动扩散的偏微分方程

（ＣｕｒｖａｔｕｒｅＤｒｉｖｅｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ，ＣＤＤ）［３］，同样是一个三阶偏
微分方程，该是整体变分方法的一种扩展，在扩散过程

中考虑了轮廓的曲率，通过曲率来抑制修补区域大曲率
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的等照度线，可修补较大的区域，但边界处往往模糊．
基于非线性偏微分方程的算法很好地保持了等照度线

方向，但这类算法难于实现且收敛速度慢．Ｏｌｉｖｅｉｒａ［４］利
用了高斯卷积核对图像进行滤波，能快速地修复破损

区域，但该算法仅考虑了破损区域边缘一周的图像颜

色值，使得其仅适用于破损区域为２～３个象素宽度的
情形．Ｍａｓｎｏｕ［５］通过在待修复区域边界利用动态规划来
估计水平线的连接方式，然后直接连到待修复区域内

部，该方法对简单结构修复效果好，但是抗噪声能力不

强，且要求处理动态规划，计算较复杂．径向基函数将
图像处理的问题转化为三维曲面重建问题进行图像修

复，运用径向基函数建立描述散乱数据点的隐式曲面

方程，直接使用 ＲＢＦ是不能够很好地对较大的孔洞进
行修复［６］．Ｃｈａｎｔ［７］等人提出一种基于纹理的修复算法，
在待修复区域的边界通过块匹配的方式选择合适的纹

理填充，但对结构信息的修复能力有限．经验模型分解
的图像修复方法，通过方向经验模型将待修复图像进

行分解，然后在各级分解图像上根据待修复区域边界

上像素点的梯度特征计算填充优先级［８］．Ｅｌａｄ［９］等将图
像分解的稀疏矩阵表示扩展后用于图像修复，可同时

填充缺损区中的纹理层和结构层．Ｆｏｒｔｉｅｒ［１０］等采用基于
样块的填充方法来进行修复，可同时填补较大面积的

结构和纹理，但样块的构造具有不确定性，算法较为复

杂．
已有的方法没有很好地利用图像的整体信息来进

行填补裂痕或孔洞，这涉及到视觉心理学的问题．图像
放大和图像修复技术有一些相似的地方，图像放大问

题最终可转化为图像中空白行或者空白列的数据填补

问题．图像放大技术在众多领域有着广泛的应用，分形
技术已成功地应用于图像放大［１１］．传统的图像放大是
采用插值方法，如最近邻插值、双线性插值等，插值方

法利用局部邻近像素对图像细节进行估计，往往忽略

了图像的全局信息，而带来方块或者模糊效应．自然界
实际物体的几何图像遵循分形几何变化规律，其各像

素亮度的分布同样具有分形的特征．分形方法能够充
分利用自然图像具有局部与全局自相似的特点．本文
利用分形理论对图像进行修复，很好地利用了图像的

整体信息．

２ 分形相关知识

２．１ 分形编码

分形图像编码是基于分形学和迭代函数系统理论

的，一种全新的图像编码思路，与以往的正交变换编码

有着本质的区别．它以一组迭代变换来描述图像，在解
码时，只要对任意一幅初始图像进行迭代变换，最后都

会收敛到解码图像．由于分形编码思路新颖，具有压缩

比高等特点，获得了广泛的关注，是最有前途的图像编

码方法之一．分形几何或分形理论研究的对象是那些
很不规则而有自相似性的形状．

目前的分形图像压缩方法基本上都是以 Ｊａｃｑｕｉｎ的
ＰＩＦＳ（ＰａｒｔｉｔｉｏｎｅｄＩｔｅｒａｔｅｄＦｕｎｃｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍｓ）算法［１２］为基础．
即首先将原图像划分成互不搭接的序列块（ｒａｎｇｅｂｌｏｃｋ，
Ｒ１，Ｒ２，…Ｒｉ…Ｒｎ）和可以搭接的主块（ｄｏｍａｉｎｂｌｏｃｋ，Ｄ１，

Ｄ２，…Ｄｊ，…，Ｄｍ），由所有主块及其８种等距变换构成
主块选择池（ｄｏｍａｉｎｐｏｏｌ）；然后为每一序列块寻找相似
主块，通过保存仿射变换参数和主块位置信息，实现对

序列块的编码．
分形图象编码技术是基于量度空间中迭代收缩变

换的数学理论为基础的．大小为 Ｎ×Ｎ的原始图象Ｉ首
先被分割成称为序列块 Ｒ的不重叠区域，其大小为 Ｂ
×Ｂ（Ｂ通常取 ８、６、４等）．主块从原始图象中抽取，每
一个主块的大小为２Ｂ×２Ｂ，它要比序列块要大以满足
收缩的要求．主块｛Ｄｊ，ｊ＝１，２，…，ｍ｝是通过按单个象
素从左到右，从底向上将原图象分成大小为２Ｂ×２Ｂ的
窗口而获得一个主块缓冲池．对于一个灰度级图象仿
射变换 ｗｉ可以看作为具有二维空间和一个亮度维的３
维实体．对于序列块 Ｒｉ，定义主池｛Ｄｉ｝和收缩仿射变换
集｛ｗｉ｝，然后开始编码过程．对于每一个序列块，在主
池中寻找一个主块，然后：（１）收缩到序列块的大小；（２）
应用８个自对称变换之一；（３）完成亮度偏移来最近似
地匹配序列块．
２．２ 分形插值

由于基函数的不同，传统上构造插值函数有多项

式插值方法、样条插值方法、三角插值方法等．分形插
值克服了传统的插值方法不能反映两相邻已知相关点

之间的局部特性，克服了传统的插值方法局部的光滑

性，可以得到更高的精度．
设 ａ＝ｘ０＜ｘ１＜…＜ｘｎ＝ｂ，ｎ≥２，是有界闭区间 Ｉ

＝［ａ，ｂ］的一个划分，ｙ０，ｙ１，…ｙｎ是一组任意实数．记
Ｋ＝Ｉ×Ｒ，Ｉｉ＝［ｘｉ－１，ｘｉ］；Ｌｉ为Ｉ→Ｉｉ的压缩线性映射，
且满足：

Ｌｉ（ｘ０）＝ｘｉ－１，Ｌｉ（ｘｎ）＝ｘｉ （１）
当０＜ｐｉ＜１，有：
｜Ｌｉ（ｕ１）－Ｌｉ（ｕ２）｜≤ｐｉ·｜ｕ１－ｕ２｜，ｕ１，ｕ２∈Ｉ
令 Ｆｉ是Ｋ→Ｒ的压缩线性映射，满足以下条件：

Ｆｉ（ｘ０，ｙ０）＝ｙｉ－１，Ｆｉ（ｘｎ，ｙｎ）＝ｙｉ （２）
当０＜ｑｉ＜１，有：
｜Ｆｉ（ｕ，ｖ１）－Ｆｉ（ｕ，ｖ２）｜≤ｑｉ·｜ｖ１－ｖ２｜，

ｕ∈Ｉ，ｖ１，ｖ２∈Ｒ
定义压缩仿射函数 Ｗｉ：Ｋ→Ｋ
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则｛Ｋ；Ｗｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ｝构成一个迭代函数系统，其吸
引子图形 ｆ（ｘ）连续地插值于（ｘｉ，ｙｉ）ｎｉ＝０．式（４）中，有４
个方程，５个未知量，ａｉ，ｃｉ，ｄｉ，ｅｉ和ｆｉ，一般选择 ｄｉ为自
由参数，称之为垂直比例因子，通常－１＜ｄｉ＜１．如何选
取最优的垂直比例因子 ｄｉ，使得尽可能的逼近原目标
函数或离散数据点，称为分形插值的逆问题．可通过几
何法或解析法、遗传算法、支持向量机函数拟合、粒子

群优化等方法来求 ｄｉ．

３ 分形图像修复算法

３．１ 算法步骤

首先采用不同大小的序列块对图像进行分形编码

及重构，然后进行分形局部迭代；之后对图像进行分形

插值图像放大，再抽样得到待修复区域的子图，对每个

子图进行分形插值，最后重采样恢复原图大小．具体步
骤如下：

Ｓｔｅｐ１ 对图像进行多尺度的分形编码及重构；

采用多尺度分形编码可考虑到图像中不同层次的

细节，利用大小不同的序列块来修复损坏像素的窗口，

运用多层次多分辨率的修复方法也取得了良好的效

果．将大小为 Ｎ×Ｎ的原始图像分割成序列块Ｒ，其大
小为 Ｂ×Ｂ，令 Ｂ分别取值为Ｎ／２、Ｎ／４、Ｎ／８、…，８、６、
４、２对图像分别进行分形编码，把每次编码重构后的信
息填补到图像残缺的地方．

Ｓｔｅｐ２ 进行分形局部迭代编码，强化待修复图像

的局部特征；

很多图像都不具备严格自相似，没有整体与局部

的相似，而是局部与局部之间具有自相似，这些局部的

ＩＦＳ称为局部迭代函数系统ＬＩＦＳ．另外，通常待修复像
素附近的区域最可能成为其搜索区域．

Ｓｔｅｐ３ 重复前两步，直到待修复区域像素值变化

率小于给定阀值λ（本文λ为００５）；
Ｓｔｅｐ４ 对图像进行分形插值图像放大；

为了提高图像修复的质量，需要高精度的图像特

征，为了突出主要的特征，先将图像放大再进行修复，

修复后再进行还原，本文利用分形方法来进行放大．
Ｓｔｅｐ５ 将放大图像的二维坐标像素点在行和列上

按照每隔 ｋ进行抽样，可得到 ｋ个待修复区域的子图．
然后对每个子图进行分形曲面插值，得到一个逼近图

像数据；

Ｓｔｅｐ６ 重采样恢复原图大小．
３．２ 多尺度分形编码

分数维作为分形的重要特征和度量，它可以作为

描述物体的一个稳定的特征量．分数维的定义很多，常
见的有相似性维数、Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数、信息维数、Ｌｙａｐｕｎｏｖ
维数、谱维数、计盒维数，通常实际应用中的分形维数

都是指计盒维数．通常实际应用中的分形维数都是指
计盒维数．设 Ｆ是Ｒｎ中的一个非空有界集合，Ｎε（Ｆ）是
直径最大为ε，可以覆盖 Ｆ的集的最少个数，则 Ｆ的计
盒维数为：

ＤＢ（Ｆ）＝ｌｉｍ
ε→０

ｌｏｇＮε（Ｆ）
－ｌｏｇ[ ]
ε

对于图像来说，计盒维数就是将图像划分为边长

为ε的网格，然后计算出覆盖图像中目标区域的网格

个数 Ｎε（Ｆ）．同样，基于形状覆盖的图像分形编码与及
计盒维数同有一定的联系．当ε为单个像素点尺度以
后，它就是一个二维的集合，不再具有分形的性质；同

样地，当序列块 Ｒ的大小为单个像素（Ｂ＝１）时，也无法
进行分形编码，所以 Ｂ最小取值为２．分形图像可以认
为是拓扑维数取非整数值的图像，通过对不同对象进

行分形维数计算，可以对这些对象进行分类，分形维数

非常接近的图像为同一种图像，维数差别越小，这两个

图像的接近程度越高．
定理１ 对于图像而言，分形维数与对数形式 ｌｏｇ

无关．
证明 对于图像来说，计盒维数可按下式计算

Ｄ（Ｆ）＝ｌｉｍ
ε→２

ｌｏｇＮε（Ｆ）
ｌｏｇＲ／[ ]

ε
＝
ｌｏｇＮε（Ｆ）
ｌｏｇＲ／ε

Ｄ（Ｆ）·ｌｏｇＲ
ε
＝ｌｏｇＮε（Ｆ），

ｌｏｇ（Ｒ
ε
）Ｄ（Ｆ）＝ｌｏｇＮε（Ｆ）

（
Ｒ
ε
）Ｄ（Ｆ）＝Ｎε（Ｆ） 证毕

推论１ 对于同一幅图像，当ε１＜ε２，则 Ｄε１（Ｆ）＜
Ｄε２（Ｆ）．

证明

ε１＜ε２
Ｒ
ε１
＞Ｒ
ε２
ｌｎ

Ｒ
ε１
＞ｌｎＲ
ε２
Ｄε１（Ｆ）＜Ｄε２（Ｆ）

证毕

推论２ 对于同一幅图像，当 Ｒ１＜Ｒ２，则 ＤＲ１（Ｆ）＞
ＤＲ２（Ｆ）．
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证明

Ｒ１＜Ｒ２
Ｒ１
ε
＜
Ｒ２
ε
ｌｎ

Ｒ１
ε
＜ｌｎ
Ｒ２
ε
ＤＲ１（Ｆ）＞ＤＲ２（Ｆ）

证毕

从推论１和推论２可知：ε越小，分形维数越精确，
同样地当序列块 Ｒ的大小越小，图像分形编码重构后
的质量也越好．分形维数具有从非线性角度表征图像
纹理的粗糙程度以及模式复杂性信息的特点．在分形
图像修复过程中，首先采用较大的序列块进行编码修

复，此时重构后的待修复区域有含有较多图像整体信

息，这样会考虑到图像整体结构，避免图像中纹理结构

的破裂；随着序列块尺寸不断的减小，从而进行更精细

的修复．
３．３ 局部迭代

通常一幅图像中相似子块出现在相邻的位置，这

样就会造成部分子块的不完全匹，因此采用局部迭代

来提高修复效果．
将与待修补区域 Ｇ相交的序列块Ｒｉ，所搜索主块

Ｄｉ同样要与Ｇ相交．对每个 Ｒｉ选择相应的Ｄｉ，求收缩
仿射变换 ｗｉ，ｗｉ（Ｄｉ）＝Ｒｉ，使得：

ｗｉ（Ｄｉ∩Ｇ）≈Ｒｉ∩Ｇ

即 ｈ（ｗｉ（Ｄｉ∩Ｇ），Ｒｉ∩Ｇ）尽可能小，∪
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉ（Ｄｉ∩Ｇ）≈

∪
Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ∩Ｇ＝Ｇ．
设（Ｘ，ｄ）为完备的度量空间，记Γ（Ｘ）为由 Ｘ的全

体非空紧子集组成的空间．设（Ｘ，ｄ）为完备的度量空
间，记 ｘ∈Ｘ，集合 Ｂ∈Γ（Ｘ），则记 ｄ（ｘ，Ｂ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｘ，
ｙ），ｙ∈Ｂ｝为点 ｘ到集合Ｂ的距离．设（Ｘ，ｄ）为完备的
度量空间，集合 Ａ，Ｂ∈Γ（Ｘ），则记 ｄ（Ａ，Ｂ）为集合 Ａ∈
Γ（Ｘ）到集合 Ｂ∈Γ（Ｘ）的距离．设（Ｘ，ｄ）为完备的度量
空间，则Γ（Ｘ）中两点 Ａ与Ｂ的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离定义为
ｈ（Ａ，Ｂ）＝ｄ（Ａ，Ｂ）∨ｄ（Ｂ，Ａ）．
定理２ 设ｔ：Γ（Ｄｔ）→Γ（Ｒｔ）为（Γ（Ａ），ｈ）上的压

缩映射，压缩因子为 ｓｔ，ｔ＝１，２，…，ｎ，令φ＝∪
ｎ

ｔ＝１φｔ
，则

是有压缩因子ｓ＝ｍａｘ｛φｎ｝的压缩映射．
证明 若 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ∈Γ（Ｘ），可得：

ｄ（Ａ∪Ｂ，Ｃ∪Ｄ）＝ｄ（Ａ，Ｃ∪Ｄ）∨（ｄ（Ｂ，Ｃ∪Ｄ）
＝（ｄ（Ａ，Ｃ）＋ｄ（Ｃ，Ｃ∪Ｄ））∨（ｄ（Ｂ，Ｄ）＋ｄ（Ｄ，Ｃ∪Ｄ））
＝ｄ（Ａ，Ｃ）∨ｄ（Ｂ，Ｄ）
同理有：

ｄ（Ｃ∪Ｄ，Ａ∪Ｂ）≤ｄ（Ｃ，Ａ）∨ｄ（Ｄ，Ｂ）
则：

ｈ（Ａ∪Ｂ，Ｃ∪Ｄ）＝ｄ（Ａ∪Ｂ，Ｃ∪Ｄ）∨ｄ（Ｃ∪Ｄ，Ａ∪Ｂ）

≤（ｄ（Ａ，Ｃ）∨ｄ（Ｂ，Ｄ））∨（ｄ（Ｃ，Ａ）∨ｄ（Ｄ，Ｂ））
＝（ｄ（Ａ，Ｃ）∨ｄ（Ｃ，Ａ））∨（ｄ（Ｂ，Ｄ）∨ｄ（Ｄ，Ｂ））
＝ｈ（Ａ，Ｃ）∨ｈ（Ｂ，Ｄ）

可证明当 ｎ＝２时定理成立，其它情况类似．
ｈ（φ（Ａ），φ（Ｂ））＝ｈ（φ１（Ａ）∪φ２（Ａ），φ１（Ｂ）∪φ２（Ｂ））

≤ｈ（１（Ａ），１（Ｂ））∨ｈ（２（Ａ），２（Ｂ））

≤ｓ１ｈ（Ａ，Ｂ）∨ｓ２ｈ（Ａ，Ｂ）≤ｓｈ（Ａ，Ｂ）
证毕

从定理２可知：由于是完备度量空间的压缩映
射，可迭代求出的吸引子，该吸引子可近似看作原来

的图像．当 Ｄｔ，Ｒｔ和ｔ给定后，存在唯一的 ｆ使得

∪
ｎ

ｔ＝１φｔ
（ｆ）＝ｆ．

４ 实验

为了检查分形编码图像修复算法的有效性，将本

文方法和 Ｏｌｉｖｅｉｒａ算法、ＴＶ算法、ＣＤＤ算法、ＰＤＥ算法、
ＲＢＦ算法进行了比较．评价修复质量的好坏主要有主观
和客观两种方法，主观方法是人视觉上的主观感受，客

观方法主要有峰值信噪比（ＰｅａｋＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏｓ，
ＰＳＮＲ）．图１为２５６×２５６大小的灰度图像．

从图２可看出当图像待修复区域较小的时，从视觉
上看本文方法同 ＴＶ算法几乎没有差异，都取得了较好
的修复效果．

下面对有较大破损区域图像图１（ｂ）进行修复．从
图３可清楚地看出分形图像修复的过程，对于较大孔洞
本文方法体现出了较明显的优势．

图４（ｂ）采用了分形局部迭代来增加图像细节信
息，图４（ａ）则没有．可看出经过分形局部迭代后图 ４
（ｂ）的待修复区域边沿部分含有了更多的局部信息，在
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一定程度上提高了修复质量．

当待修复区域较大时，我们可以在视觉上很容易

的看出其它方法的修复结果存在明显的不足，本文方

法取得了较好效果．各种算法修复前后 ＰＳＮＲ值的结果
分别为：２８５２（Ｏｕｒｓ）、２５３２（Ｏｌｉｖｅｉｒａ）、２５２３（ＴＶ）、２５５３
（ＣＤＤ）、２６４５（ＰＤＥ）、２５５３（ＲＢＦ），可以看出本文方法
其ＰＳＮＲ计算结果值明显大于其它算法的 ＰＳＮＲ值，即
本文方法的修复结果图更接近原始图，修复结果优于

其它算法．从实验可看出对于较多纹理的图像的修复，
因受到图像中含有的纹理的影响，传统方法修复的效

果并不是非常理想．
图６为不同受损率下本文方法同 ＴＶ算法、ＰＤＥ算

法、ＣＤＤ算法修复结果的比较，可以看出受损率越低，
修复后的ＰＳＮＲ值越高，当受损率越高时，分形图像修
复方法的 ＰＳＮＲ和其它方法对比更明显，修复效果更
好．

图像修复问题本质上是一个病态问题，通常需要

引入先验知识的约束，通过限制问题域范围将病态问

题转化成良性问题，进而运用变分手段求得最优解，这

正是传统算法采纳的方法．变分修复方法对于较小区

域修复具有较好的效果，能够恢复图像中的边缘结构，

但无法处理纹理细节，比较适合光滑图像．显然，选择
不同的约束将导致生成不同的重建结果．这种方法不
能很好处理重建过程中的不确定性信息，也就是说没

有一种先验约束能适用于所有的图像．分形方法可以
克服先验约束的缺点，为解决图像修复问题提供一条

新的途径．

５ 结论

本文运用分形对图像修补进行了研究，充分利用
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了图像的自相似性，是一种简单有效的图像修复方法．
实验结果显示了本文算法的有效性，本文提出的算法

很好地解决了已有算法对较大孔洞修复效果不佳的缺

点．另外，如何去除分形编码的块效应已有很多成熟的
算法，有很多文献对此进行了讨论，因此本文未再进行

论述，在实验结果中可看出存在一定的块效应．在本文
算法中只用到了分形技术来对图像进行处理（分形编

码、分形插值、分形放大）以达到修复图像的目的，在今

后的工作中将结合其它一些修复算法进行研究．
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