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摘 要： ＳｔｅｖｅｎＶｉｃｋｅｒｓ将拓扑的方法与逻辑理论的结果相结合于专著《ＴｏｐｏｌｏｇｙｖｉａＬｏｇｉｃ》中建立了拓扑系统，并
将这一理论应用于计算机理论的研究．本文借助于拓扑系统的思想和方法，以及 Ｆｒａｍｅ结构和 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数的共有性
质，以Ｈｅｙｔｉｎｇ代数为主体建立了一种新型的代数系统—Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，建立了Ｈｅｙｔｉｎｇ系统之间的恰当的联系方法—Ｈ
连续映射；给出了Ｈｅｙｔｉｎｇ系统的Ｈ空间化表示形式并对相关性质进行了讨论．本文的工作进一步丰富了 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数
的研究方法和拓扑系统的研究内容．
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１ 引言

１９８９年，ＳｔｅｖｅｎＶｉｃｋｅｒｓ在论著《ＴｏｐｏｌｏｇｙｖｉａＬｏｇｉｃ》中
结合数理逻辑的特点将序与拓扑结合为一体引进了一

种新型拓扑学研究对象拓扑系统［１］，使得拓扑学中有
点化学派研究领域（包括一般拓扑学［２］、模糊拓扑学［３］、

拓扑分子格理论［４］）的研究对象得以统一处理．Ｈｅｙｔｉｎｇ
代数是作为直觉主义命题逻辑的代数模型而引进

的［５～７］，同时与Ｆｕｚｚｙ蕴涵代数［８］，格蕴涵代数［９，１０］、ＭＶ
代数［７］等都有一定联系．文献［５，６］中指出，Ｈｅｙｔｉｎｇ代数
必为分配格．而文献［１］中证明了一个完备的 Ｈｅｙｔｉｎｇ代
数与Ｆｒａｍｅ结构的等价性．本文借助于拓扑系统［１］，半
拓扑系统［１１］的思想和方法，以及 Ｆｒａｍｅ结构和 Ｈｅｙｔｉｎｇ
代数的共有性质［１，５］，并结合数理逻辑理论的特点［７］，

以Ｈｅｙｔｉｎｇ代数为主体建立了一种新型的代数系统—

Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，讨论了拓扑系统与 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统的联系与
区别，建立了 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统之间的恰当的联系方法—Ｈ
连续映射，Ｈ同胚映射，给出了Ｈｅｙｔｉｎｇ系统的Ｈ空间化
表示形式并对相关性质进行了讨论，证明了以 Ｈｅｙｔｉｎｇ
系统为对象，以及 Ｈ连续映射为态射的体系符合范畴
要件［５］．本文的工作进一步丰富了 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数的研究
方法和拓扑系统的研究内容．

２ 预备知识

设（Ｌ，≤）是一偏序集，Ａ是Ｌ的子集，若ｘ∈Ｌ，
满足ａ∈Ａ，ａ≤ｘ，则称 ｘ是Ａ的上界．若 Ａ有最小上
界，则称之为 Ａ的上确界，记作∨Ａ．对偶的可定义 Ａ的
下界和下确界∧Ａ．若 Ｌ的每个有限子集（任意子集）都
有上、下确界，则称 Ｌ为格（完备格）．

空集的上、下确界分别是 Ｌ的最小元和最大元，分
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别记作０Ｌ，１Ｌ，在不引起混淆的情况下，通常记作０，１．
定义 １［１，５］ 设 Ｌ是格．如果ａ，ｂ，ｃ∈Ｌ，有ａ∧

（ｂ∨ｃ）＝（ａ∧ｂ）∨（ａ∧ｃ），则称 Ｌ为分配格．
定义２［５，７］ 设 Ｈ是有界格．若存在二元运算→：Ｈ

×Ｈ→Ｈ满足ａ，ｂ，ｃ∈Ｈ，ｃ∧ａ≤ｂｃ≤ａ∧ｂ，则称
Ｈ为 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数．这时 Ｈ也记作（Ｈ，→）．再若 Ｈ是完
备格，则称 Ｈ为完备的 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数．

定义 ３［１，５］ 设 Ｈ１，Ｈ２是 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数，ｆ：Ｈ１→Ｈ２
是映射，如果 ｆ保有限交，有限并和→运算，则称映射
ｆ：Ｈ１→Ｈ２为Ｈｅｙｔｉｎｇ代数同态．
命题１［５，６］ 设 Ｈ是格，→：Ｈ×Ｈ→Ｈ是Ｈ上的二

元运算，则（Ｈ，→）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数当且仅当ａ，ｂ，ｃ∈
Ｈ，
（ⅰ）ａ→ａ＝１；（ⅱ）ａ∧（ａ→ｂ）＝ａ∧ｂ；（ⅲ）ｂ∧

（ａ→ｂ）＝ｂ；（ⅳ）ａ→（ｂ∧ｃ）＝（ａ→ｂ）∧（ａ→ｃ）．
命题２［５，６］ 设 Ｌ是有限格，则 Ｌ是Ｈｅｙｔｉｎｇ代数当

且仅当 Ｌ为分配格．
定义４［１，５］ 设 Ａ是完备格，如果对任意 ａ∈Ａ以

及 ｂ{ }ｉ ｉ∈ＩＡ，ａ∧（∨ｉｂｉ）＝∨ｉ（ａ∧ｂｉ），则称 Ａ是
Ｆｒａｍｅ．

命题３［１，５］ 设 Ａ是格．Ａ是 Ｆｒａｍｅ当且仅当 Ａ是
完备的Ｈｅｙｔｉｎｇ代数．

定义５［１］ 设 Ａ是 Ｆｒａｍｅ，Ｘ是集合， Ｘ×Ａ．
若（ｘ，ａ）∈ ，则称 ｘ满足ａ，记作 ｘ ａ．

若 满足：

（Ｔ１）对 Ａ的任意有限子集Ｓ，ｘ∈Ｘ，ｘ ∧Ｓ

ａ∈Ｓ，ｘ ａ．
（Ｔ２）对 Ａ的任意子集Ｓ，ｘ∈Ｘ，ｘ ∨Ｓａ

∈Ｓ，使得 ｘ ａ．
则称（Ｘ，Ａ， ）为一个拓扑系统．

３ Ｈｅｙｔｉｎｇ系统和Ｈ连续映射

定义６ 设 Ｈ是Ｈｅｙｔｉｎｇ代数，Ｘ是集合， Ｘ×
Ｈ．若（ｘ，ａ）∈ ，则称 ｘ满足ａ，记作 ｘ ａ．
若 满足：

（Ｈ１）对 Ｈ的任意有限子集Ａ，ｘ∈Ｘ，ｘ ∧Ａ
ａ∈Ａ，ｘ ａ．

（Ｈ２）对 Ｈ的任意有限子集Ａ，ｘ∈Ｘ，ｘ ∨Ａ
ａ∈Ａ，使得 ｘ ａ．

（Ｈ３）ａ，ｂ∈Ｈ，ｘ∈Ｘ，ｘ ａ→ｂｃ∈Ｈ，
满足：

（１）ｘ ｃ，（２）ｙ∈Ｘ，ｙ ａ∧ｃｙ ｂ．
则称（Ｘ，Ｈ， ）为一个Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．
本文用大写英文字母 Ｄ，Ｅ…表示一个 Ｈｅｙｔｉｎｇ系

统．若 Ｄ＝（Ｘ，Ｈ， ）是一个Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，用ｐｔＤ表示

点部 Ｘ，ΩＤ表示Ｈｅｙｔｉｎｇ代数 Ｈ，有时用 Ｄ替代 以

示区分不同 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统中的关系部分．这样，Ｄ＝
（ｐｔＤ，ΩＤ， Ｄ）．

例１ 设（Ｘ，ΩＸ）是一拓扑空间，Ｕ，Ｖ∈ΩＸ，定
义 Ｕ→Ｖ＝∪｛Ｗ∈ΩＸ：Ｕ∩ＷＶ｝，再令 ＝｛（ｘ，Ｕ）

∈Ｘ×ΩＸ｜ｘ∈Ｕ｝．则（ΩＸ，→）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数，且（Ｘ，
（ΩＸ，→）， ）是Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．

证明 Ｘ上的拓扑ΩＸ是有界分配格，且满足第一
无限分配律：Ａ∩（∪Ｕ）＝∪｛Ａ∩Ｕ｜Ｕ∈Ｕ｝（Ａ∈ΩＸ，
ＵＰ（ΩＸ））．从而（ΩＸ，→）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数［１］．下面按
照定义６验证（Ｘ，（ΩＸ，→）， ）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．

由于 ｘ Ｕ当且仅当ｘ∈Ｕ，因此 Ｈ１，Ｈ２成立；
设 ｘ∈Ｘ，Ｕ，Ｖ∈ΩＸ．若 ｘ∈Ｕ→Ｖ．令 Ｃ＝Ｕ→Ｖ，

则

（１）ｘ∈Ｃ；
（２）ｙ∈Ｘ，设 ｙ∈Ｃ∩Ｕ，则 ｙ∈Ｕ∩（Ｕ→Ｖ）＝Ｕ

∩（∪｛Ｗ∈ΩＸ｜Ｕ∩ＷＶ｝）＝∪｛Ｕ∩Ｗ∈ΩＸ｜Ｕ∩Ｗ
Ｖ｝，即 ｙ∈Ｖ．

若存在 Ｃ∈ΩＸ满足：（１）ｘ∈Ｃ，（２）ｙ∈Ｘ，若 ｙ
∈Ｕ∩Ｃ，则 ｙ∈Ｖ．由（２）知 Ｕ∩ＣＶ，故 Ｃ∪｛Ｗ∈
ΩＸ｜Ｕ∩ＷＶ｝＝Ｕ→Ｖ，则由（１）知 ｘ∈Ｕ→Ｖ．

因此，Ｈ３成立．从而（Ｘ，（ΩＸ，→）， ）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ
系统．

命题４ 若ΩＤ为有限 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数，则 Ｈｅｙｔｉｎｇ系
统（ｐｔＤ，ΩＤ， Ｄ）是拓扑系统．

证明 因为有限的Ｈｅｙｔｉｎｇ代数必是完备的Ｈｅｙｔｉｎｇ
代数，由命题３，定义５，定义６即得．

注 拓扑系统不必是 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，因
为拓扑系统不必满足（Ｈ３）．

例如，构造拓扑系统如下：

（１）ｐｔＤ＝｛ｘ，ｙ｝；
（２）ΩＤ如图１．
验证ΩＤ是有限分配格，从而ΩＤ是

Ｆｒａｍｅ结构［１］．
（３） ＝｛（ｘ，ｄ），（ｘ，１），（ｙ，ｆ），（ｙ，ａ），（ｙ，ｂ），

（ｙ，ｄ），（ｙ，ｅ），（ｙ，１）｝．
可验证（ｐｔＤ，ΩＤ， ）为拓扑系统．
此时，ａ→ｂ＝∨｛ｔ∈ΩＤ：ａ∧ｔ≤ｂ｝＝∨｛ｅ，ｂ，ｃ，

ｇ，ｆ，０｝＝ｅ［５，７］．则（ΩＤ，→）是Ｈｅｙｔｉｎｇ代数［５，６］．
由给定条件知：ｘ ａ→ｂ，但 ｘ ｄ，且 ｙ ａ

∧ｄ，同时，ｙ ｂ．
这就是说，存在 ｔ∈ΩＤ，ｘ ｔ且ｚ∈ｐｔＤ，ｚ

ａ∧ｔｚ ｂ，但 ｘ ａ→ｂ．所以，（ｐｔＤ，ΩＤ， ）不

是Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．
命题５ 设 Ｄ是Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，１，０表示ΩＤ的最大

元与最小元，ａ，ｂ∈ΩＤ，则ｘ∈Ｘ，
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（１）ｘ １；
（２）ｘ ０；
（３）若 ｘ ａ，且 ａ≤ｂ，则 ｘ ｂ；
（４）若 ｘ ｂ，则 ｘ ａ→ｂ；
（５）ｘ ａ∧ｂ当且仅当ｘ ａ且ｘ ａ→ｂ；
（６）ｘ ａ，ｘ ａ→ｂ，则 ｘ ｂ．
证明 由定义６结合命题１可证，略．
定义７ 设 Ｄ，Ｅ是Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，从Ｈｅｙｔｉｎｇ系统 Ｄ

到Ｈｅｙｔｉｎｇ系统 Ｅ的 Ｈ映射 ｆ是指一个映射对（ｐｔｆ，

Ωｆ）满足：
（１）ｐｔｆ：ｐｔＤ→ｐｔＥ是映射；
（２）Ωｆ：ΩＥ→ΩＤ是Ｈｅｙｔｉｎｇ代数同态．
从Ｈｅｙｔｉｎｇ系统 Ｄ到Ｈｅｙｔｉｎｇ系统 Ｅ的Ｈ映射 ｆ记

作ｆ：Ｄ→Ｅ．
（３）再若 Ｈ映射 ｆ：Ｄ→Ｅ满足ｘ∈ｐｔＤ，ａ∈

ΩＥ，ｘ ＤΩｆ（ａ）当且仅当ｐｔｆ（ｘ） Ｅａ，则称 ｆ是Ｄ到
Ｅ的Ｈ连续映射．
定义８ 设 Ｄ是 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．Ｈ单位映射 ＩｄＤ：Ｄ

→Ｄ定义为：ｐｔＩｄＤ＝ＩｄｐｔＤ：ｐｔＤ→ｐｔＤ；ΩＩｄＤ＝ＩｄΩＤ：ΩＤ
→ΩＤ．

定义９ 设 Ｄ，Ｅ，Ｆ是 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，ｆ：Ｄ→Ｅ，ｇ：Ｅ

→Ｆ是 Ｈ映射．ｆ与ｇ的复合ｇｆ：Ｄ→Ｆ定义为：
ｐｔ（ｇｆ）＝ｐｔｇｐｔｆ：ｐｔＤ→ｐｔＦ；

Ω（ｇｆ）＝ΩｆΩｇ：ΩＦ→ΩＤ．
由于映射的复合为映射，代数同态的复合为代数

同态，因此定义９是合理的．
定理１ 设 Ｄ，Ｅ，Ｆ是Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．
（１）Ｈ单位映射 ＩｄＤ：Ｄ→Ｄ是Ｈ连续映射．
（２）若 ｆ：Ｄ→Ｅ，ｇ：Ｅ→Ｆ是Ｈ连续映射，则 ｇｆ：Ｄ

→Ｆ为 Ｈ连续映射．
证明

（１）ｘ∈ｐｔＤ，ａ∈ΩＤ，ｘ ＤΩＩｄＤ（ａ）当且仅当 ｘ

ＤＩｄΩＤ（ａ）当且仅当 ｘ Ｄａ当且仅当ＩｄｐｔＤ（ｘ） Ｄａ
当且仅当 ｐｔＩｄＤ（ｘ） Ｄａ．

根据定义７知 ＩｄＤ：Ｄ→Ｄ是Ｈ连续映射．
（２）ｘ∈ｐｔＤ，ａ∈ΩＦ，ｘ ＤΩ（ｇｆ）（ａ）当且仅

当 ｘ ＤΩｆΩｇ（ａ）当且仅当 ｘ ＤΩｆ（Ωｇ（ａ））当且
仅当ｐｔｆ（ｘ） ＥΩｇ（ａ）当且仅当ｐｔｇ（ｐｔｆ（ｘ）） Ｆａ当
且仅当 ｐｔｇｐｔｆ（ｘ） Ｆａ当且仅当ｐｔ（ｇｆ）（ｘ） Ｆａ．

根据定义７知 ｇｆ：Ｄ→Ｆ是Ｈ连续映射．
注 由于Ｈ连续映射的复合仍是 Ｈ连续映射，复

合满足结合律，并且对于 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统 Ｄ，Ｈ单位映射
ＩｄＤ即是恒同态射，因此以 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统为对象，以 Ｈ连
续映射为态射的体系构成范畴［５］．

４ Ｈｅｙｔｉｎｇ系统的Ｈ空间化

定义 １０ 设 Ｄ＝（ｐｔＤ，ΩＤ， ）为 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，
ａ，ｂ∈ΩＤ，定义：ｅｘ（ａ）＝｛ｘ∈ｐｔＤ｜ｘ｜＝ａ｝，ｅｘ（ΩＤ）
＝｛ｅｘ（ａ）｜ａ∈ΩＤ｝，ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ）＝ｅｘ（ａ→ｂ）．并称 ｅｘ
（ａ）为 ａ的范围．

引理１ 设 Ｄ＝（ｐｔＤ，ΩＤ， ）为 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，则
（ｅｘ（ΩＤ），）是有界分配格，且

ｅｘ（ａ）∧ｅｘ（ｂ）＝ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｂ）＝ｅｘ（ａ∧ｂ），
ｅｘ（ａ）∨ｅｘ（ｂ）＝ｅｘ（ａ）∪ｅｘ（ｂ）＝ｅｘ（ａ∨ｂ）．
证明

（１）设 ａ，ｂ∈ΩＤ，ｘ∈ｐｔＤ，由定义 ６，定义 １０得：ｘ
∈ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｂ）当且仅当 ｘ∈ｅｘ（ａ）且 ｘ∈ｅｘ（ｂ）
当且仅当 ｘ ａ，且 ｘ ｂ当且仅当ｘ ａ∧ｂ当且
仅当ｘ∈ｅｘ（ａ∧ｂ）．因此，ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｂ）＝ｅｘ（ａ∧ｂ），从
而ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｂ）∈ｅｘ（ΩＤ）．

（２）设 ａ，ｂ∈ΩＤ，类似（１）可证 ｅｘ（ａ）∪ｅｘ（ｂ）＝ｅｘ
（ａ∨ｂ），从 ｅｘ（ａ）∪ｅｘ（ｂ）∈ｅｘ（ΩＤ）．由（１），（２）知（ｅｘ
（ΩＤ），）对运算∩，∪封闭，从而（ｅｘ（ΩＤ），∩，∪）是
格，又ｅｘ（ΩＤ）Ｐ（ｐｔＤ），进而（ｅｘ（ΩＤ），∩，∪）是分配
格．

（３）由于０ΩＤ，１ΩＤ分别是ΩＤ中的最小元，最大元，因
此由（１），（２）知ｅｘ（０ΩＤ），ｅｘ（１ΩＤ）分别是ｅｘ（ΩＤ）中的最小
元０ｅｘ（ΩＤ），最大元 １ｅｘ（ΩＤ），进而 ０ｅｘ（ΩＤ）＝ｅｘ（０ΩＤ）＝ ，

１ｅｘ（ΩＤ）＝ｅｘ（１ΩＤ）＝ｐｔＤ．
因此（ｅｘ（ΩＤ），∩，∪）是以Φ，ｐｔＤ分别为最小元，

最大元的有界分配格．
定理２ 设 Ｄ＝（ｐｔＤ，ΩＤ， Ｄ）为 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，则

（ｅｘ（ΩＤ），→）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数．再令 ＝｛（ｘ，ｅｘ（ａ））∈
ｐｔＤ×ｅｘ（ΩＤ）｜ｘ∈ｅｘ（ａ）｝．则（ｐｔＤ，（ｅｘ（ΩＤ），→）， ）

构成 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．
证明

（Ⅰ）先验证（ｅｘ（ΩＤ），→）是一个 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数．由
引理１知（ｅｘ（ΩＤ），∩，∪）是有界分配格．

（ⅰ）若 ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ）ｅｘ（ｂ），
设 ｘ∈ｅｘ（ｃ）．则
（１）ｘ Ｄｃ；
（２）设ｙ∈ｐｔＤ，ｙ Ｄａ∧ｃ，即 ｙ∈ｅｘ（ａ∧ｃ）＝ｅｘ

（ａ）∩ｅｘ（ｃ），由ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ）ｅｘ（ｂ）知：ｙ∈ｅｘ（ｂ），即
ｙ Ｄｂ．则由定义６得 ｘＤａ→ｂ，从而由定义１０知 ｘ∈ｅｘ
（ａ）→ｅｘ（ｂ）．所以ｅｘ（ｃ）ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ）．

（ⅱ）若 ｅｘ（ｃ）ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ），设 ｘ∈ｅｘ（ａ）∩ｅｘ
（ｃ），则 ｘ∈ｅｘ（ａ），ｘ∈ｅｘ（ｃ）．由 ｅｘ（ｃ）ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ）
得：ｘ∈ｅｘ（ａ→ｂ），即 ｘ Ｄａ→ｂ；再由 ｘ∈ｅｘ（ａ）知：ｘ

Ｄａ，故 ｘ Ｄａ∧（ａ→ｂ），从而 ｘ Ｄｂ，即 ｘ∈ｅｘ
（ｂ）．所以，ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ）ｅｘ（ｂ）．
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综上，（ｅｘ（ΩＤ），→）是一个Ｈｅｙｔｉｎｇ代数．
（Ⅱ）再验证（ｐｔＤ，（ｅｘ（ΩＤ），→）， ）构成 Ｈｅｙｔｉｎｇ

系统．
（１）设 Ａ是 ｅｘ（ΩＤ）的任一有限子集族，ｘ∈ｐｔＤ，

则由集族交集的定义知：ｘ ∩Ａ ｘ∈∩Ａｅｘ
（ａ）∈Ａ，ｘ∈ｅｘ（ａ）ｅｘ（ａ）∈Ａ，ｘ ｅｘ（ａ）；

（２）设 Ａ是 ｅｘ（ΩＤ）的任一有限子集族，ｘ∈ｐｔＤ，
则由集族并集的定义知：ｘ ∪Ａ ｘ∈∪Ａｅｘ
（ａ）∈Ａ，ｘ∈ｅｘ（ａ）ｅｘ（ａ）∈Ａ，ｘ ｅｘ（ａ）；

（３）ｅｘ（ａ），ｅｘ（ｂ）∈ｅｘ（ΩＤ），ｘ∈ｐｔＤ，需证：ｘ
ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ）当且仅当ｅｘ（ｃ）∈ｅｘ（ΩＤ），满足：

①ｘ ｅｘ（ｃ），②ｙ∈ｐｔＤ，ｙ ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ）
ｙ ｅｘ（ｂ）．
“”：设 ｘ ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ），即 ｘ∈ｅｘ（ａ）→ｅｘ

（ｂ），取ｅｘ（ｃ）＝ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ）．则
（ⅰ）ｘ ｅｘ（ｃ）；
（ⅱ）ｙ∈ｐｔＤ，若 ｙ ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ），即 ｙ∈ｅｘ

（ａ）∩ｅｘ（ｃ），即 ｙ∈ｅｘ（ａ），ｙ∈ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ），由定义１０
得：ｙ Ｄａ，ｙ Ｄａ→ｂ，则由命题５（６）得 ｙ Ｄｂ，即
ｙ∈ｅｘ（ｂ），即 ｙ ｅｘ（ｂ）．
“”：若存在ｅｘ（ｃ）∈ｅｘ（ΩＤ），满足：

①ｘ ｅｘ（ｃ）；②ｙ∈ｐｔＤ，ｙ ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ）
ｙ ｅｘ（ｂ）．
即满足：ｘ∈ｅｘ（ｃ）且ｙ∈ｐｔＤ，ｙ∈ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ）

ｙ∈ｅｘ（ｂ）．由于 ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｃ）＝ｅｘ（ａ∧ｃ），即存在
ｃ∈ΩＤ，满足 ｘ Ｄｃ且ｙ∈ｐｔＤ，ｙ Ｄａ∧ ｃ ｙ

Ｄｂ，则 ｘ Ｄａ→ｂ，即 ｘ∈ｅｘ（ａ）→ｅｘ（ｂ），即 ｘ ｅｘ
（ａ）→ｅｘ（ｂ）．

综上，（ｐｔＤ，（ｅｘ（ΩＤ），→）， ）构成Ｈｅｙｔｉｎｇ系统．
定义１１ 设 Ｄ＝（ｐｔＤ，ΩＤ， Ｄ）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，

称（ｐｔＤ，（ｅｘ（ΩＤ），→）， ）为Ｈｅｙｔｉｎｇ系统 Ｄ的Ｈ空间
化，记作ＨＳｐａｔ（Ｄ）．其中 ＝｛（ｘ，ｅｘ（ａ））∈ｐｔＤ×ｅｘ
（ΩＤ）｜ｘ∈ｅｘ（ａ）｝．

定理３ 设 Ｄ＝（ｐｔＤ，ΩＤ， Ｄ）是Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，则
存在一个自然的Ｈ映射 ｅ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→Ｄ，定义为：ｐｔｅ：
ｐｔＤ→ｐｔＤ，ｐｔｅ（ｘ）＝ｘ；Ωｅ：ΩＤ→ｅｘ（ΩＤ），Ωｅ（ａ）＝ｅｘ
（ａ）．且 Ｈ映射 ｅ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→Ｄ是Ｈ连续映射．（必要
时，将 ｅ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→Ｄ记作ｅＤ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→Ｄ．）

证明

（１）ｐｔｅ：ｐｔＤ→ｐｔＤ，ｐｔｅ（ｘ）＝ｘ是映射；
（２）Ωｅ（ａ∧ｂ）＝ｅｘ（ａ∧ｂ）＝ｅｘ（ａ）∩ｅｘ（ｂ）＝Ωｅ（ａ）∩
Ωｅ（ｂ）．Ωｅ（ａ∨ｂ）＝ｅｘ（ａ∨ｂ）＝ｅｘ（ａ）∪ｅｘ（ｂ）＝Ωｅ
（ａ）∪Ωｅ（ｂ）．Ωｅ（ａ→ｂ）＝ｅｘ（ａ→ｂ）＝ｅｘ（ａ）→ｅｘ
（ｂ）＝Ωｅ（ａ）→Ωｅ（ｂ）．
因此，Ωｅ：ΩＤ→ｅｘ（ΩＤ）：Ωｅ（ａ）＝ｅｘ（ａ）是 Ｈｅｙｔｉｎｇ

代数同态；

（３）ｘ Ωｅ（ａ）ｘ∈ｅｘ（ａ）ｘ Ｄａｐｔｅ（ｘ）

Ｄａ．
因此，ｅ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→Ｄ是 Ｈ映射，而且是 Ｈ连续

映射．
定理４ 设 Ｄ，Ｅ是 Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，ｆ：Ｄ→Ｅ为 Ｈ映

射，则

（１）存在唯一的 Ｈ映射ｆ：Ｅ→Ｈ
Ｓｐａｔ（Ｄ），使得 ｆ＝ｅｆ（图２）；

（２）如果 ｆ：Ｄ→Ｅ为 Ｈ连续映射，
则ｆ：Ｅ→ＨＳｐａｔ（Ｄ）是Ｈ连续映射．

证明

（１）定义ｆ：Ｅ→ＨＳｐａｔ（Ｄ）如下：ｐｔｆ：ｐｔＥ→ｐｔＨＳｐａｔ
（Ｄ），ｙ∈ｐｔＥ，ｐｔｆ（ｙ）＝ｐｔｆ（ｙ）；Ωｆ：Ω（ＨＳｐａｔ（Ｄ））→
ΩＥ，ｅｘ（ａ）∈Ω（ＨＳｐａｔ（Ｄ）），Ωｆ（ｅｘ（ａ））＝Ωｆ（ａ）．

（Ⅰ）ｆ是Ｈ映射：
首先，由于 ｐｔ（ＨＳｐａｔ（Ｄ））＝ｐｔＤ，ｐｔｆ＝ｐｔｆ：ｐｔＥ→ｐｔ

（ＨＳｐａｔ（Ｄ））是合理的；
其次，Ωｆ为Ｈｅｙｔｉｎｇ代数同态．
事实上，ａ，ｂ∈ΩＤ，注意Ωｆ：ΩＤ→ΩＥ是 Ｈｅｙｔｉｎｇ

代数同态，Ωｆ（ｅｘ（ａ）∧ｅｘ（ｂ））＝Ωｆ（ｅｘ（ａ∧ｂ））＝Ωｆ
（ａ∧ｂ）＝Ωｆ（ａ）∧Ωｆ（ｂ）＝Ωｆ（ｅｘ（ａ））∧Ωｆ（ｅｘ（ｂ））；

Ωｆ（ｅｘ（ａ）∨ｅｘ（ｂ））＝Ωｆ（ｅｘ（ａ∨ｂ））＝Ωｆ（ａ∨ｂ）＝Ωｆ
（ａ）∨Ωｆ（ｂ）＝Ωｆ（ｅｘ（ａ））∨Ωｆ（ｅｘ（ｂ））；Ωｆ（ｅｘ（ａ）→
ｅｘ（ｂ））＝Ωｆ（ｅｘ（ａ→ｂ））＝Ωｆ（ａ→ｂ）＝Ωｆ（ａ）→Ωｆ（ｂ）
＝Ωｆ（ｅｘ（ａ））→Ωｆ（ｅｘ（ｂ））．
因此，ｆ是Ｈ映射．
（Ⅱ）Ｈ映射ｆ：Ｅ→ＨＳｐａｔ（Ｄ）满足 ｆ＝ｅｆ，且是唯

一的．
事实上，由于 ｐｔｆ＝ｐｔｅｐｔｆ＝ｐｔ（ｅｆ）；Ωｆ＝Ωｆｅｘ

＝ΩｆΩｅ＝Ω（ｅｆ）．
因此，ｆ＝ｅｆ．
再设存在Ｈ映射 ｆ′：Ｅ→ＨＳｐａｔＤ，使得 ｆ＝ｅｆ′，则

ｅｘ（ａ）∈Ω（ＨＳｐａｔ（Ｄ）），Ωｆ（ｅｘ（ａ））＝Ωｆ（ａ）＝Ω（ｅ
ｆ′）（ａ）＝（Ωｆ′Ωｅ）（ａ）＝Ωｆ′（Ωｅ（ａ））＝Ωｆ′（ｅｘ（ａ））．
因此，Ωｆ＝Ωｆ′．
又 ｐｔｆ＝ｐｔｆ＝ｐｔ（ｅｆ′）＝ｐｔｅｐｔｆ′＝ｐｔｆ′．
因此，ｆ′＝ｆ．唯一性得证．
（Ⅲ）再取 ｘ∈ｐｔＥ，ｅｘ（ａ）∈ｅｘ（ΩＤ），由于 ｆ：Ｅ→Ｄ

为 Ｈ连续映射，则
ｘ ＥΩｆ（ｅｘ（ａ））ｘ ＥΩｆ（ａ）ｐｔｆ（ｘ） Ｄａ

（ｐｔｅｐｔｆ）（ｘ） Ｄａｐｔｆ（ｘ） ＨＳｐａｔ（Ｄ）Ωｅ（ａ）ｐｔｆ（ｘ）

ＨＳｐａｔ（Ｄ）ｅｘ（ａ）．
因此，ｆ是Ｈ连续映射．
定理 ５ 设 Ｄ＝（ｐｔＤ，ΩＤ， Ｄ），Ｅ＝（ｐｔＥ，ΩＥ，
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Ｅ）是Ｈｅｙｔｉｎｇ系统，ＨＳｐａｔ（Ｄ）＝（ｐｔＤ，（ｅｘ（ΩＤ），→），

ＨＳｐａｔ（Ｄ）），ＨＳｐａｔ（Ｅ）＝（ｐｔＥ，（ｅｘ（ΩＥ），→），

ＨＳｐａｔ（Ｅ））分别是它们的Ｈ空间化，ｆ：Ｄ→Ｅ是Ｈ映
射，则

（１）存在唯一 Ｈ映射 ｆ：
ＨＳｐａｔ（Ｄ）→ＨＳｐａｔ（Ｅ）满足 ｆ
ｅＤ＝ｅＥｆ，即使得图 ３可交
换；

（２）若 ｆ：Ｄ→Ｅ是 Ｈ连续
映射，则 ｆ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→ＨＳｐａｔ（Ｅ）是Ｈ连续映射．

证明

（１）定义 ｆ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→ＨＳｐａｔ（Ｅ）如下：
ｐｔｆ：ｐｔ（ＨＳｐａｔ（Ｄ））→ｐｔ（ＨＳｐａｔ（Ｅ）），ｐｔｆ ＝ｐｔｆ，

Ωｆ：ｅｘ（ΩＥ）→ｅｘ（ΩＤ），ｂ∈ΩＥ，Ωｆ（ｅｘ（ｂ））＝ΩｅＤ
（Ωｆ（ｂ））．

（ⅰ）由定理３以及Ωｆ为同态知Ωｆ为代数同态，
因此，ｆ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→ＨＳｐａｔ（Ｅ）是Ｈ映射；

（ⅱ）由定理 ３知：ｂ∈ΩＥ，ｐｔ（ｅＥｆ）＝ｐｔｅＥ
ｐｔｆ＝ｐｔｆ＝ｐｔｆ＝ｐｔｆｐｔｅＤ＝ｐｔ（ｆｅＤ）；Ω（ｅＥｆ）（ｂ）
＝（ΩｆΩｅＥ）（ｂ）＝Ωｆ（ｅｘ（ｂ））＝ΩｅＤ（Ωｆ（ｂ））＝
（ΩｅＤΩｆ）（ｂ）＝Ω（ｆｅＤ）（ｂ）．

即ｐｔ（ｅＥｆ）＝ｐｔ（ｆｅＤ）；Ω（ｅＥｆ）＝Ω（ｆｅＤ）．
因此，ｅＥｆ＝ｆｅＤ．
（ⅲ）现设 Ｈ映射 ｆ′：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→ＨＳｐａｔ（Ｅ）满足

ｆｅＤ＝ｅＥｆ′，则有 ｅＥｆ＝ｆｅＤ＝ｅＥｆ′．
因此，由（ⅱ）的证明过程得：

ｐｔｆ＝ｐｔｅＥｐｔｆ＝ｐｔ（ｅＥｆ）＝ｐｔ（ｆｅＤ）＝ｐｔ（ｅＥ
ｆ′）＝ｐｔｅＥｐｔｆ′＝ｐｔｆ′．ΩｆΩｅＥ＝Ω（ｅＥｆ）＝Ω（ｆｅＤ）
＝Ω（ｅＥｆ′）＝Ωｆ′ΩｅＥ．
因此，ｆ′＝ｆ．即唯一性成立．
（２）若 ｆ：Ｄ→Ｅ是 Ｈ连续映射，则ｘ∈ｐｔＤ，ｂ∈

ΩＥ，ｘ Ｄｆ（ｂ）当且仅当ｐｔｆ（ｘ） Ｅｂ．
因此，ｘ∈ｐｔ（ＨＳｐａｔ（Ｄ）），ｂ∈ΩＥ，ｘ ＨＳｐａｔ（Ｄ）

Ωｆ（ｅｘ（ｂ））当且仅当 ｘ ＨＳｐａｔ（Ｄ）ΩｅＤ（Ωｆ（ｂ））当且仅
当ｐｔｅＤ（ｘ） ＤΩｆ（ｂ）当且仅当 ｘ ＤΩｆ（ｂ）当且仅当
ｐｔｆ（ｘ） Ｅｂ当且仅当 ｐｔｅＥ（ｐｔｆ（ｘ）） Ｅｂ当且仅当 ｐｔｆ
（ｘ） ＨＳｐａｔ（Ｅ）ΩｅＥ（ｂ）当且仅当ｐｔｆ（ｘ） ＨＳｐａｔ（Ｅ）ｂ．

因此，ｆ：ＨＳｐａｔ（Ｄ）→ＨＳｐａｔ（Ｅ）是Ｈ连续映射．
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