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摘 要: 本文研究了两通道正则正交的主分量滤波器组设计. 给出了正则乘积滤波器的参数表示,设计转化成

标准的LSIP问题并且提出了一种适合于单参数和双参数可行解迭代算法.
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Abstract: This paper studies the design of two channel regular orthogonal principal component filter banks. A type of the para

metric representation of the regular product filters is proposed, by which the optimal problem is transferred into a standard LSIP. And

an efficient feasible solution iteration algorithm is given for the single and double parameter cases.
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1 引言

近年来,信号自适应滤波器组的设计受到越来越多的关

注[1~ 7] , 如主分量滤波器组、最优能量紧滤波器等. 这类滤波

器匹配于输入信号统计特性或功率谱密度, 可以获得最大的

子带编码增益( SBCG ) . 无阶数限制时, 这一问题已经得到成

功的解决, 最优解是块状滤波器组, 具有子带完全解相关特

性[1] .最优双正交滤波器组的设计也获得了一些进展[5, 7] . 对

于正交FIR滤波器,关键是最优紧滤波器的设计[ 1~ 4] , 在两通

道情况下,主分量滤波器组等效于最优紧滤波器[ 2, 4] .

另外,滤波器的重要性能指标之一    正则阶, 一方面反

映了随尺度增加光滑信号细节分解系数的衰减快慢, 另一方

面与恢复信号的光滑性密切相关.这在图像处理、数据压缩中

是值得考虑的重要因素.以往的设计中, 很少考虑到滤波器的

正则阶.本文研究具有正则阶约束的两通道主分量正交滤波

器组的设计问题.

2 基本概念和方法
一个两通道正交QMF 滤波器组如图 1所示, 图中 Q 表示

量化器,输入 x ( n)是广义平稳随机序列, 相关函数为 { rn } .用

均方误差作为度量准则, 在高比特率量化和最优比特分配假

定下,该子带编码器相对于直接 PCM 量化的编码增益为[ 4]
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1 表示 x , x 0, x 1 的方差. Gcomp称作滤波器H 的紧增

益,达到最大紧增益的称为最优能量紧滤波器. 按照正交性
2
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1= 2 2

x, 从而 0 Gcomp 2. 显然, 当 H 的紧增益最大或

最小时, 子带编码增益最大.

图 1 两通道正交 QMF 子带编码滤波器组的结构

设 h( n)是一个实 FIR滤波器, H ( z )和 H ( )表示它的

Z 变换和频率响应,按照信号处理的习惯, 当 z= e- j 时, Z 变

换等于频率响应. 一个滤波器被称作 M 阶正则的,如果 H ( z )

= (
1+ z

2
) MQ( z ) . 这等价于 =  是 H( )的 M 阶零点且相应

的高通滤波器具有 M 阶消失矩. 滤波器 h( n) 的乘积滤波

器[ 2] g( n)定义为它的自相关序列, 满足 G( z ) = H ( z )H ( z - 1)

或 G( ) = H ( )  H ( ) . 一个滤波器 g ( n )称作一个插值滤波

器, 如果满足 g 2n= !( n) ,等价于 G( ) + G( +  ) = 1.

无正则阶约束时, 利用乘积滤波器, Moulin 等[ 4]提出了最

优紧滤波器的 LSIP( Linear Semi Infinite Programming)设计方法.

maximize ∀ ( g ) = r0+ 2 ∀
N

n= 1

g 2n- 1 r2n- 1

subject to G( e j ) = 1+ 2 ∀
N

n= 1

g2n- 1cos( ( 2n- 1) ) ! 0, ∀ # [ 0, ] (2)
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式( 2)中的非负性约束保证了得到的插值滤波器 g( n)生成一

个正交的实滤波器,在相差一个相位因子的意义下是唯一的

并且可以通过因子分解方法得到[ 4] . LSIP 问题可以求得全局

最优解,克服了传统的格型参数化、约束二次规划以及特征滤

波器等方法容易陷入局部极值缺点. LSIP 问题可以用频率离

散化方法、割平面等外点算法求解[ 8, 9] .

3 插值滤波器的参数化和可行解集的结构

有正则阶约束时,相应的乘积滤波器也是正则的. 正则阶

有下面结论: (1)一个实正交滤波器 h ( n)是 M 阶正则的当

且仅当其乘积滤波器 2M 阶正则和对称的且G ( ej ) ! 0. (2)

一个对称的插值滤波器 G( z )是 2M 阶正则的当且仅当滤波

器系数满足[7] :

∀
k

kpg2k- 1= (1/ 2) p , p = 0, 1, ∃, 2M- 1 (3)

按照式(2) ,正则滤波器组的优化设计变成了具有等式约束式

( 3)的LSIP问题.

为简化设计,下面研究正则插值滤波器参数化问题 .在子

分方法、Daubiches 子波和插值子波[7, 10] ,广泛使用了正则的对

称插值滤波器. M 阶正则 Daubiches 尺度滤波器 DM 的乘积滤

波器是 2M 阶正则的插值滤波器并且具有非负频率响应, 可

以表示为:
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, k= - M+ 1, ∃, M (4)

M+ l - 1

j
表示组合数. 一般2 带插值滤波器表示为 G( z )=

1+ z - 1 ∀
k

g( k ) z 2k .从式(3)和式(4)可以得到 2M 阶正则插值

滤波器的参数表示和 M 阶正则正交滤波器设计的可行解集

结构,如定理 1 所示.

定理1 设 #L2N表示支撑集为{ - (M+ L) + 1, - ( M+ L )

+ 2, ∃, M+ L} , 2M 阶正则对称插值滤波器构成的集合, 则

集合可以参数化为

#L2M = { G2M( ) = GD
2M ( )

+ ∀
L

k= 0

x k( GD
2( M+ k) ( ) - GD

2M ( ) ) , x k # R} (5)

用 ∃L
2M ! { x= ( x 1 , ∃, xL ) | G2M ( ) ! 0, ∀ # [ 0, ] }表示具

有非负频率响应的插值滤波器对应的参数集合, 则 ∃L
2M是

#L
2N的内部非空的有界闭凸集.

证明略.

进一步,可以简化参数表示和可行解集如下:记
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利用式( 6) , 有

∃L
2M ! { x= ( x 1, ∃, x L ) | 1

+ ∀
L

l= 1

xlQ
l
2M ( ) ! 0, ∀ # [ 0, ] } (7)

4 优化问题的求解

考虑如图 1 所示的两通道最优能量紧滤波器组设计问

题, Silva[ 6]等提出了基于QMF 正交滤波器格型参数表示解析

方法. 结果表明: 当输入的相关函数满足一定条件时, D 2 是

最优的, D 3接近最优. 从一个侧面表明:正则阶约束导致的编

码增益下降不大. 按照参数表示, 目标函数可以化简 ∀ ( x) =

bTx+ c, b, x 是两个L 维列向量,其中

bl = 2 ∀
M+ L

n= 1

( gD
2( M+ l) ( n) - gD

2M ( n) ) r 2 n- 1,

c= r0+ 2 ∀
N

n= 1

gD
2M ( n) r 2n- 1 (8)

这样, 设计问题归结为下面标准的 LSIP问题 .

Max imize( or Minimize) ∀ ( x) = bTx + c

s . t. , 1+ ∀
L

l= 1

x lQ
l
2M( ) ! 0 或 x # ∃L

2M (9)

对于优化问题式( 9) , 可以采用直接离散化方法, 割平面

方法或松弛的割平面方法[ 8, 9]求解. 这些方法都属于外点方

法,通过对频率 的适当离散化 ,用有限个线性约束代替式

(9)中的约束条件, 然后解线性规划得到近似解.这样得到的

解往往不是可行解, 必须经过修正得到接近最优的可行解. 对

于这些算法的具体细节不再赘述. 下面研究单参数和双参数

情况下的可行解算法, 在这些算法中, 每步得到的都是可行

解.

由于 LSIP 问题式(9)的可行解集是一个内部非空的有界

闭凸集, 求最大值(或最小值)等价于求可行解集 ∃L
2M在直线

y= bTx 上投影闭区间的端点.单参数( L = 1)和双参数( L = 2)

情况下, 借助几何直观容易得到有效的可行解算法.

首先, 考虑过一个可行解 #x # ∃ L
2M的直线在可行解集QL

2M

内线段端点的确定算法 .设 #x # ∃ L
2M , e 是一个非零向量, 直线

参数方程为 x= #x+ te,

f ( , #x )= 1+ ∀
L

l= 1

∃x lQ
l
2M ( ) , f ( , e )= ∀

L

l= 1

elQ
l
2M ( )

定义 % + = { # [ 0, ] : f ( , e) > 0} , % - = { # [ 0, ] : f ( ,

e )< 0} ,令

tmin= - inf
# %+

{
1+ f ( , #x)
| f ( , e) |

} , tmax= inf
# %-

{
1+ f ( , #x )
| f ( , e) |

} (10)

那么, x # ∃L
2M当且仅当 t # [ tmin, tmax] , 表明直线 x= #x+ te 包

含在 ∃ L
2M内线段的端点分别为#x + tmine 和#x+ tmax e .

4%1 单参数情况

可行解集合 ∃ 1
2M= [ - ( max

# [0, ]
Q 1

2M ( ) ) - 1, 1] . b> 0 时, x

= 1 时获得最大的编码增益, 最优滤波器为 M + 1 阶正则的

DM + 1 ; b< 0 时, x= - ( max
# [ 0,  ]

Q1
2M) - 1获得最大编码增益; b=

0时, 所有长度为 2( M+ 1)至少 M 阶正则的滤波器具有相同

的编码增益. 也就是说,输入序列相关函数满足
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∀
M+ 1

n= 1

( g
D
2( M+ 1) ( n)- g

D
2M( n) ) r 2n- 1! 0 (11)

时,长度不超过 2( M+ 1)的至少 M 阶正则的正交滤波器中,

最大平坦的 Daubiches滤波器 DM+ 1具有最大编码增益. M= 1

时的条件式(11)与 Vitor Silva的结果[ 6]吻合.

4%2 双参数情况

设 b ∋是垂直于 b 的非零向量, 双参数可行解迭代算法

如下:

算法( (求最大值)

Step1 设 k 1, x ( 1) = [ 1/ 3, 1/ 3] , [ 1/ 3, 1/ 3]是 ∃ 2
2M的一

个内点.

Step2 假设已经得到了内点 x ( k) ,作射线 x = x ( k) + tb,

( t> 0) ,按照式(10)得到新的可行解 z ( k)= x ( k)+ tmax b.

Step3 过 Z ( k)作直线 x= z ( k) + tb ∋ , 按照式 (10)得到直

线于 ∃ 2
2M的两个交点{ z ( k) + tmine2 , z

( k)+ tmax e2 } . 令 x̂ = z ( k)

+ 0%5( tmax+ tmin) b
∋ .若 x̂= x ( k) , xopt = x̂ ,迭代终止. 否则, ∀ k

= bTx ( k)+ c.

图 2 双参数可行解迭代

算法示意图

Step4 令 k k + 1, x ( k+ 1)

x̂, 返回 Step2.

显然,序列 ∀ k 单调增加且有上

界2,因此是收敛的. 算法迭代过

程的示意图如图 2 所示, 容易证

明的 ∀ k 极限就是最大紧增益,

其优点是直接得到可行解.

5 数值结果

下面给出两个典型的测试

信号,这两个随机过程可以用来描述图像信号和图像的纹理.

比较双参数情况下, 松弛的割平面算法( RCPA ) (外点迭代算

法)与算法(的性能.

(1) AR(1)过程,相关系数 rn= &n ,&= 0%95.

(2) AR(2)过程,极点 z ) &e) i∋, &= 0% 975, ∋=  / 3.相关系

数为: r 0= 1, r1= (2&cos∋) / (1+ &
2
) , r n= 2&cos∋rn- 1- &

2
r n- 2.

取 M= L = 2,在 RCPA 算法中,初始频率离散集合 W 1=

{ k / 10, k= 0, 1, ∃, 10} . RCPA和可行解迭代算法的迭代过程

如图 3和 4 所示.图中, ∗ * +表示 RCPA 迭代算法, ∗ O+表示可
行解迭代算法.后者每步的主要计算量是频率区间的离散化

图 3 AR( 1)的迭代过程 图 4 AR( 2)的迭代过程

和求最大值最小值, 计算量不大. 双参数情况下,可行解迭代

算法的优越性在于有限步终止迭代时,得到的总是可行解. 在

LSIP 问题求解中, 作为外点迭代算法和离散化方法的重要补

充, 可行解迭代算法的研究是非常有意义的.
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