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　　摘　要 :　分形维是混沌信号的一个重要参数 ,在确定分形维时 ,通常需要确定线性尺度区 ,然而线性尺度区的确

定仍然是分形维提取算法中的一个富有挑战性的问题 ,线性尺度区的准确性 ,将直接影响分形维的准确性.本文对此

问题进行了比较深入的研究 ,较好地解决了线性尺度区的选择问题 ,并基于 GP算法给出了一套完整的相关维提取算

法.该算法不仅运算量小、精度高、抗噪声干扰的能力较强 ,而且完全实现了对相关维的自动提取.
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Abstract : 　Fractal dimension is an important parameter of a chaotic signal. It is usually to determine a linear scaling region

when evaluating fractal dimension ,however ,determining the linear scaling region is still a challenging problem. The accuracy of the

fractal dimension estimated will be directly affected by the accuracy of the linear scaling region. This problem is deeply developed here

and solved better. Based on the GP method ,a series of algorithm for computing the correlation dimension D2 is proposed. This new al2
gorithm needs only a little computational time ,has high accuracy and stronger ability of resisting noise and it can automatically calcu2
late the correlation dimension.
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1　引言
　　分形维是用来描述混沌信号的一个重要参数 ,目前主要

流行着两类提取分形维的算法 :一类是基于 GP算法的相关

维[1 ]提取算法 ;一类是基于分数布朗运动的分形维 [2 ]提取算

法.前者要对大量不同的尺度ε分别计算相关积分 ( The corre2
lation integral) C(ε, N , m) ,然后用最小二乘法对 log[ C (ε, N ,

m) ]与 log(ε)进行线性拟合 ,则所得直线的斜率即为信号的

相关维 ;后者则要对大量不同的时间间隔τ分别计算信号 B H

( t)增量 B H ( t +τ) - B H ( t)的方差σ(τ) 2 ,然后也要用最小二

乘法对 log[σ(τ) ]与 log(τ)进行线性拟合 ,则所得直线的斜率

即为信号的自相似参数 H ,而信号的分形维 D = E - H , E为

欧氏空间的维数.这两种方法都需要进行大量的计算 ,因为只

有对大量的ε或τ进行计算 ,才能找出合适的线性尺度区或

无标度区 ,从而获得比较准确的分形参数.

线性尺度区的确定通常有以下几种方法 [2 ] : (1)运用经验

公式.由于公式本身含有分形维 ,因而需要一个迭代过程.另

外这种方法还缺乏一定的客观标准. (2)用三段直线逼近 ,取

中间一段为线性尺度区.这种方法计算量太大 ,且取中间一段

也似乎存在缺乏一定的理论依据问题. (3) Yyokoya等提出的

利用最大线性度法.这种方法在应用中也存在一定的局限性.

(4)将拟合直线分成两部分 ,前一段称为纹理分维 ,后一段称

为结构分维.这种细分的意义和可信度有待进一步的研究.

可见 ,线性尺度区的确定仍然是分形维提取算法中的一

个悬而未决的问题 ,正是由于这一问题使分形维的提取工作

相当繁琐 ,且使算法在一定程度上丧失了自动实现的能力.

本文在 D. Kugiumtzis等[3 ,4 ]工作的基础上 ,提出了一套简

单易行的相空间重构方法 ,并根据 J . - P Eckmann等[5 ,6 ]的研

究成果 ,较好地解决了线性尺度区的选择问题.按照本文给出

的算法来提取混沌信号的相关维 ,不仅大大地减少了计算量 ,

提高了精度和抗噪声干扰的能力 ,而且完全实现了对相关维

的自动提取.

2　线性尺度区的确定

　　线性尺度区的确定对信号分形维的估计结果影响很大 .

如果能够得到比较准确的线性尺度区 ,那么就能够获得比较

准确的分形维 ,同时还能够大大地减少进行线性拟合所需要

的点数 ,从而大大地减少计算量.
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　　对 J . - P Eckmann等[5 ,6 ]的研究结果稍作变换就可以得

到下式 :

2ln ( N) > D2ln ( R/ε) (1)

ln (εmax) <
- mτK2

m - D2
(2)

ln (εmin) >
ln (2) - 2ln ( N) + mτK2

D2
(3)

式中 : N为数据长度 , D2为相关维 , R为重构吸引子的直

径 ,ε为尺度 ,εmax和εmin分别为尺度的最大和最小值 , m 为嵌

入维 ,τ为时间延迟 , K2为 2阶熵 .

一般有 0 <ε< 1 ,取ε= 1 ,则由式 (1)并考虑到嵌入维 m

的影响 ,可得在有 N 个数据条件下能估计的相关维最大值

为 :

D2max = 2ln ( N) / ln ( R)

D2max Φ m - 1
(4)

由式 (4)求得 D2max后 ,参考式 (2)可得 :

ln (εmax g) =
- mτK2

m - D2max
,εmax g < 1 (5)

可见由式 (5)求得的εmax g是对理论上εmax的最小估计值.

类似地 ,用式 (3)和 (4)可以得到对εmin的最大估计值εmin g1

ln (εmin g1) =
ln (2) - 2ln ( N) + mτK2

D2max
,εmin g1 > 0 (6)

由于信号通常是带有噪声的 ,为了减少噪声的影响 ,应适

当地增大尺度的下限 ,故用式 (7)来求最后的尺度下限.

εmin g =εmin g1 +η(εmax -εmin g1) ,0 <η< 1 (7)

在实际应用中 ,还是要对数据进行归一化处理 ,从而在欧

氏范数意义下得到 R = 2 m .而 K2与李雅普诺夫指数λi 之

间存在如下关系 : K2 Φ∑
i

positive (λi ) ,在许多情况下 ,系统只

有一个正的最大的李雅普诺夫指数λ1 ,故可用λ1来估计 K2 ,

即 K2 =λ1 .

3　相关维的估计算法

311　相空间重构

对于一 N点标量时间序列{ v ( t0 + k·Δt) : k = 0 ,1 , ⋯, N

- 1} ,可以用 Takens[7 ]嵌入定理去重构相空间 Rm :

Xi = ( x ( ti) , x ( ti + p·Δt) , ⋯, x ( ti + ( m - 1)·p·Δt) ) , i = 1 ,

2 ,3 , ⋯, M

x ( tr) = v ( t0 + ( r - 1)·Δt) , r = 1 ,2 , ⋯, N .

这里 Xi是重构相空间 Rm 中 M点重构轨迹中的第 i 个点 ,而

M = N - ( m - 1)·p. m是嵌入维 ,τ= p·Δt是时间延迟 ,τw =

( m - 1)τ是时间窗 ,其中Δt为采样周期.

本文采用下列方法来重构相空间 : (1)用 FFT求取原始时

间序列的平均峰值时间 mtbp ,让τw = mtbp (可以让τw 稍大于

mtbp) .带有噪声的时间序列可经滤波后再求取 mtbp; (2)选择

p = 1 ,即τ=Δt [4 ] ; (3)由前两步直接得到 : m =τw/τ+ 1.

312　计算λ1

按文献[8 ]给出的方法来计算λ1 .

313　求取线性尺度区(εmin g ,εmax g)

314　用 GP法求取信号的相关维 D2

用式 (8)计算相关积分 ( The correlation integral) C(ε) :

C(ε) =
2

M ( M + 1) ∑
i≠j

θ(ε- ‖Xi - Xj‖) (8)

这里尺度ε只要在 (εmin g ,εmax g)之中选两或三个点即可.式

中 ,‖·‖是欧氏范数 ,θ(·)是 Heaviside 单位阶跃函数 ,即

θ( x) =
1 , 　x Ε 0

0 , 　x < 0
.

最后用最小二乘法对 log C(ε)相对 logε的曲线进行线性

拟合 ,所得直线的斜率即为相关维 D2 .

4　性能检验与应用

411　性能检验

为了检验本算法的有效性 ,本文对两种著名的混沌系统

的相关维进行了计算 ,计算结果呈现在表 1中.表 1中的期望

值取自文献[6 ] ,计算中使用的数据是通过 4阶 Runge2Kutta法

求解相应的微分方程获得的 ,其中Δt 为采样周期.对每个系

统来说 ,都是在吸引子的附近选择求解方程的初值 ,并抛弃所

有过渡点 ,且以 x坐标作为原始的时间序列.在计算λ1 时用

时间序列 2000点.在计算相关维时 ,对 Hénon系统用时间序

列 500点 ,对 Lorenz系统用时间序列 1000点 ,并都只用 (εmin g ,

εmax g)中的两个尺度计算相关积分.带有噪声的时间序列 ,则

是由相应的原始时间序列叠加白噪声构成的 ,信噪比为 SNR.

由表 1不难看出 ,随着 SNR的下降 ,对λ1 的估计基本上

是下降的 ,而对 D2的估计 ,则基本上是上升的.当 SNR = 20dB

时 ,对 Hénon来说 D2 = 21625 ,对 Lorenz来说 D2 = 41838 ,此时

的误差已分别达到 120 %和 137 %.提高估计精度的有效方法

是增加参加计算的时间序列的点数和尺度个数 ,但这会大大

地增加计算量.不管怎样 ,本文给出的方法能够在 SNR > 20dB

时 ,利用较少的时间序列点数和尺度个数 ,比较准确地提取分

形信号的相关维 ,此时误差都在 719 %以内 ,因而是一种比较

有效而实用的方法.

表 1　对典型混沌信号的计算结果

系统 Δt
λ1期

望值

D2期

望值
SNR
λ1计

算值

D2计

算值

Hénon

x i + 1 = 1 - 114 x2
i + y i

y i = 013 x i

1 0142 11195

100 01355 11213

50 01343 11214

30 01337 11289

20 01302 21625

10 01303 51029

Lorenz
Ûx = 10 ( y - x)

Ûy = x (28 - z) - y

Ûz = xy - (8/ 3) z

0102 111 2104

100 11062 11993

50 11058 11994

30 01931 21194

20 01724 41838

10 01574 51506

412　应用

舰船辐射噪声具有分形特征 ,本文对三类舰船的辐射噪

声进行了分形特征分析.在用 FFT提取水声信号的 mtbp时发

现 ,水声信号的 mtbp 大多为 5 个采样周期 ,故本文统一用

mtbp = 5Δt来重构水声信号的相空间 ,用 500点来计算λ1 和
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D2 ,结果见表 2.

表 2　对舰船辐射噪声的计算结果

目标类别 目标型号 λ1估计值 D2估计值

A

A1 21802 41163

A2 21603 21001

A3 21385 01945

A4 21784 41630

B

B1 21287 01867

B2 21630 21144

B3 21006 01968

B4 21289 01388

C

C1 21702 11237

C2 21262 11609

C3 21114 11737

C4 11755 01769

　　从表 2不难看出 , A 类目标的 D2 大都在 2以上 , B 类目

标的 D2大都在 1以下 ,而 C类目标的 D2 大都在 1～2之间 ,

可见 D2可能是水声目标的一个比较好的特征.从表 2还可以

看出 ,各个目标的最大李雅普诺夫指数相差很小 ,因而最大李

雅普诺夫指数不是水声目标的一个好特征.

5　结束语

　　线性尺度区的确定一直是混沌信号分形分析中的一个富

有挑战性的问题 ,本文对此问题进行了比较深入的研究 ,给出

了一套具体的算法 ,从实验结果来看 ,该算法在提取混沌信号

的分形维时 ,不仅具有比较快速、准确的优点 ,而且具有一定

的抗噪声干扰的能力.在运用本算法分析水声信号时 ,该算法

表现出了广阔的应用前景 ,因而是一种实用的好方法.
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