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� � 摘 � 要: � 基于超完备字典的图像稀疏表示因其具有稀疏性、特征保持性、可分性等特点而被广泛应用于图像处

理.本文提出一种超完备字典学习算法并应用于图像去噪.将字典学习等价于一个二次规划问题,并提出适合于大规

模运算的投影梯度算法.学习所得字典能有效描述图像特征.基于此超完备学习字典, 获得图像的稀疏表示, 并恢复原

始图像.实验结果表明, 与小波类去噪方法相比,本文的学习算法能更好地去除图像噪声, 保留图像细节信息, 获得更

高的 PSNR值.
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Abstract: � Images� sparse representations over over�complete dictionaries have a wide application in image processing due to

the properties of sparsity , integrity and separability. This paper proposes a dictionary learning algorithm which is applied to image de�
noising . The dictionary learning problem is expressed as a box�constrained quadratic program and a fast projected gradient method is

introduced to solve it. The learned dictionary describes the image content effectively. Experimental results show that: in comparison

w ith the wavelet�based de�noising methods, our learning�based algorithm has better de�noising ability , keep more detail image infor�

mation and improve the peak signal�to�noise ratio.
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1 � 引言

� � 在数字图像获取和传输的过程中,往往会使图像感

染上噪声.因此图像去噪成为图像处理应用的一个重要

环节.图像去噪问题可以模型化为:

Inoisy= I+ v ( 1)

其中 Inoisy为含噪图像, v为噪声项, I 为原始图像.

为了能更好地去除图像中的噪声,并保持图像的原

有质量.我们认为,对于图像数据的表示,必须同时具备

如下三个属性:

(1)稀疏性:仅采用少数的表示系数,便能够获得图

像数据的高质量恢复.

(2)特征保持性: 图像的特征, 如边缘等,在图像数

据的表示中,能够被保留下来.

( 3)可分性:即具备将图像有用信息与噪声数据区

分开的能力.

目前许多图像去噪方法根据图像频谱分布规律,从

频率上将图像中的有用信息与噪声分开,例如小波方法

去噪
[ 1~ 3]

.这种方法一般认为噪声能量集中于高频, 而

图像有用信息的频谱则分布于一个有限区间.然而,在

许多情况下,图像有用信息中也有高频成分, 例如图像

边缘,所以采用这种方法在去除噪声的同时也损失了部

分有用信息,即缺乏特征保持性;而噪声在低频部分也

有一定的分量,简单地滤除高频成分无法去除这部分噪

声分量,即没有有效的可分性.

基于超完备字典的图像稀疏表示方法能够同时满

足这三个属性[ 4] .字典中的每个原子代表原始图像中的

一个结构原型,因此其在字典上具有稀疏表示,而噪声
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分量在该字典上不具备稀疏表示.因此我们可以根据

数据是否在字典上具有稀疏表示,将原始图像与噪声

区分开,达到去噪的目的.

设计合适的字典是图像稀疏表示的一个关键问

题.本文提出一种超完备字典学习算法, 将字典训练问

题转化为一个带边界约束二次规划问题, 并研究适合

于大规模运算的解法, 使其适用于具有高维特性的图

像处理问题.训练得到的字典具有非负性的特征,与自

然图像数据相适应.实验结果表明,基于本文算法训练

得到的字典具有很好的去噪能力,能够更好的保持图

像的特征,去噪后图像具有更高的峰值信噪比.

2 � 超完备字典学习新算法

� � 首先从含噪图像出发,从中随机提取 K 张子图像,

构成训练样本集{ si }
K
i= 1.我们的目标是学习出一个包含

样本结构,且每个样本 si 在其上具有稀疏表示的字典

D,并得到它们的表示系数 �i ,即

min
D, �

1
2

S- D� 2
F+ �

K

i= 1

�i �i 0 ( 2)

其中矩阵 S= ( s1, s2, �, sK ) .采用迭代的方法.首先给

定字典 D,求解所有训练样本 si 在D上的稀疏表示�i,

得到稀疏表示矩阵 �= ( �1, �2 , �, �K ) ;然后根据 �更
新字典D .即每次迭代包含如下两个步骤:

2�1 � 固定字典 D,求 �
在这一阶段,我们假设字典 D是固定的,求解各训

练样本在 D下的表示系数,即:

min
�i

s i- D�i
2
2+ �i �i 0 , 其中 i= 1, 2, �, K ( 3)

� � 利用匹配追踪算法[ 5] ,可求解问题( 3) .

当求得所有训练样本 si 的稀疏表示向量 �i , 则获

得稀疏表示矩阵 �= ( �1 , �2 , �, �K ) .

2�2 � 固定 �,更新字典 D

在这一阶段,稀疏表示矩阵 �是已知的, 问题 ( 2)

可忽略后面各项,得到:

min
D

1
2

S- D� 2
F ( 4)

式( 4)等价于一个带边界约束的二次规划问题. 二次规

划的标准形式为
[ 6]
:

min
x
f ( x ) =

1
2
xTGx+ dTx

s. t. aTix= bi , i � �

aTix �bi, i � � ( 5)

其中 G 为对称矩阵, �和 � 为下标集, d、x 和 { ai }、

{ b i} , i � �� � 是列向量.下面我们分析字典更新问题

(4)与二次规划问题( 5)之间的等价性.首先给出相伴向

量的定义 1以及命题 1.

定义 1(相伴向量) � 将矩阵 A= [ aij ] � R
m � n
的元

素按列的顺序排列成列向量 vec( A) = ( a 11, a21, am1,

a 12 , �, am2 , �, a 1n , �, amn)
T ,则 vec( A)称为矩阵 A 的

相伴向量.

命题 1 � 若乘积矩阵 AB是一个方阵,则有:

tr( AB) = ( vec( AT) )T( vec( B) )

vec( AB) = ( I � A) ( vec( B) )

其中 I 为单位阵, � 为矩阵的 Kronecker乘积.

命题 1 的证明是简单的.根据这一命题以及 F 范

数的性质,我们有:

S- D� 2
F = tr[ ( S- D�)T( S- D�) ]

= tr( D��TDT
) - 2tr( S�TDT

) + tr( SS
T
)

= (vec( DT ) )T( I � ��T) ( vec( DT) )

- 2( vec( �ST) ) T( vec( DT
) ) + tr( SS

T
) ( 6)

� � 因为训练样本集是已知的, 可忽略最后一项

tr( SS
T
) ,再根据自然图像数据的特点,可对字典中的元

素加入非负性约束,从而字典更新问题( 4)转化为:

min
vec( D

T
)

1
2
( vec( DT) )T( I � ��T )vec( DT)

� � - ( vec( �ST) ) Tvec( DT) ( 7)

s. t. vec( D
T
) �0

通过比较最优化问题( 7)和( 5) , 可知问题( 4)是二

次规划的一个特例.

本文采用投影梯度类方法求解问题 ( 7) . 首先, 定

义可行集为 �= { x � RnN | x �0} . 假设当前的可行解为
vec(DT ) k ,通过迭代式 vec( DT ) k+ 1= vec( DT) k + ekgk 计

算 vec( DT ) k+ 1 ,并将其投影到非负平面( vec( DT) k+ 1) i

= max(0, ( vec( DT ) k+ 1) i ) , ( i= 1, 2, �, nN ) ,记这一操

作为 P� (vec( D
T ) ) . 定义 gk 为 vec( �ST ) - ( I � ��T )

vec(D
T
) , ek � 0为搜索步长.根据Barzilai和 Borwein等人

的研究[ 7] ,我们初始化步长为

e (0)k =
rTk- 1yk- 1

yTk- 1yk - 1

( 8)

其中 rk - 1= vec( DT) k- vec( DT) k - 1, yk- 1= gk- gk- 1 .为

了能更快收敛到最优解, 步长 ek 必须满足 Armijo 条

件[ 6] : f ( x k+ ek gk ) � f ( xk ) + cek �f Tk gk ( 9)

采用回溯线性搜索方法[ 6] ,我们能获得满足 Armijo

条件的步长 ek . 基于回溯线性搜索策略的投影梯度算

法收敛速度快.算法只须经过有限次迭代, 便可获得问

题( 7)的解,从而完成字典的更新, 本文所给出的实验

均未超过 30 次.通过 L 次更新之后,便可得到训练字

典 D.

3 � 基于稀疏表示的图像去噪框架

� � 这一节我们讨论如何将训练得到的字典 D 应用于

图像去噪[ 4] .首先从输入图像 Inoisy中提取出K�张子图
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像,并按列重排为列向量.考虑如下的最优化问题:

{ �
^

ij , I
^
} = arg min

�ij , I
��I- Inoisy �2

2

+ �
i , j

�ij � �ij �0+ �
i , j

�D�ij- RijI�
2
2 ( 10)

其中第一项衡量的是含噪图像 Inoisy与原始图像I 之间

的总体相似程度;第二项是稀疏性约束;第三项 RijI 中

表示第 ij 张子图像, Rij是用于提取子图的矩阵, D�ij是

重建得到的子图,我们希望它们之间的误差小.

给定训练所得字典 D, 先求解每张子图在其上的

稀疏表示 �^ ij,即对于每一张子图,求解最优化问题:

�
^

ij= arg min
�
�ij � ��0+ �D�- RijI �

2
2 ( 11)

匹配追踪算法[ 5]可用于求解这一问题,得到每张子图

的表示系数 �
^

ij.

当求得所有子图的稀疏表示,则问题( 10)转化为:

I
^
= arg min

I
��I- Inoisy �

2
2+ �

i , j

�D�
^

ij- RijI�
2
2( 12)

这是简单的二次项,其解为:

I
^
= ( �E+ �

i , j

RT
ijRij )

- 1( �Inoisy+ �
i , j

RT
ijD�

^

ij ) ( 13)

其中 E为单位阵, I
^
即为所求的去噪后图像.

4 � 实验结果与分析

� � 实验的目的是检验算法对于加性高斯白噪声的去

噪能力,并与小波类去噪方法进行比较.实验数据包含

三张自然图像和两张合成图像,如图 1 所示.

我们从含噪图像中提取出 6000张子图像用于训练

字典, 每张子图的大小为 8 � 8,所训练出的字典包含

256个原子,即字典 D 的大小为 64 � 256, 冗余度为 4.

图 2 是利用本文算法训练得到的 Lena 图字典.将训练

所得字典应用于去噪框架, 首先从 I noisy图像中随机提

取出子图像,计算它们在字典 D上的稀疏表示. 进而利

用重构式( 13)得到估计图像 I
^
( �取 30/ �) .为了能与小

波类方法进行比较, 我们采用目前在小波域上得到较

好效果的 BLS�GSM 方法[ 2] ,同时也与传统的软阈值方

法进行比较,比较结果见表 1.

表 1 � 基于学习的方法与小波类方法的比较结果

图像
噪声标

准差 �

PSNR值( dB)

含噪图像小波软阈值方法BLS�GSM本文学习算法

Barbara

10 28. 14 29. 82 33. 28 34. 52

20 22. 11 26. 24 29. 22 30. 95

30 18. 57 24. 38 26. 94 28. 66

50 14. 16 22. 27 24. 53 25. 56

Lena

10 28. 11 31. 89 35. 10 35. 29

20 22. 12 28. 59 32. 12 32. 27

30 18. 61 26. 65 30. 25 30. 22

50 14. 14 24. 09 28. 12 27. 81

Peppers

10 28. 14 33. 71 38. 24 38. 36

20 22. 08 29. 66 34. 72 34. 84

30 18. 58 27. 35 32. 58 32. 65

50 14. 14 24. 57 29. 87 29. 43

Chessboard

10 28. 14 30. 33 39. 93 41. 74

20 22. 09 25. 81 34. 74 38. 15

30 18. 58 23. 50 31. 85 35. 13

50 14. 14 20. 89 28. 14 31. 30

Line- circle

10 28. 12 35. 88 43. 27 44. 03

20 22. 12 31. 53 38. 24 39. 54

30 18. 59 29. 00 35. 73 36. 75

50 14. 13 25. 89 32. 78 32. 78
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� � 从表1可以看到,本文基于学习的方法具有更强的

去噪能力,特别是对纹理信息比较多的图像处理效果

更好(如Barbara图和 Chessboard图) ,且能保留图像的细

节信息,具有更高的峰值信噪比. 在噪声标准差小于 �

= 50的情况下,基于学习的方法降噪之后 PSNR平均值

为 34�00dB,比基于小波软阈值方法和 BLS�GSM 方法分
别高出 6�40dB和 1�02dB.需要指出的是,采用基于学习

的方法包含了字典设计(训练) 和稀疏表示求解两个过

程,而小波类方法采用的是固定的小波字典,因此基于

学习的方法计算量上比小波类方法要大.图 3给出了图

像 Barbara在 �= 20时,采用各种方法的不同去噪效果.

5 � 结束语

� � 本文提出一种基于超完备字典学习的图像去噪方

法.通过学习获得一个包含图像信息的超完备字典,并

求解各子图像在此字典上的稀疏表示,通过重建恢复

图像.实验结果表明,与传统的小波类去噪方法相比,

基于学习的方法能更好的去除图像中的高斯白噪声,

保留图像的细节信息, 提高去噪图像的 PSNR值, 且具

有更好的视觉效果.
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