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摘 要： 对于不小于４的偶数 ｎ，建立了由４个 ｎ元Ｂｅｎｔ函数构造（ｎ＋２）元Ｂｅｎｔ函数的一个充要条件．提出了
由 ｎ元Ｂｅｎｔ函数构造（ｎ＋２）元Ｂｅｎｔ函数的一种迭代构造方法，也对所构造的Ｂｅｎｔ函数的代数次数进行了分析．这种
迭代方法统一并推广了以前的两种Ｂｅｎｔ函数的构造．
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１ 引言

布尔函数在密码学和编码学等领域有着重要的应

用，非线性度高的布尔函数常用于设计流密码的密钥流

生成器和分组密码的Ｓ盒［１～６］．Ｂｅｎｔ函数作为达到非线
性度极大值的一类布尔函数，受到了人们的普遍关

注［７］．同时，这类函数在组合学上也有重要的研究价
值［８～１０］．尽管如此，目前已知的Ｂｅｎｔ函数的构造还很有
限，其分类问题还远未能解决．

ＭＭ构造［１１］和 ＰＳ构造［８，１２］是设计 Ｂｅｎｔ函数的两
种重要方法，在此基础上，其它的一些方法也被人们提

出［１３，１４］．同时，人们也十分关注从幂函数、二项式函数
以及二次函数中寻找 Ｂｅｎｔ函数［１５～１９］．另一种研究 Ｂｅｎｔ
函数的思路是运用已知的 Ｂｅｎｔ函数来构造新的 Ｂｅｎｔ函
数，如Ｈｏｕ和Ｌａｎｇｅｖｉｎ提出了一种由Ｂｅｎｔ函数构造相同
变元 Ｂｅｎｔ函数的方法［２０］．还有一种由 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数迭
代构造（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数的方法，较为人们所熟悉，
即通过级联两个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ），可获得
（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数

ｆ（ｘ）‖ｆ（ｘ）‖ｇ（ｘ）‖ｇ（ｘ）＋１ （１）
这种构造也被 Ｃａｒｌｅｔ等人用来研究 Ｂｅｎｔ函数的正

规扩张［２１］．最近，Ｃｌｉｍｅｎｔ等人也对这种构造进行了仔细
的分析，并考虑了由此生成的Ｂｅｎｔ函数的计数问题［２２］，
同时提出了由存在二阶离散导函数（Ｄｂ（Ｄａｆ））（ｘ）恒等
于１的 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数 ｆ（ｘ）构造（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数

ｆ（ｘ）‖ｆ（ｘ＋ａ）‖ｆ（ｘ＋ｂ）‖ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１（２）
的方法［２３］．限制 Ｂｅｎｔ函数在余维数为２的仿射子空间
上也可能得到 Ｂｅｎｔ函数，基于此想法Ｃａｎｔｅａｕｔ和Ｃｈａｒｐｉｎ
利用 Ｂｅｎｔ函数的对偶函数的性质刻画了一个（ｎ＋２）
元Ｂｅｎｔ函数分解成４个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数的充要条件［２４］，
其中的讨论涉及到对偶函数的二阶离散导函数．另外，
一些启发式的搜索算法也常用于设计Ｂｅｎｔ函数［２５］．

文献［２４］的研究表明，一个（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数可
以由４个具有至多５个不同谱值的 ｎ元布尔函数级联
而成．本文的主要目的是研究４个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数在什
么情况下能级联成一个（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数，我们首先
建立了由４个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数迭代构造（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ
函数的一个充要条件；然后在此基础上，我们提出了对
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任意向量 ａ∈Ｆｎ２，由 ｎ元Ｂｅｎｔ函数 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）构造（ｎ
＋２）元Ｂｅｎｔ函数

ｆ（ｘ）‖ｆ（ｘ＋ａ）‖ｇ（ｘ）‖ｇ（ｘ＋ａ）＋１ （３）
的方法．当 ａ＝０时，这就是等式（１）中的构造；当 ｇ（ｘ）
＝ｆ（ｘ＋ｂ）且（Ｄｂ（Ｄａｆ））（ｘ）≡１时，这就是等式（２）中的
构造．在我们的构造中不需要对（Ｄｂ（Ｄａｆ））（ｘ）的性质作
任何限制．我们的方法统一了上述两种构造，而且等式
（３）中的向量 ａ可以取任意值．

本文余下的部分在第二节中是一些预备知识；第

三节我们描叙了由 ４个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数迭代构造（ｎ＋
２）元 Ｂｅｎｔ函数的一个充要条件，并且提出了一种 Ｂｅｎｔ
函数的迭代构造；第四节为结论．

２ 预备知识

记 Ｆ２是由０和１两个元素组成的有限域，Ｆｎ２表示
由所有向量 ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），ａｉ∈Ｆ２组成的 ｎ维向
量空间．向量 ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）的汉明权重被定义为自

然数 ｗ（ａ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ．一个 ｎ元布尔函数 ｆ是从 Ｆｎ２到 Ｆ２

的一个函数，它有如下的多项式表示：

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝∑
ｕ∈Ｆ

ｎ
２

λｕ（∏
ｎ

ｉ＝１
ｘｕｉｉ）

其中λｕ∈Ｆ２，ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…ｕｎ）．
这种表达式被称为 ｆ的代数正规型，它的代数次数

ｄｅｇ（ｆ）被定义为 ｗ（ｕ）的极大值，这里 ｕ取遍所有使得

λｕ＝１的 ｎ维向量．
对每个整数 ｉ（０≤ｉ≤２ｎ－１），设 ｅｉ＝（ｅｉ１，ｅｉ２，…，

ｅｉｎ）∈Ｆｎ２使得 ｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｉｊ２ｊ－１．那么每个 ｎ元布尔函数ｆ对

应着唯一的长度为２ｎ的（０，１）序列

ｆ（ｅ０），ｆ（ｅ１），…，ｆ（ｅ２
ｎ－１）

这个序列被称为 ｆ的真值表．两个 ｎ元布尔函数ｆ和ｇ
的汉明距离等于向量

（ｆ（ｅ０）＋ｇ（ｅ０），ｆ（ｅ１）＋ｇ（ｅ１），…，ｆ（ｅ２
ｎ－１）＋ｇ（ｅ２

ｎ－１））

的汉明权重，这里的加法在 Ｆ２中进行．两个 ｎ元布尔
函数ｆ和ｇ的级联ｆ（ｘ）‖ｇ（ｘ）是一个（ｎ＋１）元的布
尔函数，这个级联函数的真值表为

ｆ（ｅ０），ｆ（ｅ１），…，ｆ（ｅ２
ｎ－１），ｇ（ｅ０），ｇ（ｅ１），…，ｇ（ｅ２

ｎ－１）．
因此这个函数可表示为（１＋ｚ）ｆ（ｘ）＋ｚｇ（ｘ），这里 ｘ∈
Ｆｎ２，ｚ∈Ｆ２．
两个向量 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）和 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）

的点乘被定义为 ｘ·ｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ，这里的加法为模 ２相

加．ｎ元布尔函数ｆ的 Ｗａｌｓｈ变换 Ｗｆ是从Ｆｎ２到整数环
的一个函数，即

Ｗｆ（λ）＝∑
ｘ∈Ｆ

ｎ
２

（－１）ｆ（ｘ）＋λ·ｘ．

Ｗｆ（λ）称为 ｆ的谱值．函数 ｆ是平衡的，如果 Ｗｆ（０）＝０，
即 ｆ的支集｛ｘ∈Ｆｎ２｜ｆ（ｘ）＝１｝由２ｎ－１个向量组成．布尔
函数 ｆ的非线性度Ｎｆ是它和所有仿射函数的汉明距离
的极小值，也可表达为

Ｎｆ＝２ｎ－１－２－１ｍａｘ
λ∈Ｆ

ｎ
２

｜Ｗｆ（λ）｜．

当 ｎ为偶数时，ｆ的非线性度Ｎｆ的最大可能值为 ２ｎ－１

－２ｎ／２－１．非线性度达到这个最大值的布尔函数 ｆ称为
Ｂｅｎｔ函数，它的谱值 Ｗｆ（λ）对任意λ∈Ｆｎ２取值为２ｎ／２或
－２ｎ／２．Ｂｅｎｔ函数在密码学和组合学等领域中有着重要
的应用．

设偶数 ｎ≥４，那么 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数 ｆ的代数次数至
多为ｎ／２［８］．当 ｆ的代数次数为ｎ／２时，我们称它为代数
次数最优的 Ｂｅｎｔ函数．

ｎ元布尔函数ｆ在向量ａ∈Ｆｎ２处的离散导函数定
义为：

（Ｄａｆ）（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ）．
它也是一个 ｎ元布尔函数，其性质与 ｆ的谱值密切相
关．对于 Ｂｅｎｔ函数，能用其导函数进行如下等价刻画．

引理１［８］ ｎ元布尔函数ｆ是Ｂｅｎｔ函数当且仅当 ｆ
在任意非零向量 ａ∈Ｆｎ２处的导函数（Ｄａｆ）（ｘ）是平衡
的．

３ Ｂｅｎｔ函数的一种迭代构造

本节中我们总是假定 ｎ为偶数且ｎ≥４．
我们首先讨论了由 ４个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数构造（ｎ＋

２）元Ｂｅｎｔ函数的一个充要条件，然后提出了由 ｎ元
Ｂｅｎｔ函数构造（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数一种迭代方法，并讨
论了所得函数的代数次数．

引理２ 设 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）是两个 ｎ元布尔函数，对
于任何向量 ａ∈Ｆｎ２，布尔函数 ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ）和 ｇ（ｘ）
＋ｆ（ｘ＋ａ）的支集含有相同的向量数目．
证明 对任何给定的向量 ａ∈Ｆｎ２，ｆ（ｘ０）＋ｇ（ｘ０＋

ａ）＝１等价于 ｆ（（ｘ０＋ａ）＋ａ）＋ｇ（ｘ０＋ａ）＝１．
这说明向量 ｘ０在 ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ）的支集中等价

于 ｘ０＋ａ在ｇ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ）的支集中．因此，ｆ（ｘ）＋
ｇ（ｘ＋ａ）和 ｇ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ）的支集具有相同的向量
数目． 证毕

定理１ 设 ｆ１，ｆ２，ｆ３和 ｆ４是 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数．那么
ｆ１（ｘ）‖ｆ２（ｘ）‖ｆ３（ｘ）‖ｆ４（ｘ）是（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数当
且仅当对任意向量 ａ∈Ｆｎ２和集合｛２，３，４｝上的任一置
换σ，（ｎ＋１）元布尔函数 ｆ１（ｘ）＋ｆσ（２）（ｘ＋ａ）‖ｆσ（３）（ｘ）
＋ｆσ（４）（ｘ＋ａ）是平衡的．
证明 布尔函数 ｆ１（ｘ）‖ｆ２（ｘ）‖ｆ３（ｘ）‖ｆ４（ｘ）的
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表达式 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）可写为
Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（１＋ｙ）（１＋ｚ）ｆ１（ｘ）＋ｙ（１＋ｚ）ｆ２（ｘ）

＋（１＋ｙ）ｚｆ３（ｘ）＋ｙｚｆ４（ｘ）
其中 ｘ∈Ｆｎ２，ｙ，ｚ∈Ｆ２．

由引理１，Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）是 Ｂｅｎｔ函数当且仅当对任意
的非零向量（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｆｎ２×Ｆ２×Ｆ２，布尔函数
（Ｄ（ａ，ｂ，ｃ）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＋Ｆ（ｘ＋ａ，ｙ＋ｂ，ｚ＋ｃ）

＝（１＋ｙ）（１＋ｚ）ｆ１（ｘ）＋ｙ（１＋ｚ）
·ｆ２（ｘ）＋（１＋ｙ）ｚｆ３（ｘ）＋ｙｚｆ４（ｘ）
＋（１＋ｙ＋ｂ）（１＋ｚ＋ｃ）·ｆ１（ｘ＋ａ）
＋（ｙ＋ｂ）（１＋ｚ＋ｃ）ｆ２（ｘ＋ａ）
＋（１＋ｙ＋ｂ）（ｚ＋ｃ）ｆ３（ｘ＋ａ）
＋（ｙ＋ｂ）（ｚ＋ｃ）ｆ４（ｘ＋ａ）

是平衡的．下面我们按照 ａ，ｂ，ｃ的取值分情况来讨论
（Ｄ（ａ，ｂ，ｃ）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）是平衡函数的等价条件．

当 ａ＝０且 ｂ＝１，ｃ＝０时，（Ｄ（０，１，０）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）＝（１
＋ｚ）（ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ））＋ｚ（ｆ３（ｘ）＋ｆ４（ｘ））作为（ｎ＋２）元
函数是平衡的当且仅当 ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）‖ｆ３（ｘ）＋ｆ４（ｘ）是
（ｎ＋１）元平衡布尔函数．

当 ａ＝０且 ｂ＝０，ｃ＝１时，（Ｄ（０，０，１）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）＝（１
＋ｙ）（ｆ１（ｘ）＋ｆ３（ｘ））＋ｙ（ｆ２（ｘ）＋ｆ４（ｘ））是平衡的，当且
仅当 ｆ１（ｘ）＋ｆ３（ｘ）‖ｆ２（ｘ）＋ｆ４（ｘ）是（ｎ＋１）元平衡布
尔函数．

当 ａ＝０且 ｂｃ＝１时，
（Ｄ（０，１，１）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）＝（１＋ｙ＋ｚ）（ｆ１（ｘ）＋ｆ４（ｘ））

＋（ｙ＋ｚ）（ｆ２（ｘ）＋ｆ３（ｘ））
是平衡的，当且仅当 ｆ１（ｘ）＋ｆ４（ｘ）‖ｆ２（ｘ）＋ｆ３（ｘ）是（ｎ
＋１）元平衡布尔函数．
当 ａ≠０且 ｂ＝ｃ＝０时，
（Ｄ（ａ，０，０）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）
＝Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＋Ｆ（ｘ＋ａ，ｙ，ｚ）
＝（１＋ｙ）（１＋ｚ）（Ｄａｆ１）（ｘ）＋ｙ（１＋ｚ）（Ｄａｆ２）（ｘ）
＋（１＋ｙ）ｚ（Ｄａｆ３）（ｘ）＋ｙｚ（Ｄａｆ４）（ｘ）．

因为 ｆｉ（ｉ＝１，２，３，４）是Ｂｅｎｔ函数，又由引理１可知，对任
意的非零向量 ａ≠０，（Ｄａｆｉ）（ｘ）是平衡的．因此函数
（Ｄ（ａ，０，０）Ｆ）（ｘ）＝（Ｄａｆ１）（ｘ）‖（Ｄａｆ２）（ｘ）‖（Ｄａｆ３）（ｘ）‖
（Ｄａｆ４）（ｘ）也是平衡的．

当 ａ≠０且 ｂ＝１，ｃ＝０时，
（Ｄ（ａ，１，０）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）＝（１＋ｙ）（１＋ｚ）（Ｄａｆ１）（ｘ）

＋（１＋ｚ）ｆ１（ｘ＋ａ）
＋ｙ（１＋ｚ）（Ｄａｆ２）（ｘ）＋（１＋ｚ）ｆ２（ｘ＋ａ）

＋（１＋ｙ）ｚ（Ｄａｆ３）（ｘ）＋ｚｆ３（ｘ＋ａ）
＋ｙｚ（Ｄａｆ４）（ｘ）＋ｚｆ４（ｘ＋ａ）．

因此 ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ＋ａ）‖ｆ２（ｘ）＋ｆ１（ｘ＋ａ）‖ｆ３（ｘ）＋
ｆ４（ｘ＋ａ）‖ｆ４（ｘ）＋ｆ３（ｘ＋ａ）是（ｎ＋２）元平衡布尔函数．

由引理２知，这等价于 ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ＋ａ）‖ｆ３（ｘ）＋ｆ４（ｘ＋ａ）
是（ｎ＋１）元平衡布尔函数，也等价于 ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ＋ａ）

‖ｆ４（ｘ）＋ｆ３（ｘ＋ａ）是（ｎ＋１）元平衡布尔函数．
同理可得，当 ａ≠０且 ｂ＝０，ｃ＝１时，我们需要

ｆ１（ｘ）＋ｆ３（ｘ＋ａ）‖ｆ２（ｘ）＋ｆ４（ｘ＋ａ）是（ｎ＋１）元平
衡布尔函数，或者 ｆ１（ｘ）＋ｆ３（ｘ＋ａ）‖ｆ４（ｘ）＋ｆ２（ｘ＋
ａ）是（ｎ＋１）元平衡布尔函数；当 ａ≠０且 ｂｃ＝１时，我
们需要 ｆ１（ｘ）＋ｆ４（ｘ＋ａ）‖ｆ２（ｘ）＋ｆ３（ｘ＋ａ）是（ｎ＋
１）元平衡布尔函数，或者 ｆ１（ｘ）＋ｆ４（ｘ＋ａ）‖ｆ３（ｘ）＋
ｆ２（ｘ＋ａ）是（ｎ＋１）元平衡布尔函数．
综上所述，对任意非零向量（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｆｎ２×Ｆ２×Ｆ２，

布尔函数（Ｄ（ａ，ｂ，ｃ）Ｆ）（ｘ，ｙ，ｚ）是平衡的等价于对集合｛２，
３，４｝的任一置换σ 和任意向量 ａ∈ Ｆｎ２，ｆ１（ｘ）＋
ｆσ（２）（ｘ＋ａ）‖ｆσ（３）（ｘ）＋ｆσ（４）（ｘ＋ａ）是平衡的．因此定理得
证． 证毕

注：（１）设 ｎ≥４，ｕ，ｖ∈Ｆｎ２是两个线性独立的非零向量，Ｕ＝＜ｕ，

ｖ＞⊥表示 ｕ，ｖ生成的Ｆ２上的二维子空间的对偶空间．文献［２４］的定
理７证明了 ｎ元Ｂｅｎｔ函数 ｆ关于空间Ｕ分解成４个具有至多５个谱
值的布尔函数；而且每个函数都是 Ｂｅｎｔ的当且仅当 Ｄｕ（Ｄｖ珓ｆ）≡１，其
中珓ｆ为ｆ的对偶函数．这里的刻画需要借助对偶函数珓ｆ的性质．文献
［２４］还证明了的确存在 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数不能分解成 ４个（ｎ－２）元

Ｂｅｎｔ函数的情形，即这种函数不能由任何４个（ｎ－２）元 Ｂｅｎｔ函数级
联而成；（２）设 ｆ１，ｆ２和 ｆ３是 ｎ元Ｂｅｎｔ函数．文献［２６］定理１给出了 ｆ１
（ｘ）‖ｆ２（ｘ）‖ｆ２（ｘ）‖ｆ３（ｘ）是 Ｂｅｎｔ函数的两个充要条件．在本文定
理１中令 ｆ２（ｘ）＝ｆ３（ｘ），立即可得到文献［２６］定理１．因此它可看作
本文定理１的一个特例．

根据定理 １，我们提出下面的级联 Ｂｅｎｔ函数生成
Ｂｅｎｔ函数的迭代构造．

推论１ 设 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）是 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数，向量
ａ∈Ｆｎ２．那么（ｎ＋２）元布尔函数

ｆ（ｘ）‖ｆ（ｘ＋ａ）‖ｇ（ｘ）‖ｇ（ｘ＋ａ）＋１
是 Ｂｅｎｔ函数．

证明 由定理１，要证明（ｎ＋２）元布尔函数ｆ（ｘ）

‖ｆ（ｘ＋ａ）‖ｇ（ｘ）‖ｇ（ｘ＋ａ）＋１是 Ｂｅｎｔ函数，只需证
明对任意向量 ｂ∈Ｆｎ２，（ｎ＋１）元布尔函数
ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）‖ｇ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１，
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ｂ）‖ｆ（ｘ＋ａ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１

和 ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１‖ｆ（ｘ＋ａ）＋ｇ（ｘ＋ｂ）
都是平衡的．

由于 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）是 Ｂｅｎｔ函数，对任何向量 ｂ∈
Ｆｎ２＼｛ａ｝，ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）和 ｇ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）
都是平衡的，因此 ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）‖ｇ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋
ａ＋ｂ）＋１是平衡的．当 ａ＝ｂ时ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）≡
０且 ｇ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１≡１，因此在这种情形下 ｆ
（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）‖ｇ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１也是平
衡的．
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设 Ｖ＝｛ｘ∈Ｆｎ２｜ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ｂ）＝１｝，则
｛ｘ｜ｆ（ｘ＋ａ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１＝０｝＝｛ａ＋ｘ｜ｘ∈Ｖ｝．
这表明 ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ｂ）和 ｆ（ｘ＋ａ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１
的支集所含向量的数目之和为２ｎ，也就是说（ｎ＋１）元
布尔函数ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ｂ）‖ｆ（ｘ＋ａ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１
是平衡的．

同理可证 ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１‖ｆ（ｘ＋ａ）＋
ｇ（ｘ＋ｂ）也是平衡的． 证毕

在推论１中令 ａ＝０，可得下面结论．这种构造方法
曾被用来研究Ｂｅｎｔ函数的正规扩张．

推论２［２１］ 设 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）是 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数．那
么（ｎ＋２）元布尔函数

ｆ（ｘ）‖ｆ（ｘ）‖ｇ（ｘ）‖ｇ（ｘ）＋１
是Ｂｅｎｔ函数．

文献［２２］也讨论了推论２中的构造，并且考虑了生
成的Ｂｅｎｔ的计数问题．

在推论１中令 ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋ｂ），ｂ∈Ｆｎ２，得到下面
函数的构造．

推论３ 设 ｆ（ｘ）是 ｎ元Ｂｅｎｔ函数，向量 ａ，ｂ∈Ｆｎ２．
那么（ｎ＋２）元布尔函数

ｆ（ｘ）‖ｆ（ｘ＋ａ）‖ｆ（ｘ＋ｂ）‖ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１
是Ｂｅｎｔ函数．

文献［２３］定理３．６在向量 ａ，ｂ∈Ｆｎ２满足
ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋ａ）＋ｆ（ｘ＋ｂ）＋ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）＝１

时，即 ｆ（ｘ）的二阶导函数满足（Ｄｂ（Ｄａｆ））（ｘ）＝１的条
件下，证明了推论 ３中构造的（ｎ＋２）元布尔函数是
Ｂｅｎｔ的．这是一个较强的限制，有很多 ｎ元Ｂｅｎｔ函数并
不满足这个性质，如文献［２４］中引理３给出的变元数 ｎ
≥８的Ｂｅｎｔ函数类，这些函数的所有的二阶离散导函数
都不是常数．因此文献［２３］定理３．６不能用这些 ｎ元
Ｂｅｎｔ函数构造（ｎ＋２）元Ｂｅｎｔ函数，但是推论３却可以
用它们来构造（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数．这说明文献［２３］中
定理３．６只是推论３的一个特例．

我们在推论１中提出的 Ｂｅｎｔ函数的迭代构造方法
统一并推广了以前的两个迭代构造（即推论 ２和文献
［２３］定理３．６）．

下面我们将讨论推论１生成的 Ｂｅｎｔ函数的代数次
数．

命题１ 当 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）中仅有一
个函数的代数次数达到最优时，由推论 １构造的（ｎ＋
２）元Ｂｅｎｔ函数也具有最优的代数次数．

证明 构造的（ｎ＋２）元Ｂｅｎｔ函数可表示为
（１＋ｙ）（１＋ｚ）ｆ（ｘ）＋ｙ（１＋ｚ）ｆ（ｘ＋ａ）＋（１＋ｙ）ｚｇ（ｘ）
＋ｙｚ（ｇ（ｘ＋ａ）＋１）＝ｆ（ｘ）＋ｚ（ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ））＋ｙＤａｆ（ｘ）

＋ｙｚ（Ｄａｆ（ｘ）＋Ｄａｇ（ｘ）＋１）

其中 ｘ∈Ｆｎ２，ｙ，ｚ∈Ｆ２．不失一般性，我们假设 Ｂｅｎｔ函数
ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）满足 ｄｅｇ（ｆ）＝ｎ／２且 ｄｅｇ（ｇ）＜ｎ／２时，则

ｄｅｇ（ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ））＝ｎ／２，
ｄｅｇ（Ｄａｆ）（ｘ）≤ｎ／２－１，
ｄｅｇ（Ｄａｇ）（ｘ）＜ｎ／２－１．

从上面的表达式可以看出，所构造的（ｎ＋２）元
Ｂｅｎｔ函数的代数次数为 ｎ／２＋１． 证毕

一般地，我们并不一定要求 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）中仅有一
个函数的代数次数达到最优，在 ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）的代数次
数等于 ｎ／２时同样能证明命题１中的结论成立．然而，
由推论３生成的任何Ｂｅｎｔ函数的代数次数都不可能达
到最优．这是因为
（１＋ｙ）（１＋ｚ）ｆ（ｘ）＋ｙ（１＋ｚ）ｆ（ｘ＋ａ）＋（１＋ｙ）ｚｆ（ｘ＋ｂ）
＋ｙｚ（ｆ（ｘ＋ａ＋ｂ）＋１）＝ｆ（ｘ）＋ｚ（Ｄｂｆ）（ｘ）＋ｙ（Ｄａｆ）（ｘ）

＋ｙｚ（Ｄａ（Ｄｂｆ））（ｘ）＋ｙｚ
其中 ｄｅｇ（（Ｄｂｆ）（ｘ））≤ｎ／２－１，ｄｅｇ（（Ｄａｆ）（ｘ））≤ｎ／２－
１和 ｄｅｇ（Ｄａ（Ｄｂｆ））（ｘ）≤ｎ／２－２，因此推论３构造的（ｎ
＋２）元 Ｂｅｎｔ函数代数次数不超过 ｎ／２．

４ 结束语

本文研究了级联４个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数构造（ｎ＋２）
元 Ｂｅｎｔ函数的相关问题，建立了由４个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数
构造（ｎ＋２）元 Ｂｅｎｔ函数的一个充要条件．提出了一种
Ｂｅｎｔ函数的迭代构造方法，这种方法统一并推广了以
前的两种Ｂｅｎｔ函数的构造．反复运用这种方法，可以由
低变元的代数次数最优 Ｂｅｎｔ函数构造高变元的代数次
数最优 Ｂｅｎｔ函数．本文所构造的 Ｂｅｎｔ函数与其它方法
构造的 Ｂｅｎｔ函数的关系如不等价性是下一步的一个研
究方向．
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