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� � 摘 � 要: � 采用物理光学方法计算电大目标散射场时,模型间的二次散射场需要单独考虑. 本文在物理光学方法

的基础上,推导了用于计算 NURBS( Non Uniform Rational B�Spline)模型间二次散射场的四重积分公式. 该四重积分公式

的求解是计算二次散射场的关键,因此又提出一种求解四重积分公式的方法:四重Ludwig算法. 算例可以证明所推导

的计算公式以及所提出的 Ludwig四重积分算法的有效性.
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Abstract: � When PO( Phy sical Optics) method is used to calculate the scattered field of electrically large objects, the double

reflection between two objects should be considered independently. The quadruple integration used to compute the double reflection

between two perfect conducting objects modeled by NURBS surfaces was derived by PO approximation. The quadruple Ludwig al�
gorithm was presented to compute the quadruple integration which is the key of the computation of the double reflected field. The

example shows that the formula and the integration are both valid.
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1 � 引言

� � PO(物理光学) 方法是一种高频近似方法,能够快

速而有效地求解电大目标的散射场.但是基于高频方法

的局部性原理,此方法没有考虑到多个目标之间或复杂

目标各个部件之间的相互作用.实际的某些复杂目标上

可能存在类似于曲面二面角的结构,比如导弹、飞机的

尾翼等.为了提高计算精度, 曲面之间的多次散射作用

还需单独考虑.

1977年, E F Knott 首次提出了 GO(几何光学 )�PO
混合方法,用于求解矩形平板二面角反射器的二次散射

场[ 1] . 1987年, T Griesser等人在 Knott 提出的 GO�PO 方
法基础上, 采用 GO�GO�PO 法和 GO�PO�PO 法分析了矩
形二面角反射器三次散射场的计算方法[ 2] . 1999 年,国

内赵维江等人提出了空间内任意放置的两个多边形平

面元之间二次散射场的分析方法,所采用的方法仍然是

GO�PO方法[ 3] . 2003 年, 一些西班牙学者又提出用 GO�
PO方法分析平面曲面二面角(构成二面角的两个面片,

其中一个是平面,另一个是曲面)的二次散射场,且曲面

是通过 NURBS方法建模[ 4] .

上述二次散射分析方法的研究对象至少有一个面

是平面,而实际的目标都是由任意曲面构成的,因此研

究任意曲面之间二次散射作用更具有实际意义.为了能

够准确求解任意曲面之间的二次散射场,本文采用 PO�
PO方法推导了基于 NURBS 方法建模的任意两个曲面

之间二次散射场的计算公式.此公式是一个四重积分公

式,其求解是二次散射场计算的关键. 本文提出一种四

重 Ludwig积分方法,用于求解该四重积分公式.该方法

基于 Ludwig 提出的二重积分方法
[ 5]

, 并将二重积分区

域扩展到四重积分区域.文中的算例证明本文方法的有

效性.
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2 � Bezier面片数学表示

� � 为了简化计算,通常要采用 Cox- De Boor算法[ 6]将

一个 NURBS 曲面转换成若干 Bezier 曲面. Bezier曲面的

数学表达式为:
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式中, bij是控制点, wij是控制点的权. m和 n 是曲面的

维数, Bmi ( t )和 Bnj ( t)是 Bernstein 多项式,其表达式由下

式确定: B
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3 � 任意曲面之间的二次散射分析

� � 假设所求为曲面 1到曲面 2的二次散射场.根据物

理光学近似方法,入射波照射到曲面 1 上时, 曲面 1的

表面电流在曲面 2上任意一点 r 2处的散射磁场分量可

以表示为:

Hi1( r2) = � s1

2�G( F2, F1) # [ n
^

1 # Hi ( r2) ] ds1 ( 2)

式中, Hi 为入射平

面波磁场分量; s1

为曲面 1 上可以被

入射波照射到的部

分; r 1 为 s1 上一点

的位置矢量; n
^

1 为

r 1处的表面单位法

向矢量; G ( R)为自

由空间的格林函数. 式( 2)求得的散射场 Hi1可作为曲

面2 的入射场. 经 PO 近似后, 可求得曲面 2 的单站

RCS,即曲面 1到曲面 2 二次散射场表达式为:
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上式是将直角坐标系转换到NURBS 曲面自身坐标系后

的结果; s1和 s2的取值区间均为( 0, 1) # ( 0, 1) ; e
^

r 为接

收天线的极化方向; h
^

i 为入射磁场极化方向;  为入射

波波长; k 为入射波波数; r , i 指向入射平面波的传播

方向.

对于电大目标,由于 jk � 1
r 2- r1

,所以

jk-
1

r2- r 1
 jk ( 4)

则式( 3)可以变形成如下形式:
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4 � 四重 Ludwig算法

� � Ludwig算法是 A C Ludwig于 1968年提出的一种数

值积分方法[ 5] ,专门用于计算电磁场中的二重积分方

程.为了计算形如式( 6) 的四重积分方程, 本文将提出

一种四重 Ludwig 积分方法, 该方法沿用二重 Ludwig 积

分方法的思想,并将二重积分区域扩展到四重积分区

域.算法的求解过程如下:

( 1)将曲面 s2分成小面片 s2, m2, n 2
, m2= 1, ∀M 2, n 2

= 1, ∀N 2,令:

I =  
M2

m
2
= 0
 
N2

n
2
= 0

�Im
2
n
2

( 9)

式中:

�Im
2
n
2
= �s

2
, m

2
n
2
�s

1

F( u 1, v 1, u 2, v 2) e
jk∀( u

1
, v

1
, u

2
, v

2
)

du1, dv1 , du 2, dv 2 ( 10)

采用 Ludwig可以求得 �Im
2
n
2
的结果为:
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(2)根据下面的公式可以求解式( 12) ~ 式( 17)中的
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%采用 Ludwig积分方法求解下式:
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(3)根据式,将曲面 s2上所有面片的贡献相加既可

得到式的结果.最后,式 ( 10) ~ 式 ( 20 )就是计算形如式

的四重 Ludwig算法.后面的算例将证明其有效性.

5 � 计算实例

� � 算例 1 � 夹角为 90 度的二面角

图 2 为 90 度二面角.

入射波的频率为 9. 4GHz,

垂直极化, 水平扫描. 每块

平板均为正方形, 边长为

5!6 .图 3是分别采用本文

的 PO�PO方法、GO�PO方法
的计算结果和实测值[ 1]的

比较. 从图中明显可以看

出,相对于 GO�PO方法, PO�PO方法更接近测量值,在 &

= 45∋这一二次散射最强的角度尤为明显.

算例 2 � 夹角为 90 度的两个圆柱体

夹角为 90 度的两个圆柱体 NURBS 模型如图 4 所

示.入射波频率为 300MHz,垂直极化,水平扫描. 两个圆

柱体的半径均为 2m ,高均为 4m,第一个圆柱体的两个

底面中心坐标分别为( 2, 0, 0)、( 2, 4, 0) ;第二个圆柱体

的两底面中心坐标分别为( 4, - 4, 0)、( 8, - 4, 0) .图 5

所示为此模型的矩量法结果与 PO方法结果对比, 其中

在 &= (0, 90
0
)范围内考虑了圆柱面之间的二次散射作

用,在 &= (180∋, 270∋)范围内考虑了两个圆柱体底面之
间的二次散射作用.在相同的计算机环境下,以商业软

件 FEKO 采用矩量法计算时间为 42小时 24分,以本文

考虑了二次散射作用的 PO方法计算时间为 2小时 30

分钟,随着计算量的增加, 本文方法计算时间的优势将

更加明显.

算法 3 � F22模型

图 6 为 F22飞机的缩比模型,缩比系数为 10. 该模

型由 83个 NURBS面片组成,全长大概 170cm.入射波的

频率为 3GHz,垂直极化,垂直扫描, ∋为 0 度的方向垂

直于机身的背部. 图 7 为考虑了二次散射的单站 RCS

计算结果.
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6 � 结论

� � 从文中算例可以看出, 本文的 PO�PO 方法结果与
实测结果以及矩量法结果均吻合较好,且本文方法的

计算时间远远少于矩量法. 从而说明本文提出的方法

是有效的.

虽然已有的 GO�PO方法也可以用于计算电大目标
的二次散射效应, 但是该方法的研究对象限于两个面

片中有一个面是平面的情况.但是实际的目标表面都

是由任意曲面拟合而成的, 因此本文的可以用于计算

任意曲面之间二次散射场的 PO�PO方法具有非常实际
的工程意义.

同时,本文的方法也可以用于计算平面之间的二

次散射场,且计算精度要高于 GO�PO 方法,这一点可以

从算例 1可以看出. 这是由于: 1) PO�PO 方法采用近场
计算公式求解面片 1表面的感应电流在面片 2表面的

散射场,相对于 GO�PO方法的远场近似,精度有很大的

提高; 2) GO方法只限于处理镜面反射这种散射机理,即

反射角等于入射角的射线,而实际上, 散射是分布在具

有有限振幅和宽度的散射波瓣内,所以 GO 方法结果的

误差要高于 PO 方法.
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