
一种基于分治的三维匹配问题 ＤＮＡ计算算法

周 旭１，李肯立２，乐光学１，２，杨志邦２

（１．嘉兴学院数学与信息工程学院，浙江嘉兴 ３１４００１；２．湖南大学计算机间与通信学院，湖南长沙 ４１００８２）

摘 要： 本文基于ＡｌｄｅｍａｎＬｉｐｔｏｎ模型的生物操作与粘贴模型的解空间，提出一种三维匹配问题的 ＤＮＡ计算新
模型；同时基于此模型和传统计算机中分治策略，提出一种求解三维匹配问题的ＤＮＡ计算新算法．将提出的算法与已
有文献结论的对比分析表明：本算法将穷举算法中的 ＤＮＡ链数从 Ｏ（２ｎ）减少至 Ｏ（２ｎ／２）≈Ｏ（１４１４ｎ），同时生物操作
数由 Ｏ（ｎ２）减少至 Ｏ（１５ｎ＋３０ｑ），测试试管数由所需的 Ｏ（ｎ）减少至 Ｏ（１），最大链长由 Ｏ（１５ｎ＋４５ｑ）减少至 Ｏ（１５ｎ／
２＋４５ｑ）．因此，本算法理论上在试管级生化反应条件下能将求解三维匹配问题的规模从６７（２６７≈１０２２）提高到１３４（６７
×２＝１３４）．同时，与传统的穷举搜索算法相比，该算法具有高效的空间利用率及容错技术的优点．
关键词： ＤＮＡ计算；三维匹配问题；分治策略；ＮＰ完全问题
中图分类号： Ｔ１８ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１０）０８１８３１０６

ＡＮｅｗＤＮＡＣｏｍｐｕｔｉｎｇ′ｓＡｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ３ＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍ
ＢａｓｅｄｏｎＤｉｖｉｄｅａｎｄＣｏｎｑｕｅｒＳｔｒａｔｅｇｙ

ＺＨＯＵＸｕ１，ＬＩＫｅｎｌｉ２，ＹＵＥＧｕａｎｇｘｕｅ１，２，ＹＡＮＧＺｈｉｂａｎｇ２
（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＪｉａｘｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｊｉａｘｉｎｇ，Ｚｈｅｊｉａｎｇ３１４００１，Ｃｈｉｎａ；

２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，ＨｕｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ，Ｈｕｎａｎ４１００８２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｔｐｒｅｓｅｎｔ，ｉｔｉｓｈｏｗｔｏｄｅｃｒｅａｓｅｔｈｅＤＮＡｖｏｌｕｍｅｔｈａｔｐｌａｙｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｏｌｅｉｎｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆＤＮＡｃｏｍ
ｐｕｔｉｎｇ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｆｏｒｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｔｏｒｅｄｕｃｅｔｈｅＤＮＡｖｏｌｕｍｅｏｆ３ＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍｗｈｉｃｈｉｓａｆａｍｏｕｓＮＰｃｏｍ
ｐｌｅｔｅｐｒｏｂｌｅｍ，ａｎｉｍｐｒｏｖｅｄＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｉｎＡｄｌｅｍａｎＬｉｐｔｏｎ′ｓｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｐａｃｅｏｆｔｈｅ
ｓｔｉｃｋｅｒｂａｓｅｄｍｏｄｅｌｉｓｐｕｔｆｏｒｗａｒｄ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｄｉｖｉｄｅａｎｄｃｏｍｑｕｅｒｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｉｎｔｏｔｈｅＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｎｄａｎｅｗＤＮＡｃｏｍｐｕｔ
ｉｎｇ′ｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｉｎａｃｏｍｐｕｔｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ｔｈｅＤＮＡｓｔｒａｎｄｓｏｆｍａｘｉｍｕｍｎｕｍｂｅｒｒｅｑｕｉｒｅｄｗａｓＯ（１．４１４ｎ），ｔｈｅｔｉｍｅ
ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｗａｓＯ（１５×ｎ＋３０×ｑ），ｔｈｅｔｅｓｔｔｕｂｅｃｏｍｐｌｅｓｉｔｙｗａｓＯ（１）ａｎｄｔｈｅｌｏｎｇｅｓｔＤＮＡｓｔｒａｎｄｗａｓＯ（１５ｎ／２＋４５ｑ）．
Ｈｅｎｃｅ，ｔｈｅｓｃａｌｅｏｆ３ＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍｍａｙｂｅｅｎｌａｒｇｅｄｆｒｏｍ６７ｔｏ１３４．Ｔｈｉｓｎｅｗａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｈｉｇｈｌｙｓｐａｃｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ａｎｄｅｒｒｏｒｔｏｌｅｒａｎｔｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｂｒｕｔｅｆｏｒｃｅｓｅａｒｃｈｉｎｇ，ａｎｄｃａｎｂｅｓｃａｌｅｄｕｐｔｏｓｏｌｖｅｌａｒｇｅａｎｄｈａｒｄ３Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ＭａｔｃｈｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍ．Ｂｙｔｈｅａｐｐｒｏａｃｈ，ｗｅｃａｎａｌｓｏｓｈｏｗＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇ′ｓｖａｓｔｐｏｔｅｎｔｉａｌｓｆｏｒｒｅｓｏｌｖｉｎｇＮＰｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇ；３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ；ｄｉｖｉｄｅａｎｄｃｏｎｑｕｅｒ；ＮＰｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｂｌｅｍ

１ 引言

１９９４年 Ａｄｌｅｍａｎ［１］开创性地提出了 ＤＮＡ计算模型
之后，ＤＮＡ计算与 ＤＮＡ计算模型的研究形成了理论计
算机科学、数学和生物学领域的一个新的研究热点，吸

引了众多计算机科学家和生物学家的研究兴趣，用

ＤＮＡ计算解决的数学问题的种类也迅速增长［２～１０］．
ＤＮＡ计算以其具有的海量存储和并行运算能力从

理论上可克服电子计算机存储量小与运算速度慢的不

足［１１］．目前为止，一个测试试管已可产生 １０２２条 ＤＮＡ
链，它可使１０２２位数据以数据并行的方式并行运行［１２］．

因此，ＤＮＡ计算可提供相当于１０２２个处理单元的并行性
和 Ｏ（１０２２）的存储空间［１３，１４］．

三维匹配问题（３ＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍ，简城
３ＤＭａｔｃｈｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍ）［１５］作为六个经典的 ＮＰ完全问题
之一，在分配，调度，交通和网络流等领域有着广泛的应

用．然而现有求解大规模三维匹配问题的方法在传统计
算机上的计算时间都不能令人满意．

文献［１６］提出的三维匹配问题的 ＤＮＡ计算算法基
于穷举算法，算法所需ＤＮＡ分子链数为 Ｏ（２ｎ）．从公开
出版的文献看，目前尚无解决三维匹配问题既具较低

ＤＮＡ空间复杂性又具生化实验可行性的 ＤＮＡ计算算
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法．为此，在文献［１６］工作的基础上，本文对三维匹配问
题的ＤＮＡ计算算法中的可扩展性问题进行了较深入的
探索，主要工作可概述为：

（１）为了提高求解三维匹配问题的 ＤＮＡ计算算法
的可扩展性，本文基于 ＡｌｄｅｍａｎＬｉｐｔｏｎ模型的操作与粘
贴模型的解空间，提出一种求解三维匹配问题的 ＤＮＡ
计算新模型．

（２）借鉴传统计算中分治策略，提出一种三维匹配
问题的ＤＮＡ计算新算法，设计了解空间生成器，三维匹
配预搜索器及三维匹配搜索器．

该算法在生物操作数由 Ｏ（ｎ２）减少至 Ｏ（１５ｎ＋
３０ｑ），测试试管数由所需的 Ｏ（ｎ）减少至 Ｏ（１），最大链
长由 Ｏ（１５ｎ＋４５ｑ）减少至 Ｏ（１５ｎ／２＋４５ｑ），ＤＮＡ链数
由 Ｏ（２ｎ）减小至 Ｏ（１４１４ｎ）．
２ 求解三维匹配问题的ＤＮＡ计算模型

２．１ 问题描述［１５］

给定具有 ｑ个元素互不相交的集合Ｘ、Ｙ、Ｚ，其中
Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｑ｝，Ｙ＝｛ｙ１，…，ｙｑ｝，Ｚ＝｛ｚ１，…，ｚｑ｝．集合
ＷＸ×Ｙ×Ｚ，Ｗ＝｛（ｘｋ，ｙｌ，ｚｍ）｜ｘｋ∈Ｘ，ｙｌ∈Ｙ，ｚｍ∈
Ｚ，其中１≤ｋ，ｌ，ｍ≤ｑ｝，定义｜Ｗ｜＝ｎ代表集合Ｗ中元
素个数（１≤ｎ≤ｑ）．我们从 Ｗ中找出一个匹配Ｗ１Ｗ，
匹配｜Ｗ１｜≤ｎ，并且匹配 Ｗ１中没有任意两个三元组的
符号在同一坐标是相同的．三维匹配问题就是找出集
合 Ｗ的最小三维匹配．

给定集合 Ｘ＝｛１，２｝，Ｙ＝｛３，４｝，Ｚ＝｛５，６｝，Ｗ＝
｛（１，３，５），（２，４，６），（２，３，６），（１，４，５）｝．得到集合 Ｗ三
维匹配的解为Ｗ１＝｛（１，３，５），（２，４，６）｝或｛（２，３，６），（１，
４，５）｝．
２．２ ＤＮＡ计算新模型

本文提出了一种基于文献［３］中提出的 ＤＮＡ计算
模型的解决三维匹配问题的新模型．该模型基于粘贴
模型（Ｓｔｉｃｋｅｒｍｏｄｅｌ）［１７］的解空间，同时对 ＡｄｌｅｍａｎＬｉｐｔｏｎ
模型［２～５］中的生物操作进行了适当的扩展，兼具 Ａｄｌｅ
ｍａｎＬｉｐｔｏｎ模型和粘贴模型（Ｓｔｉｃｋｅｒｍｏｄｅｌ）的优点，具有
随机存储能力，杂交后误解率较低，生化试验可行性高

等优点．
２．２．１ ＤＮＡ计算新模型解空间

本文ＤＮＡ计算新模型基于粘贴模型的解空间．如
式１，集合 Ｘ、Ｙ、Ｚ分别用ｑ位的二进制串ｘｉ１ｘｉ２…ｘｉｑ、ｙｉ１
ｙｉ２…ｙｉｑ、ｚｉ１ｚｉ２…ｚｉｑ标示，其中 ｘｉｋ、ｙｉｌ、ｚｉｍ标示集合Ｘ、Ｙ、Ｚ
中的元素ｘｋ、ｙｌ、ｚｍ是否在可能的三维匹配中（ｉ∈｛０，
１｝，１≤ｋ，ｌ，ｍ≤ｑ）．ｘ１ｋ、ｙ１ｌ、ｚ１ｍ代表元素ｘｋ、ｙｌ、ｚｍ在可
能的三维匹配中，ｘ０ｋ、ｙ０ｌ、ｚ０ｍ代表元素ｘｋ、ｙｌ、ｚｍ不在可
能的三维匹配中．

对于任一给定的集合：Ｗ＝｛Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ｝，则可

用一个 ｎ位二进制串ｗｉ１ｗｉ２…ｗｉｎ表示一种可能的三维
匹配方案，ｗｂ标示Ｗ中第ｂ个元素（１≤ｂ≤ｎ），ｉ标示
元素ｗｂ是否在三维匹配中（ｉ∈｛０，１｝）．令 ｗ１ｂ代表元素
Ｗｂ在可能的三维匹配Ｗ１中，ｗ０ｂ代表元素Ｗｂ不在可能
的三维匹配Ｗ１中．匹配 Ｗ１＝｛ｗ１，ｗ２，ｗ３｝可用二进制
串“ｗ１１ｗ１２ｗ１３”表示．因此，三维匹配问题可以转化为求满
足条件且含１最少的二进制串．

Ｘ→ｘｉ１ｘｉ２…ｘｉｑ；Ｙ→ｙｉ１ｙｉ２…ｙｉｑ
Ｚ→ｙｉ１ｙｉ２…ｙｉｑ；Ｗ→ｗｉ１ｗｉ２…ｗ

{ ｉ
ｎ
，ｉ∈｛０，１｝ （１）

２．２．２ ＤＮＡ计算新模型生物操作
将三维匹配问题的输入编码成ＤＮＡ碱基序列并生

成解空间后，本文的基本生化操作可描述如下：

■添加（Ａｐｐｅｎｄ）：分为添加一特定 ＤＮＡ链与添加特
定长度的 ＤＮＡ片段两种添加操作，即 ＡｐｐｅｎｄＳｔｒａｎｄ（Ｔ，
Ｚ）和ＡｐｐｅｎｄＬｅｎｇｔｈ（Ｔ，ｋ）．

■荧光标记（Ｃｏｌｏｒ）：操作 Ｃｏｌｏｒ（Ｔ，Ｃ）中给定试管
Ｔ，对试管中的所有ＤＮＡ链添加颜色为 Ｃ的荧光素．

■抽取（Ｅｘｔｒａｃｔ）：分为按照特定 ＤＮＡ片段进行抽取
与按照链长进行抽，即 ＥｘｔｒａｃｔＳｔｒａｎｄ（Ｔ，Ｓ）和 Ｅｘｔｒａｃｔ
Ｌｅｎｇｔｈ（Ｔ）．

■ＡｄｌｅｍａｎＬｉｐｔｏｎ模型中生物操作：合并（Ｍｅｒｇｅ），检
测（Ｄｅｔｅｃｔ），复制（Ａｍｐｌｉｆｙ），读取（Ｒｅａｄ）与丢弃（Ｄｉｓｃａｒｄ）．
３ 三维匹配问题的ＤＮＡ计算算法
３．１ 三维匹配问题的ＤＮＡ计算算法

基于分治策略，根据ＤＮＡ操作的处理特性［１８，１９］，求
解三维匹配问题的算法用ＤＮＡ分子操作实现的基本过
程描述如下：

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ３．１：三维匹配问题ＤＮＡ计算算法框架
１．将集合 Ｗ＝（ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ）平均分到集合 Ｗ１＝（ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ／２）
与集合 Ｗ２＝（ｗｎ／２＋１，ｗｎ／２＋２，…，ｗｎ）中．在试管 Ｔ０１，Ｔ０２中用 ＤＮＡ
链表示 Ｗ１与 Ｗ２的所有子集．
２．利用预搜索器基于三维匹配问题满足的条件对试管 Ｔ０１与 Ｔ０２中的
解空间进行预搜索，得到三维匹配问题的可满足解空间．
３．对试管 Ｔ０１中每个不同的ＤＮＡ链的前 ｎ／２个不同的子段分别连接
上红颜色的荧光素，在 Ｔ０２中每个不同的 ＤＮＡ链的前 ｎ／２个不同
的子段分别连接上绿颜色的荧光素．
４．三维匹配问题解的搜索过程将相应的ＤＮＡ链转换成等长的链长，
使用荧光标记和凝胶电泳技术，利用并行搜索器对三维匹配问题

问题进行搜索，找出三维匹配问题的解．

本算法将分治策略应用于 ＤＮＡ计算算法中，为实
现解搜索的并行性，采用荧光标记方法，在表示 Ｗ１所
有子集的试管 Ｔ０１中每个不同的 ＤＮＡ链的前 ｎ／２个不
同的子段分别连接上红色的荧光素，而在表示 Ｗ２所有
子集的 Ｔ０２中每个不同的 ＤＮＡ链的前 ｎ／２个不同的子
段分别连接上的绿色的荧光素．以下介绍算法 ３１中
ＤＮＡ子算法的详细设计．
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３．２ 三维匹配问题解空间生成器

首先生成三维匹配问题的解空间，设计了下述解

空间生成器．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ３２：三维匹配问题解空间ＤＮＡ计算算法
ＰｒｏｃｅｄｕｒｅＩｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０，ｎ／２）
输入：空的试管 Ｔ０，集合 Ｗ中元素个数ｎ／２
输出：包含集合 Ｗ中ｎ／２个元素解空间的试管 Ｔ０
１： Ｆｏｒｉ＝１ｄｏｗｎｔｏｎ／２
２： Ａｍｐｌｉｆｙ（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）
３： ＡｐｐｅｎｄＳｔｒａｎｄ（Ｔ１，ｗ１ｉ）
４： ＡｐｐｅｎｄＳｔｒａｎｄ（Ｔ２，ｗ０ｉ）
５： Ｔ０：＝∪（Ｔ１，Ｔ２）．
６： ＥｎｄＦｏｒ
ＥｎｄＰｒｏｃｅｄｕｒｅ

算法 Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０，ｎ／２）需要执行 ｎ／２
次复制操作，ｎ次添加操作，ｎ／２次合并操作，假定序列
每一位的颜色用长度为１５的ＤＮＡ链来表示，那么实现
算法 Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０，ｎ／２）后 ＤＮＡ链长为１５
×ｎ／２，需要试管数为３．
３．３ 三维匹配问题并行搜索器

为了达到并行搜索出解链的目的，设计了三维匹

配问题预搜索器与三维匹配问题搜索器．
３．３．１ 三维匹配问题预搜索器

根据三维匹配问题满足的条件设计的三维匹配问

题预搜索器如下：

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ３．３．１：三维匹配预搜索器的ＤＮＡ计算算法
Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ３ＤＭａｔｃｈｉｎｇ－Ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０，Ｕ）
输入：包含三维匹配问题解空间的试管 Ｔ０，用于对解空间进行搜索

的集合 Ｕ．
输出：三维匹配问题的可满足解．
１： Ｆｏｒｉ＝１ｄｏｗｎｔｏｎ／２
２： ＥｘｔｒａｃｔＳｔｒａｎｄ（Ｔ０，ｗ１ｉ）
３： Ｔ１：＝（Ｔ０，ｗ１ｉ）＋ａｎｄＴ２：＝（Ｔ０，ｗ０ｉ）－．
４： Ｉｆ（Ｄｅｔｅｃｔ（Ｔ１）＝‘ｙｅｓ’）ｔｈｅｎ
５： ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＷｉ＝（ｘｋ，ｙｌ，ｚｍ），１≤ｋ，ｌ，ｍ≤ｑ
６： ＥｘｔｒａｃｔＳｔｒａｎｄ（Ｔ１，ｘ１ｋ）
７： ＴＯＦＦ：＝（Ｔ１，ｘ１ｋ）＋ａｎｄＴＯＮ：＝（Ｔ１，ｘ１ｋ）－．
８： Ｄｉｓｃａｒｄ（ＴＯＦＦ）
９： ＡｐｐｅｎｄＳｔｒａｎｄ（ＴＯＮ，ｘ１ｋ）
１０： ＥｘｔｒａｃｔＳｔｒａｎｄ（ＴＯＮ，ｙ１ｌ）
１１： ＴＯＦＦ：＝（ＴＯＮ，ｙ１ｌ）＋ａｎｄＴＯＮ：＝（ＴＯＮ，ｙ１ｌ）－．
１２： Ｄｉｓｃａｒｄ（ＴＯＦＦ）
１３： ＡｐｐｅｎｄＳｔｒａｎｄ（ＴＯＮ，ｙ１ｌ）
１４： ＥｘｔｒａｃｔＳｔｒａｎｄ（ＴＯＮ，ｚ１ｍ）＋
１５： ＴＯＦＦ：＝（ＴＯＮ，ｚ１ｍ）＋ａｎｄＴＯＮ：＝（ＴＯＮ，ｚ１ｍ）－．
１６： Ｄｉｓｃａｒｄ（ＴＯＦＦ）
１７： ＡｐｐｅｎｄＳｔｒａｎｄ（ＴＯＮ，ｚ１ｍ）
１８： ＥｎｄＩｆ
１９： Ｔ０：＝∪（ＴＯＮ，Ｔ２）．
２０： ＥｎｄＦｏｒ
ＥｎｄＰｒｏｃｅｄｕｒｅ

算法 ３ＤＭａｔｃｈｉｎｇ－Ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０，Ｕ）需要
执行２ｎ次抽取操作，３ｎ／２次添加操作，３ｎ／２次丢弃操

作，ｎ／２次合并操作，算法３４完成后得到的 ＤＮＡ链长
为１５×（ｎ／２＋３ｑ），需要的试管数为４．
３．３．２ 三维匹配问题搜索器

为了搜索三维匹配问题的解，设计三维匹配问题

搜索器如下：

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ３．３．２：三维匹配搜索器的ＤＮＡ计算算法
Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ３Ｄ－Ｍａｔｃｈｉｎｇ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０１，Ｔ０２，Ｕ）
输入：包含三维匹配问题解空间的试管 Ｔ０１，Ｔ０２，用于对解空间进行

搜索的集合 Ｕ＝Ｘ∪Ｙ∪Ｚ．
输出：三维匹配问题的合法解．
１： Ｆｏｒｉ＝１ｔｏ３×ｑ
２： ＥｘｔｒａｃｔＳｔｒａｎｄ（Ｔ０１，ｕ１ｎ／３＋ｉ）
３： Ｔ１：＝（Ｔ０１，ｕ１ｎ／３＋ｉ）＋ａｎｄＴ２：＝（Ｔ０１，ｕ１ｎ／３＋ｉ）－．
４： ＥｘｔｒａｃｔＳｔｒａｎｄ（Ｔ０２，ｕ１ｎ／３＋ｉ）
５： Ｔ３：＝（Ｔ０２，ｕ１ｎ／３＋ｉ）＋ａｎｄＴ４：＝（Ｔ０２，ｕ１ｎ／３＋ｉ）－．
６： ｋ＝２×ｉ
７： ＩＦ（Ｄｅｔｅｃｔ（Ｔ１）＝‘ｙｅｓ’）ｔｈｅｎ
８： ＩＦ（Ｄｅｔｅｃｔ（Ｔ４）＝‘ｙｅｓ’）ｔｈｅｎ
９： ＡｐｐｅｎｄＬｅｎｇｔｈ（Ｔ１，２ｋ－１）．
１０： ＡｐｐｅｎｄＬｅｎｇｔｈ（Ｔ４，２ｋ－１）．
１１： ＥｎｄＩＦ
１２： ＥｎｄＩＦ
１３： ＩＦ（Ｄｅｔｅｃｔ（Ｔ２）＝‘ｙｅｓ’）ｔｈｅｎ
１４： ＩＦ（Ｄｅｔｅｃｔ（Ｔ３）＝‘ｙｅｓ’）ｔｈｅｎ
１５： ＡｐｐｅｎｄＬｅｎｇｔｈ（Ｔ２，２ｋ）．
１６： ＡｐｐｅｎｄＬｅｎｇｔｈ（Ｔ３，２ｋ）．
１７： ＥｎｄＩＦ
１８： ＥｎｄＩＦ
１９： Ｔ０１：＝∪（Ｔ１，Ｔ２）
２０： Ｔ０２：＝∪（Ｔ３，Ｔ４）
２１： ＥｎｄＦｏｒ
２２： Ｔ０１：＝∪（Ｔ０１，Ｔ０２）．
ＥｎｄＰｒｏｃｅｄｕｒｅ

算法３Ｄ－Ｍａｔｃｈｉｎｇ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０１，Ｔ０２，Ｕ）需要执行
６ｑ次抽取操作，６ｑ次复制操作，１２ｑ次添加操作，６ｑ＋１
次合并操作，ＤＮＡ链长度为 Ｏ（４５ｑ＋１５ｎ／２），需要的试
管数为６．
３．４ 三维匹配问题的ＤＮＡ计算算法

将实现算法３．１中步１－４的子算法与前叙各子算
法组成一个整体，得到的三维匹配问题ＤＮＡ计算算法．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ３．４：三维匹配问题的ＤＮＡ计算算法
Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ３ＤＭａｔｃｈｉｎｇ（Ｔ０１，Ｔ０２，ｎ）
输入：空试管 Ｔ０１，Ｔ０２，Ｔ０３．
输出：三维匹配问题的解．
１： Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０１，ｎ／２）ａｎｄ

Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０２，ｎ／２），
２： ３ＤＭａｔｃｈｉｎｇ－Ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０１，Ｘ，Ｙ，Ｚ）ａｎｄ
３ＤＭａｔｃｈｉｎｇ－Ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０２，Ｘ，Ｙ，Ｚ）

３： Ｃｏｌｏｒ（Ｔ０１，Ｒｅｄ）ａｎｄＣｏｌｏｒ（Ｔ０２，Ｇｒｅｅｎ）
４： ３Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ－Ｍａｔｃｈｉｎｇ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０１，Ｔ０２，Ｕ）．
５： Ｉｆ（Ｄｅｔｅｃｔ（Ｔ０１）＝‘ｙｅｓ’）ｔｈｅｎ
６： ＥｘｔｒａｃｔＬｅｎｇｔｈ（Ｔ０１）．
７： Ｒｅａｄ（Ｔ０１）．
８： ＥｎｄＩｆ
ＥｎｄＰｒｏｃｅｄｕｒｅ

定理３．４ 算法３ＤＭａｔｃｈｉｎｇ（Ｔ０１，Ｔ０２，ｎ）可并行求
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解三维匹配问题．
证明 算法３．４第１步执行 Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔ

ｏｒ（Ｔ０１，ｎ／２）与 Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０２，ｎ／２）将集合
Ｗ１和 Ｗ２对应的子集用 ＤＮＡ链表示，并通过两种不同
的荧光素表示来自不同集合的子集．第２步３Ｄｍａｔｃｈ
ｉｎｇ－Ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０１，Ｘ，Ｙ，Ｚ），３ＤＭａｔｃｈｉｎｇ－Ｒｅ
ｓｏｌｖｅｎｔ－Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０２，Ｘ，Ｙ，Ｚ），执行预搜索操作，分别搜
索出试管 Ｔ０１，Ｔ０２中合法的 ＤＮＡ链．第 ３步执行 Ｃｏｌｏｒ
（Ｔ０１，ｒｅｄ）与Ｃｏｌｏｒ（Ｔ０２，ｇｒｅｅｎ）操作对试管 Ｔ０１中每个不同
的ＤＮＡ链的前 ｎ／２个不同的子段分别连接上红色的荧
光素，在 Ｔ０２中的ＤＮＡ链的前 ｎ／２个不同的子段分别连
接上的绿色的荧光素．第 ４步 ３Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ－Ｍａｔｃｈｉｎｇ－
Ｓｅａｒｃｈｅｒ（Ｔ０１，Ｔ０２，Ｕ）．遍历集合 Ｕ中所有的元素，对于
试管 Ｔ０１，Ｔ０２中相应的 ＤＮＡ链末尾添加一段等长的
ＤＮＡ片段．最后把所有可满足的ＤＮＡ链合并到试管 Ｔ０１
中．第５－８步完成最后解链的搜索过程．第５步对试管
Ｔ０１，使用检测操作，若返回‘ｙｅｓ’执行第６－７步．第６步
对试管执行抽取操作，抽取出具有相同链长的 ＤＮＡ链．
第７步使用读取操作，读取链长相同并且具有两种颜色
的ＤＮＡ链信息，最终得到三维匹配问题的解．
３．５ 性能分析与比较

定理 ３．５ 算法 ３．４求解 Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｑ｝，Ｙ＝
｛ｙ１，…，ｙｑ｝，Ｚ＝｛ｚ１，…，ｚｑ｝，集合 ＷＸ×Ｙ×Ｚ，Ｗ＝
｛（ｘｋ，ｙｌ，ｚｍ）｜ｘｋ∈Ｘ，ｙｌ∈Ｙ，ｚｍ∈Ｚ，其中 １≤ｋ，ｌ，ｍ≤
ｑ｝，｜Ｗ｜＝ｎ的三维匹配问题所需要的生物操作数为
Ｏ（１５ｎ＋３０ｑ），测试试管数为 Ｏ（１），最大链长为 Ｏ（４５ｑ
＋１５ｎ／２），ＤＮＡ链数为 Ｏ（２ｎ／２）≈Ｏ（１４１４ｎ）．
证明 算法３４由８步组成，与文献［２～５］的相应

算法类似．在第１步需要执行 ｎ次复制操作，２ｎ次添加
操作，ｎ次合并操作．第２步需要执行需要执行４ｎ次抽
取操作，３ｎ次添加操作，３ｎ次丢弃操作，ｎ次合并操
作．第３步执行２次着色操作．第４步需要需要执行６ｑ
次抽取操作，６ｑ次复制操作，１２ｑ次添加操作，６ｑ＋１次
合并操作．第５步需要需要执行１次检测操作，第６步
需要需要执行１次按 ＤＮＡ链长度抽取操作，第８步需
要需要执行１次读取操作．因此，如式２，该算法总的生
物操作数为１５ｎ＋３０ｑ＋６，因此算法总的生物操作数为
Ｏ（１５ｎ＋３０ｑ）．
Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ－Ｎｕｍ＝（ｎ＋２×ｎ＋ｎ）＋（４×ｎ＋３×ｎ＋３×ｎ＋ｎ）

＋２＋（６×ｑ＋６×ｑ＋１２×ｑ＋６×ｑ＋１）＋１＋１＋１
＝１５×ｎ＋３０×ｑ＋６ （２）

由文献［２～５］中的算法分析可知，算法３２需要试
管数为３，算法３３１需要试管数为４，算法３３２需要
试管数为６，因此，本该算法需要的试管数为３×３＋４×
３＋６＝２７即 Ｏ（１）．由算法３３１与引理３３２的结论，

算法中所有ＤＮＡ链的最大链长为为 Ｏ（４５ｑ＋１５ｎ／２）．
本算法借鉴了分治策略将包含 ｎ个元素的集合平

均分到两个各含ｎ／２个元素的集合 Ｗ１与 Ｗ２中，在子
算法 Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０１，ｎ／２），Ｉｎｉｔ－Ｓｏｌｕｔｉｏｎ－
Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ（Ｔ０２，ｎ／２），中各生成２ｎ／２个 ＤＮＡ链．此后算法
执行过程中没有再生成新的 ＤＮＡ链．因此，总的 ＤＮＡ
链数为 Ｏ（２ｎ／２）即 Ｏ（２ｎ／２）≈Ｏ（１４１４ｎ）．

文献［１６］中的算法依然使用穷举求解问题，算法的
空间复杂度为 Ｏ（２ｎ），需要的试管数为 Ｏ（ｎ），最大链
长为 Ｏ（１５ｎ＋４５ｑ），生物操作数为 Ｏ（ｎ２）．以现有生化
实验水平，每个试管中生化药物的浓度能达到每根试

管中包含１０２２个ＤＮＡ链［１２］，因此，上述算法理论上均仅
能求解 ｎ≤６７的三维匹配问题（１０２２≈２６７）．

上述算法的性能和本文算法性能的比较结果见表

１．从表１可见，本文算法在生物操作数由 Ｏ（ｎ２）减少至
Ｏ（１５ｎ＋３０ｑ），测试试管数由所需的 Ｏ（ｎ）减少至
Ｏ（１），最大链长由 Ｏ（１５ｎ＋４５ｑ）减少至 Ｏ（１５ｎ／２＋
４５ｑ），ＤＮＡ链数由（２ｎ）减小至 Ｏ（１４１４ｎ）．因此，该算法
不仅理论上可求解三维匹配问题的规模将可达到 １３４
（２１３４／２≈２６７≈１０２２），而且在空间复杂性和实验可行性等
综合性能上的比较优势也是明显的［２～５，８］．

表１ 三维匹配问题ＤＮＡ计算算法的性能对比

算法 ＤＮＡ链数 ＤＮＡ链长 操作数 试管数

文献［１４］ Ｏ（２ｎ） Ｏ（１５ｎ＋４５ｑ） Ｏ（ｎ２） Ｏ（ｎ）

本文算法 Ｏ（１．４１４ｎ） Ｏ（１５ｎ／２＋４５ｑ） Ｏ（１５ｎ＋３０ｑ） Ｏ（１）

４ 模拟实验结果

为验证算法的有效性，本文采用文献［２～５，８］中的
实验方法．以 Ｘ＝｛１，２｝，Ｙ＝｛３，４｝，Ｚ＝｛５，６｝，Ｗ＝
｛（１，３，５），（２，４，６），（２，３，６），（１，４，５）｝为三维匹配问题
的实例，给出使用该算法对此实例的模拟求解过程．
４．１ ＤＮＡ编码［２～５，９］

表２标示求解图１中三维匹配问题所需的 ＤＮＡ序
列．其中 ｗｉ（１≤ｉ≤２）为子集的标号，用于标示集合 Ｗ１
中的第 ｉ各元素是否在可能的三维匹配中；ｘｊ、ｙｊ与ｚｊ（１
≤ｊ≤２）的值用于标示集合 Ｘ、Ｙ、Ｚ中的第ｊ个元素是
否在可能的三维匹配中．
４．２ 算法求解过程

当编码完全产生后，即可对算法进行实现．首先，
把集合 Ｗ＝｛（１，３，５），（２，４，６），（２，３，６），（１，４，５）｝平均
分到两个集合 Ｗ１与 Ｗ２中．得到 Ｗ１＝｛（１，３，５），（２，４，
６）｝，Ｗ２＝｛（２，３，６），（１，４，５）｝
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表２ 图１中三维匹配问题所需的ＤＮＡ序列

位 ５′→３′ＤＮＡ序列 焓（Ｈ） 熵（Ｓ） 自由能（Ｇ）

ｗ０１ ＡＡＴＴＣＡＣＡＡＡＣＡＡＴＴ １１４．４ ２９９．４ ２５．０
ｗ１１ ＣＣＴＴＡＴＣＡＴＣＣＡＡＴＣ １１２．８ ２８４．９ ２７．８
ｗ０２ ＡＡＴＴＣＣＣＡＴＴＣＣＣＴＡ １０８．５ ２７３．０ ２７．０
ｗ１２ ＴＣＴＣＴＣＴＣＴＡＡＴＣＡＴ １０５．２ ２７０．５ ２４．４
ｗ０３ ＣＴＴＣＴＣＣＡＣＴＡＴＡＣＴ １１１．１ ２８８．３ ２５．０
ｗ１３ ＣＣＴＴＴＣＴＡＡＣＣＴＴＣＡ １０３．８ ２７２．６ ２２．３
ｗ０４ ＡＡＡＣＴＣＴＡＣＡＴＡＣＡＣ １０９．９ ２８５．５ ２４．５
ｗ１４ ＡＡＴＴＡＡＣＡＡＴＣＡＴＣＴ １０４．３ ２７３．０ ２２．７
ｘ０１ ＴＴＡＣＴＣＴＴＡＡＣＡＴＣＴ １１２．１ ２８２．８ ２７．８
ｘ１１ ＴＴＡＡＴＣＡＡＡＴＣＣＣＴＡ １０２．１ ２６６．０ ２２．７
ｘ０２ ＡＴＴＣＴＡＡＣＴＣＴＡＣＣＴ １０５．２ ２７７．１ ２２．４
ｘ１２ ＴＣＴＡＡＴＡＴＡＡＴＴＡＣＴ １０４．８ ２８３．７ １９．９
ｙ０１ ＡＡＡＡＣＴＣＡＣＣＣＴＣＣＴ １１３．７ ２８８．７ ２７．５
ｙ１１ ＴＡＡＴＴＣＣＡＴＡＡＣＣＴＡ １１０．２ ２８８．２ ２４．０
ｙ０２ ＣＣＡＡＴＴＣＣＡＡＴＡＡＴＣ １１３．０ ２９０．６ ２６．２
ｙ１２ ＡＣＣＡＴＣＴＣＣＡＡＴＴＣＣ １１１．１ ２８０．０ ２７．６
ｚ０１ ＴＴＴＣＣＡＡＣＴＣＣＴＴＣＡ １０８．２ ２７６．９ ２５．６
ｚ１１ ＣＴＡＣＴＡＣＡＡＡＴＣＣＡＣ １０１．１ ２５３．６ ２５．３
ｚ０２ ＴＡＴＣＴＡＣＴＡＡＡＣＣＡＡ １１４．４ ２９９．４ ２５．０
ｚ１２ ＴＡＡＴＡＣＣＴＡＡＴＴＡＣＣ １１２．８ ２８４．９ ２７．８

算法的执行过程如下：

（１）执行算法３４第（１）步得到包含三维匹配问题
的解空间的试管 Ｔ０１与 Ｔ０２．其中：
试管 Ｔ０１中ＤＮＡ链为：｛ｗ０１ｗ０２，ｗ０１ｗ１２，ｗ１１ｗ０２，ｗ１１ｗ１２｝；

试管 Ｔ０２中ＤＮＡ链为：｛ｗ０１ｗ０２，ｗ０１ｗ１２，ｗ１１ｗ０２，ｗ１１ｗ１２｝．
（２）解空间生成后执行算法算法３４第２步后得到：

试管 Ｔ０１中的ＤＮＡ链为：
｛ｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２，ｗ０１ｗ１２ｘ０１ｘ１２ｙ０１ｙ１２ｚ０１ｚ１２，
ｗ１１ｗ０２ｘ１１ｘ０２ｙ１１ｙ０２ｚ１１ｚ０２，ｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２｝．

试管 Ｔ０２中的ＤＮＡ链为：
｛ｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２，ｗ０１ｗ１２ｘ１１ｘ０２ｙ０１ｙ１２ｚ１１ｚ０２，
ｗ１１ｗ０２ｘ０１ｘ１２ｙ１１ｙ０２ｚ０１ｚ１２，ｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２｝．

（３）执行算法３．４第３步操作后
试管 Ｔ０１中的ＤＮＡ链为：
｛Ｒｅｄｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２，ｒｅｄｗ０１ｗ１２ｘ０１ｘ１２ｙ０１ｙ１２ｚ０１ｚ１２，
Ｒｅｄｗ１１ｗ０２ｘ１１ｘ０２ｙ１１ｙ０２ｚ１１ｚ０２，Ｒｅｄｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２｝．

试管 Ｔ０２中的ＤＮＡ链为：
｛Ｇｒｅｅｎｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２，Ｇｒｅｅｎｗ０１ｗ１２ｘ１１ｘ０２ｙ０１ｙ１２ｚ１１ｚ０２，
Ｇｒｅｅｎｗ１１ｗ０２ｘ０１ｘ１２ｙ１１ｙ０２ｚ０１ｚ１２，Ｇｒｅｅｎｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２｝．
（４）执行算法算法３．４第４步得到：

试管 Ｔ０１中的ＤＮＡ链为：
｛Ｒｅｄｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２＋（２１＋２３＋２５＋２７＋２９＋２１１）
ｂｐＤＮＡ片段，Ｒｅｄｗ０１ｗ１２ｘ０１ｘ１２ｙ０１ｙ１２ｚ０１ｚ１２＋（２０＋２３＋２５＋

２６＋２８＋２１１）ｂｐＤＮＡ片段，Ｒｅｄｗ１１ｗ０２ｘ１１ｘ０２ｙ１１ｙ０２ｚ１１ｚ０２＋（２１＋
２２＋２４＋２７＋２９＋２１０）ｂｐＤＮＡ片段，Ｒｅｄｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２

＋（２０＋２２＋２４＋２６＋２８＋２１０）ｂｐＤＮＡ片段，Ｇｒｅｅｎ
ｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２＋（２０＋２２＋２４＋２６＋２８＋２１０）ｂｐＤＮＡ片
段，Ｇｒｅｅｎｗ０１ｗ１２ｘ０１ｘ１２ｙ０１ｙ１２ｚ０１ｚ１２＋（２０＋２３＋２４＋２７＋２８＋２１１）
ｂｐＤＮＡ片段，Ｇｒｅｅｎｗ１１ｗ０２ｘ１１ｘ０２ｙ１１ｙ０２ｚ１１ｚ０２＋（２１＋２２＋２５＋２６

＋２９＋２１０）ｂｐＤＮＡ片段，Ｇｒｅｅｎｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２＋（２１＋
２３＋２５＋２７＋２９＋２１１）ｂｐＤＮＡ片段｝．

（５）执行检测操作，试管 Ｔ０１非空．按照试管中的
ＤＮＡ链长进行分离．得到链长相等且具有两种颜色的
ＤＮＡ链为：
｛Ｒｅｄｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２＋（２１＋２３＋２５＋２７＋２９＋２１１）
ｂｐＤＮＡ片段，Ｇｒｅｅｎｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２＋（２１＋２３

＋２５＋２７＋２９＋２１１）ｂｐＤＮＡ片段｝；
｛Ｒｅｄｗ１１ｗ１２ｘ１１ｘ１２ｙ１１ｙ１２ｚ１１ｚ１２＋（２０＋２２＋２４＋２６＋２８＋２１０）
ｂｐＤＮＡ片段，Ｇｒｅｅｎｗ０１ｗ０２ｘ０１ｘ０２ｙ０１ｙ０２ｚ０１ｚ０２＋（２０＋２２＋２４＋２６

＋２８＋２１０）ｂｐＤＮＡ片段｝．
由此得到三维匹配问题的解即为｛（１，３，５），（２，４，

６）｝或｛（２，３，６），（１，４，５）｝．

５ 结论

在文献［２～５，１９～２２］工作的基础上，本文对三维
匹配问题ＤＮＡ计算模型的可扩展性问题进行了较深入
的探索：根据现有ＤＮＡ计算模型的生物操作特性［２～５，９］

和ＮＰ完全的三维匹配问题的并行求解需求，基于文献
［２～５］的ＤＮＡ计算模型，借鉴传统计算中的分治策略设
计了一种求解三维匹配问题的ＤＮＡ计算新算法．本文算
法丰富了ＤＮＡ计算的研究内容，为解决 ＤＮＡ计算指数
爆炸问题提供一种新的思路．下一步将在文献［１８～２２］
的基础上对图着色问题及最大团问题做进一步的研究，

以提出针对以上两个问题的亚指数ＤＮＡ计算算法．
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