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摘 要： 在成像电子光学系统的横向像差中，近轴像差是整个像面普遍存在、且影响图像中心像质的主要像差，

并决定了系统的极限分辨率．本文由电子光学近轴方程的渐近解推导了近轴横向像差的普遍表示式，并通过一两电极
静电同心球系统，推导了近轴轨迹特解的渐近解和精确解的解析表示，给出了二级和三级近轴色球差以及三级近轴放

大率色差的表达式，证明了基于渐近解求解成像电子光学系统的近轴横向像差的途径是可行的和足够精确的．文中给
出的近轴横向像差的简明形式对于成像电子光学系统的像差研究和像管设计具有实际意义．
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１ 引言

在成像电子光学的研究中，通常备受关注的是三级

几何横向像差和二级近轴横向像差（它也可称为二级近

轴色球差），几乎忽略了三级近轴色球差和三级近轴放大

率色差的存在，也没有从理论上研究近轴横向像差的普

遍表示式．
如所周知，决定空间分辨率极限的二级近轴横向像

差在全部近轴横向像差中占有最主要的部分．但迄今为
止，近轴横向像差的普遍表示式并没有给出．本文通过
一两电极静电同心球系统模型，尝试在近轴方程的渐近

解的基础上推导近轴横向像差（包括二级和三级近轴色

球差和三级近轴放大率色差）普遍表示式．
本文的第一个目的是基于 ＭＡＭｏｎａｓｔｙｒｓｋｉ［１，２］给出

的近轴方程渐近解推导电子光学近轴横向像差的普遍

表示式，第二个目的是通过一两电极静电同心球系统模

型验证由渐近解所求得的近轴横向像差表示式的可行

性和正确性．为了实际应用，还建议了表示成像电子光
学系统的近轴横向像差的简明表达式．

２ 成像系统电子光学横向像差的定义

按照近轴成像电子光学理论［３］，所有自光阴极逸出

具有给定的相同的轴向初电位εｚ１，初始物高矢量为 ｒ０
的电子轨迹，在满足近轴条件下，都将会聚于理想像

收稿日期：２００９１２０２；修回日期：２０１００７１２
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．６０７７１０７０）；高等学校博士点专项基金（Ｎｏ．Ｂ１１７）

第３期
２０１１年３月

电 子 学 报

ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ
Ｖｏｌ．３９ Ｎｏ．３
Ｍａｒ． ２０１１



面的ｚ＝ｚｉ，ｒ（ｚｉ，εｚ１，ｒ０）处，而与径向初电位εｒ无关．
成像电子光学系统的横向像差被定义为在轴向初电位

为εｚ１的近轴电子轨迹所决定的理想像面 ｚ＝ｚｉ上实际
像高矢量与理想像高矢量之间的差异．它可表示如
下［３］：

Δｒ＝Δｒ（ｚｉ）＝ｒ（ｚｉ，εｚ，εｒ，ｒ０）－ｒ（ｚｉ，εｚ１，ｒ０）（１）
这里，ｒ（ｚｉ，εｚ，εｒ，ｒ０）、ｒ（ｚｉ，εｚ１，ｒ０）分别表示在 ｚ＝ｚｉ
处理想像面上实际像高矢量和理想像高矢量，它是由

阴极面射出的实际电子和近轴电子经过系统后在理想

像面上形成的．星号表示近轴轨迹．取圆柱坐标系
（ｚ，ｒ），轴向坐标 ｚ自阴极面ｚ０＝０算起，ｒ０是电子的初
始径向矢量，ｚｉ乃是理想像面的位置，它与给定的电子
轴向初电位εｚ１相对应．εｚ，εｒ分别是自光阴极逸出的电
子的轴向初电位和径向初电位．

与成像电子光学系统的时间像差定义相类似［４］，

式（１）表示的横向像差亦可表达成以下形式：

Δｒ＝Δｒ（ｚｉ）＝Δｒ＋δｒ （２）
这里

Δｒ＝ｒ（ｚｉ，εｚ，εｒ，ｒ０）－ｒ（ｚｉ，εｚ１，ｒ０） （３）

δｒ＝ｒ（ｚｉ，εｚ，εｒ，ｒ０）－ｒ（ｚｉ，εｚ，εｒ，ｒ０） （４）
这里，Δｒ被称为近轴横向像差，它乃是由光阴极面同
一物高 ｒ０，而逸出的轴向初电位εｚ与εｚ１不同的两条近
轴轨迹在εｚ１所决定的位于 ｚｉ处的理想像面上成像矢量
之间的差异．δｒ被称为几何横向像差，它乃是由光阴极
面逸出的物高 ｒ０，逸出电子初条件（εｚ，εｒ）相同的实际
轨迹与近轴轨迹在εｚ１所决定的位于 ｚｉ处的理想像面上
成像矢量之间的差异．式（２）表明，成像电子光学系统
的横向像差Δｒ可以表示成近轴横向像差Δｒ与几何
横向像差δｒ之组合；这是成像电子光学像差理论研究
中一个非常重要的概念．

在成像电子光学中，近轴轨迹 ｒ（ｚ）乃是下面的
二阶线性齐次微分方程

ｒ″（ｚ）＋１２
′（ｚ）
（ｚ）＋εｚ

ｒ′（ｚ）＋１４
″（ｚ）
（ｚ）＋εｚ

ｒ（ｚ）＝０

（５）
的解．此处，（ｚ）为轴上电位分布，撇号′＝ｄ／ｄｚ表示对
ｚ的导数．

近轴轨迹方程式（５）的通解可写成

ｒ（ｚ）＝ｒ０ｗ（ｚ）＋
ｍ０
２槡ｅｒ０ｖ（ｚ） （６）

这里，ｍ０／ｅ为电子质荷比，ｒ０和 ｒ０分别是由阴极面逸
出电子的初始物高矢量和径向初速度矢量．

式（６）的两个特解 ｖ＝ｖ（ｚ），ｗ＝ｗ（ｚ）满足如下初
条件：

ｖ（ｚ＝０）＝０ ｖ′（ｚ＝０）＝ １
ε槡ｚ

ｗ（ｚ＝０）＝１ ｗ′（ｚ＝０）＝０

（７）

现假设，所有自阴极面轴上点以相同的轴向初电

位εｚ１逸出的电子都会聚于理想像面 ｚ＝ｚｉ处，则有
ｖ（ｚｉ，εｚ１）＝０，ｗ（ｚｉ，εｚ１）＝Ｍ （８）

此时，很显然 ｖ（ｚｉ，εｚ）≠０，ｗ（ｚｉ，εｚ）≠Ｍ．此处，Ｍ为线
放大率．由式（３），便能定义位于 ｚｉ处ｖ（ｚｉ，εｚ１）＝０的理
想像面上的近轴横向像差：

Δｒ（ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０｛ｖ（ｚｉ，εｚ）－ｖ（ｚｉ，εｚ１）｝＋ｒ０｛ｗ（ｚｉ，εｚ）

－ｗ（ｚｉ，εｚ１）｝

＝
ｍ０
２槡ｅｒ０ｖ（ｚｉ，εｚ）＋ｒ０｛ｗ（ｚｉ，εｚ）－Ｍ｝ （９）

式（９）可以写成如下形式：
Δｒ（ｚｉ）＝Δｒｖ（ｚｉ）＋Δｒｗ（ｚｉ）

＝
ｍ０
２槡ｅｒ０Δｖ（ｚｉ）＋ｒ０Δｗ（ｚｉ） （１０）

这里Δｖ（ｚｉ）＝ｖ（ｚｉ，εｚ），Δｗ（ｚｉ）＝ｗ（ｚｉ，εｚ）－Ｍ．
式（１０）表明，近轴横向像差Δｒ（ｚｉ）可以视为近轴

色球差Δｒｖ（ｚｉ）与近轴放大率色差Δｒｗ（ｚｉ）之和，这是
我们研究近轴横向像差的出发点．

关于几何横向像差δｒ，可以由实际轨迹方程

ｒ″（ｚ）＝１＋ｒ
′２

２φ
（φ
ｒ
－ｒ′φ
ｚ
） （１１）

出发研究．这里，φ＝φ（ｚ，ｒ）＋ε０，ε０为自光阴极逸出
的电子初电位，ε０＝εｒ＋εｚ，φ＝φ（ｚ，ｒ）为空间电位分
布，它可以由谢尔赤（Ｓｃｈｅｒｚｅｒ）级数展开成如下的形式：

φ（ｚ，ｒ）＝（ｚ）－
１
４″（ｚ）ｒ

２＋１６４
１Ｖ（ｚ）ｒ４－…（１２）

展开式（１１），代入式（１２），则由定义式（４）便能得到三级
几何横向像差δｒ３的如下方程式：

［（ｚ）＋εｚ］δｒ″３＋
１
２′（ｚ）δｒ

′
３＋
１
４″（ｚ）δｒ３＝Ｆ（ｒ

，ｒ′，ｚ）

（１３）
它是一个二阶非齐次微分方程．式中，Ｆ（ｒ，ｒ′，ｚ）是
方程的右端项，该式中的 ｒ是近轴轨迹的解．三级几
何横向像差δｒ３的求解在一系列的文献和著作［５～１０］中
已有叙述，这里就不细谈了．

３ 由近轴方程的渐近解求解近轴横向像差

文献［２］给出了一种利用渐近解求解近轴方程的
特解 ｖ（ｚ，εｚ），ｗ（ｚ，εｚ）的方法，它可以表述如下：

ｖ（ｚ，εｚ）＝ （ｚ槡 ）ξ０（ｚ）＋ ε槡ｚη０（ｚ）

＋εｚ［ξ
０（ｚ）

２ （ｚ槡 ）
＋ξ１（ｚ） （ｚ槡 ）］＋… （１４）

ｗ（ｚ，εｚ）＝ω０（ｚ）＋ ε槡ｚ（ｚ槡 ）ζ０（ｚ）＋εｚω１（ｚ）＋… （１５）
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这里，式（１４）、（１５）中的系数ξ０，η０，ξ１；ω０，ζ０，ω１乃是
下列微分方程

Ｌ０
ξＫ

ζ
( )
Ｋ
＝－ξ

″
ｋ－１

ζ
″
ｋ－

( )
ｉ

（１６ａ）

Ｍ０
ηＫ

ω
( )
Ｋ
＝－η

″
ｋ－１

ω
″
ｋ－

( )
ｉ

（１６ｂ）

的解．式中ξ
″
－１＝ζ

″
－１＝η

″
－１＝ω″－１＝０．Ｌ０，Ｍ０为线性微

分算子，它可表为

Ｌ０＝（ｚ）
ｄ２
ｄｚ２
＋３２′（ｚ）

ｄ
ｄｚ＋

３
４″（ｚ） （１７）

Ｍ０＝（ｚ）
ｄ２
ｄｚ２
＋１２′（ｚ）

ｄ
ｄｚ＋

１
４″（ｚ） （１８）

方程（１６）的初条件可以按照下列次序确定：

ξ０（０）′（０）
２ ＝１ → ξ０（０）＋η０（０）＝０

↓
ξ１（０）′（０）

２ ＋ξ
′
０（０）＋η

′
０（０）＝０→等等 （１９）

ω０（０）＝１ ζ０（０）＋ω１（０）＝０
↓ ↑ ↓

ζ０（０）＋′（０）
２ ＋ω′０（０）＝０→等等 （２０）

这里箭头表示计算的顺序．
由近轴轨迹的渐近解（１４），（１５）和近轴横向像差

（９）的定义，如果能求得位于 ｚ＝ｚｉ处系数ξ０，η０，ξ１；ω０，

ζ０，ω１的各值，理论上便能求得近轴横向像差Δｒ（ｚｉ）
的值．但是，电子通过阳极抵达像面这一区域一般是无
场空间，此二特解表示的电子行进的轨迹乃是直线．故
由渐近解直接求得位于 ｚ＝ｚｉ的这些系数值谈何容易．
因此，由式（１４）、（１５）和（９）求解近轴横向像差Δｒ（ｚｉ）
的问题依然没有解决．

现建议采用如下的过程和步骤．假定，在０＜ｚ＜ｚａ
处，（ｚ）≠ｃｏｎｓｔ；在 ｚ≥ｚａ处，（ｚ）＝ｃｏｎｓｔ＝（ｚａ）＝
（ｚｉ），这一假定与实际情况是符合的．由特解 ｖ，ｗ及
其导数ｖ′，ｗ′在ｚ＝ｚａ处的值，可将式（１０）中的Δｗ（ｚｉ），

Δｖ（ｚｉ）表示如下：

Δｗ（ｚｉ）＝［ｗ（ｚａ，εｚ）－ｗ（ｚａ，εｚ１）］－
ｖ（ｚａ，εｚ１）
ｖ′（ｚａ，εｚ１）

×［ｗ′（ｚａ，εｚ）－ｗ′（ｚａ，εｚ１）］ （２１）

Δｖ（ｚｉ）＝ｖ（ｚｉ，εｚ）＝ｖ（ｚａ，εｚ）－
ｖ′（ｚａ，εｚ）
ｖ′（ｚａ，εｚ１）

ｖ（ｚａ，εｚ１）

（２２）
将渐近解式（１４）、（１５）给出的 ｖ（ｚａ，εｚ），ｖ′（ｚａ，εｚ），

ｗ（ｚａ，εｚ），ｗ′（ｚａ，εｚ）和 ｖ（ｚａ，εｚ１），ｖ′（ｚａ，εｚ１）都代入式
（２１）和（２２），经过一系列复杂的变换，并引入线放大率
Ｍ＝ｗ（ｚｉ，εｚ１），便能得到近轴放大率色差Δｒｗ（ｚｉ）的普

遍表示式：

Δｒｗ（ｚｉ）＝ｒ０Δｗ（ｚｉ）

＝－ｒ０Ｍ｛
１
２′（ｚａ）ξ０（ｚａ）η０（ｚａ）

＋（ｚａ）［ξ
′
０（ｚａ）η０（ｚａ）－ξ０（ｚａ）η

′
０（ｚａ）］｝（２３）

×｛ζ０
（ｚａ）

ξ０（ｚａ）
（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）εｚ槡 １－

ω１（ｚａ）
η０（ｚａ）

（εｚ－εｚ１）｝

和近轴色球差Δｒｖ（ｚｉ）的普遍表示式：

Δｒｖ（ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０Δｖ（ｚｉ）

＝
ｍ０
２槡ｅｒ０Ｍ｛［

′（ｚａ）
２ ξ０（ｚａ）η０（ｚａ）

＋（ｚａ）（ξ
′
０（ｚａ）η０（ｚａ）－ξ０（ｚａ）η

′
０（ｚａ））］

×（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）

＋［
′（ｚａ）

２ （ｚａ槡 ）ξ
２
０（ｚａ）＋（（ｚａ））

３
２（ξ

′
０（ｚａ）ξ１（ｚａ）

－ξ０（ｚａ）ξ
′
１（ｚａ））］（εｚ－εｚ１）｝ （２４）

由此，在近轴方程渐近解的基础上，得到了近轴横

向像差 Δｒ（ｚｉ）的普遍表示式，它由近轴色球差

Δｒｖ（ｚｉ）和近轴放大率色差Δｒｗ（ｚｉ）所组成．此时，其渐
近解系数ξ０，η０，ξ１；ω０，ζ０，ω１和轴上电位分布（ｚ）都
取 ｚ＝ｚａ值．

４ 两电极静电同心球系统模型中渐近解系
数的求解
按照求近轴方程渐近解的步骤，可以由已知的轴

上电位分布（ｚ）求得系数ξ０，η０，ξ１；ω０，ζ０，ω１在位置
ｚａ处的解．从数值求解的角度来看，这些系数的求得似
乎并不复杂，但它们难于以解析的形式表示．从成像电
子光学系统的设计来考虑，便很难掌握系统的物理特

性和成像规律．现试求静电两电极同心球系统模型中
近轴方程渐近解系数ξ０，η０，ξ１；ω０，ζ０，ω１的解．此同心
球系统的轴上电位分布（ｚ）可以表示如下：

（ｚ）＝Ｅｃ
－Ｒｃｚ
ｚ＋Ｒｃ

，（０≤ｚ≤（Ｒａ－Ｒｃ）） （２５）

此处 Ｅｃ一阴极面上的电场强度，Ｒｃ，Ｒａ分别为球面阴
极和球面阳极的曲率半径，所有的这些量都取负值．

首先求系数η０（ｚ），ξ０（ｚ）和ξ１（ｚ）．假定系数η０（ｚ）
能以下式

η０（ｚ）＝
－２ｚ
（ｚ）

（２６）

表示．将式（２６）代入方程（１６ｂ）中，即

（ｚ）
ｄ２η０
ｄｚ２
＋１２′（ｚ）

ｄη０
ｄｚ＋

１
４″（ｚ）η０＝－η

″
－１＝０

（２７）
便能求得如下表达式：
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１
（ｚ）

′（ｚ）＋ ｚ
２（ｚ）

″（ｚ）－ｚ
′２（ｚ）

２（ｚ）

＝０ （２８）

很显然，当轴上电位分布（ｚ）以式（２５）表示时，式（２８）
是满足的．由此可见，式（２６）是方程（２７）的解．

类似地，假定系数ξ０（ｚ）以

ξ０（ｚ）＝
２ｚ
（ｚ）

（２９）

表示，将它代入方程（１６ａ）中，即

（ｚ）
ｄ２ξ０
ｄｚ２
＋３２′（ｚ）

ｄξ０
ｄｚ＋

３
４″（ｚ）ξ０＝－ξ

″
－１＝０

（３０）
同样可获得类似式（２８）的解：

－１
（ｚ）

′（ｚ）－ ｚ
２（ｚ）

″（ｚ）＋ｚ
′２（ｚ）

２（ｚ）

＝０ （３１）

当轴上电位分布（ｚ）以式（２５）表示时，式（３１）是满足
的．由此可见，式（２９）是方程（３０）的解．

现在试求系数ξ１（ｚ）的表达式．为此，须先求ξ１（ｚ
＝０）值．当 ｚ＝０时，不论光阴极是球面还是平面，式
（２９）和（２６）在 ｚ＝０处可表示如下：

ξ０（ｚ＝０）＝
２

′
０
η０（ｚ＝０）＝－

２

′
０

ξ
′
０（ｚ＝０）＝０η

′
０（ｚ＝０）＝０

（３２）

它们满足式（１９）的初条件：

ξ０（０）′（０）
２ ＝１，ξ０（０）＋η０（０）＝０ （３３）

同时，由式（１９）的另一初条件：ξ１
（０）′（０）
２ ＋ξ

′
０（０）＋

η
′
０（０）＝０，便得到ξ１（ｚ＝０）＝０．
由方程（１６ａ），ξ１（ｚ）应满足如下方程：

（ｚ）
ｄ２
ｄｚ２ξ１

＋３２′（ｚ）
ｄ
ｄｚξ１＋

３
４″（ｚ）ξ１＝－ξ

″
０（３４）

ξ
″
０可以通过式（２９）的两次微分求得：

ξ
″
０（ｚ）＝

２

３（ｚ）
［－２′（ｚ）－ｚ″（ｚ）＋

２ｚ′２（ｚ）
（ｚ）

］（３５）

在两电极同心球系统的情况下，当轴上电位分布

（ｚ）以式（２５）表示时，式（３５）的方括号内的值等于零，
故有ξ

″
０（ｚ）＝０．于是，方程（３４）便转化为求解如下形式

的ξ１（ｚ）的二阶线性齐次微分方程：
ｄ２ξ１
ｄｚ２
＋３２
′（ｚ）
（ｚ）

ｄξ１
ｄｚ＋

３
４
″（ｚ）
（ｚ）ξ１

＝０ （３６）

显然，在初条件ξ１（ｚ＝０）＝０时，方程（３６）的解便为

ξ１（ｚ）＝０ （３７）
现寻求系数ω０（ｚ），ζ０（ｚ），ω１（ｚ）的表达式．由方程

（１６ｂ），ω０（ｚ）应满足下列方程：

（ｚ）
ｄ２
ｄｚ２ω０

＋１２′（ｚ）
ｄ
ｄｚω０＋

１
４″（ｚ）ω０＝－ω

″
－１＝０

（３８）

由特解 ｗ（ｚ＝０）＝１，可以得到ω０（ｚ）的初条件：ω０（ｚ＝
０）＝１．令

ω０（ｚ）＝１＋
１
Ｒｃ
ｚ （３９）

将式（３９）代入方程（３８）中，可得

１
２Ｒｃ
［′（ｚ）＋

Ｒｃ＋ｚ
２ ″（ｚ）］＝０ （４０）

当轴上电位分布（ｚ）以式（２５）表示时，式（４０）是满足
的．由此可见，式（３９）是方程（３８）的解．

现求系数ζ０（ｚ）的表达式．类似上面所述的方法，
由方程（１６ａ）

（ｚ）
ｄ２
ｄｚ２ζ０

＋３２′（ｚ）
ｄ
ｄｚζ０＋

３
４″（ｚ）ζ０＝－ζ

″
－１＝０

（４１）
同样可以求得方程（４１）的解：

ζ０（ｚ）＝
２ｚ

（－Ｒｃ）（ｚ）
（４２）

为了满足系统的物理条件，在这里引入常数项

２／（－Ｒｃ）．当 ｚ＝０时，由式（４２），得

ζ０（ｚ＝０）＝
－２

（－Ｒｃ）Ｅｃ
（４３）

现求系数ω１（ｚ）．由渐近解系数的初条件（２０），因
为ω

′
０（０）＝１／Ｒｃ，故条件ζ０（０）

′
０／２＋ω′０（０）＝０是满足

的．这样，由ζ０（０）＋ω１（０）＝０，可得如下的初条件：

ω１（０）＝
２

（－Ｒｃ）Ｅｃ
（４４）

因为ω
″
０（ｚ）＝０，由方程（１６ｂ），有

（ｚ）
ｄ２
ｄｚ２ω１

＋１２′（ｚ）
ｄ
ｄｚω１（ｚ）＋

１
４″（ｚ）ω１（ｚ）＝－ω

″
０（ｚ）＝０

（４５）
类似于上面的方法，可以求得方程（４５）的解：

ω１（ｚ）＝
－２ｚ

（－Ｒｃ）（ｚ）
（４６）

不难证明，当轴上电位分布（ｚ）以式（２５）表示时，
方程（４１）和（４５）都是满足的．解（４６）正好满足 ｚ＝０处
的条件（４４）．这样，便求得了在两电极同心球系统模型
中渐近解系数ξ０，η０，ξ１；ω０，ζ０，ω１的解析解．

５ 由渐近解推导静电两电极同心球系统的
近轴横向像差
现在利用上面求得的渐近解系数的表示式寻求两

电极静电同心球系统中的近轴轨迹解和近轴横向像

差．将上面所求得的渐近解系数ξ０（ｚ），η０（ｚ），ξ１（ｚ）和

ω０（ｚ），ζ０（ｚ），ω１（ｚ）的表示式代入近轴轨迹的两特解
（１４）和（１５）中，便有

ｖ（ｚ，ε槡ｚ）＝
２ｚ
（ｚ槡 ）

－ ２ｚ
（ｚ）ε槡ｚ＋

ｚεｚ
（ｚ） （ｚ槡 ）
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＝ ２ｚ
（ｚ槡 ）

［１－ εｚ
（ｚ槡 ）

＋ εｚ２（ｚ）
］ （４７）

ｗ（ｚ，ε槡ｚ）＝１＋
１
Ｒｃ
ｚ－ ２ｚ
Ｒｃ （ｚ槡 ）

ε槡ｚ＋
２ｚ
Ｒｃ（ｚ）εｚ

＝１＋１Ｒｃ
ｚ－

２ｚε槡ｚ
Ｒｃ （ｚ槡 ）

［１＋ ε槡ｚ

（ｚ槡 ）
］（４８）

在下节中，将证明，在两电极静电同心球系统中，

以渐近解表示近轴轨迹的两特解———式（４７）和式（４８）
具有足够的精度去解决近轴横向像差的问题，这就证

明了 Ｍｏｎａｓｔｙｒｓｋｉ用渐近解求解成像电子光学近轴轨迹
问题的方法和步骤不但正确，而且能付诸实用．

现在所求得渐近解的基础上来推导静电两电极同

心球系统的近轴横向像差．利用式（２５）表示的轴上电位
分布（ｚ），以及渐近解系数表示式（２６），（２９），（３９），
（４３）和（４６），便能求得这些系数η０（ｚ），ξ０（ｚ），ω０（ｚ），

ζ０（ｚ），ω１（ｚ）在 ｚ＝ｚａ＝Ｒａ－Ｒｃ处的值及其导数：

ξ０（ｚａ）＝
２（Ｒａ－Ｒｃ）
ａｃ

， ξ
′
０（ｚａ）＝－

２ｎ－２
ａｃ

，

η０（ｚａ）＝
－２（Ｒａ－Ｒｃ）
ａｃ

，η
′
０（ｚａ）＝

２ｎ－２
ａｃ

，

ζ０（ｚａ）＝
２（Ｒａ－Ｒｃ）
（－Ｒｃ）ａｃ

， ζ
′
０（ｚａ）＝－

２ｎ－２
（－Ｒｃ）ａｃ

ω０（ｚａ）＝
１
ｎ， ω

′
０（ｚａ）＝

１
Ｒｃ
，

ω１（ｚａ）＝
－２（Ｒａ－Ｒｃ）
（－Ｒｃ）ａｃ

，ω
′
１（ｚａ）＝

２ｎ－２
（－Ｒｃ）ａｃ

（４９）

以及 ′（ｚａ）＝－ｎ２Ｅｃ，Ｅｃ＝
ａｃ

Ｒｃ（ｎ－１）
（５０）

此处 ｎ＝Ｒｃ／Ｒａ，（ｚａ）＝ａｃ，ａｃ表示阳极相对于光阴极
的电位．

首先，求线放大率 Ｍ值，它可由两条途径求得：由
特解的定义 Ｍ＝ｗ（ｚｉ，εｚ１）或通过成像电子光学的拉格
朗日亥姆霍兹（ＬａｇｒａｎｇｅＨｅｌｍｈｏｌｔｚ）关系式

Ｍ＝ １
（ｚａ）＋εｚ槡 １ｖ′（ｚａ，εｚ１）

（５１）

导出．式中 ｖ′（ｚａ，εｚ１）可由式（４７）求导并令εｚ＝εｚ１，ｚ＝
ｚａ求得．将它代入式（５１）中，便能证明这两条求线放大
率 Ｍ的途径具有如下相同的结果：
Ｍ ＝ｗ（ｚｉ，εｚ１）

＝－ １
ｎ－２［１＋

２（ｎ－１）
（ｎ－２）槡 ａｃ

εｚ槡 １＋
２ｎ（ｎ－１）
（ｎ－２）２ａｃ

εｚ１］

（５２）
其次，应该说明，近轴方程渐近解给出的系数ξ０，η０，ξ１；

ω０，ζ０，ω１之间并不是孤立的，它们是互相关联的．在文
献［１１］中详细讨论了渐近解系数之间的相互联系．

这样，以式（２３）表示的近轴放大率色差Δｒｗ（ｚｉ）和

以式（２４）表示的近轴色球差Δｒｖ（ｚｉ）将简化如下：

Δｒｗ（ｚｉ）＝－ｒ０Ｍ
１
２′（ｚａ）ζ０（ｚａ）η０（ｚａ）（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）ε槡ｚ

（５３）

Δｒｖ（ｚｉ）＝－
ｍ０
２槡ｅｒ０Ｍ

′（ｚａ）
２ ξ

２
０（ｚａ）［（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）

－ １
（ｚａ槡 ）

（εｚ－εｚ１）］ （５４）

将式（４９）的各系数值代入式（５３）和（５４）中，并引入
阴极面场强 Ｅｃ的公式（５０）和线放大率 Ｍ的公式（５２），
经过一系列的变换，便能得到两电极静电同心球系统

的近轴放大率色差Δｒｗ（ｚｉ）和近轴色球差Δｒｖ（ｚｉ）的
表达式：

Δｒｗ（ｚｉ）＝ｒ０Δｗ（ｚｉ）＝ｒ０［－
２（Ｍ－１）
ａｃ

（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）ε槡ｚ］

（５５）

Δｒｖ（ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０Δｖ（ｚｉ）

＝
ｍ０
２槡ｅｒ０

２Ｍ
Ｅｃ
［（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）－

１
槡 ａｃ
（εｚ－εｚ１）］

（５６）
式（５６）是二级和三级近轴色球差表示式，其首项二

级近轴色差的表示式通常在成像电子光学中被称为莱

克纳格尔阿尔齐莫维奇 （ＲｅｃｋｎａｇｅｌＡｒｔｉｍｏｖｉｃｈ）公

式［１２，１３］；式（５６）中后一项三级近轴色球差（～ｒ０（ε槡ｚ）
２）

要比前一项二级近轴色球差（～ｒ０ ε槡ｚ）小一个数量级．
式（５５）是三级近轴放大率色差表示式（～ｒ０（ε槡ｚ）

２）．

６ 静电两电极同心球系统的近轴横向像差
的验证
现在通过一两电极静电同心球系统中的近轴方程

的精确解，来推导近轴横向像差的表达式，目的是要验

证渐近解推导近轴横向像差的正确性和精确性．
现求两电极静电同心球系统下轴上电位分布（ｚ）

以式（２５）表示时近轴方程的特解．幸运的是，在文献［３，
１４］中已经求得近轴轨迹方程（５）的两个特解，它们是精
确解，可以表为：

ｖ（ｚ，ε槡ｚ）＝
２ｚ
（ｚ槡 ）

［ １＋εｚ
（ｚ槡 ）

－ εｚ
（ｚ槡 ）

］ （５７）

ｗ（ｚ，ε槡ｚ）＝１＋
１
Ｒｃ
ｚ－ ε槡ｚ
Ｒｃ
２ｚ
（ｚ）

［（ｚ）＋ε槡 ｚ－ ε槡ｚ］

（５８）
不难证明，特解（５７）和（５８）也满足初条件（７）．

特解（５７），（５８）和（４７），（４８）的差别在于，前者是精
确解，是直接求解近轴轨迹方程（５）求得的；后者是近
似解，是近轴轨迹方程（５）的渐近解．应该指出，式（４７），
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（４８）都精确到εｚ的二级小量，它对于研究二级和三级
近轴横向像差以及三级几何横向像差具有足够的精

度．因此，若展开式（５７），（５８）精确到εｚ的二级小量，我
们发现，此时 ｖ（ｚ，εｚ），ｗ（ｚ，εｚ）的表示式与式（４７），（４８）
是没有区别的．它们对 ｚ的导数可以表为

ｖ′（ｚ，εｚ）＝
（Ｒｃ＋２ｚ）

（Ｒｃ＋ｚ） （ｚ槡 ）
［１－ ２ｚ

Ｒｃ＋２ｚ
εｚ
（ｚ槡 ）

＋
（２ｚ－Ｒｃ）εｚ
２（Ｒｃ＋２ｚ）（ｚ）

］ （５９）

ｗ′（ｚ，εｚ）＝
１
Ｒｃ
－ ε槡ｚ

Ｒｃ （ｚ槡 ）
［２－ ｚ
（ｚ）

′（ｚ）］

＋
２εｚ
Ｒｃ（ｚ）

［１－ ｚ
（ｚ）

′（ｚ）］ （６０）

现在推导位于像面 ｚ＝ｚｉ处的近轴色球差Δｒｖ（ｚｉ）
和近轴放大率色差Δｒｗ（ｚｉ）．Δｖ（ｚｉ），Δｗ（ｚｉ）已由式
（２１）和（２２）所定义．由式（４７），（４８），（５９）和（６０），便能获
得特解 ｖ，ｗ，ｖ′ｗ′在 ｚ＝ｚａ＝（Ｒａ－Ｒｃ）处之值．将这些值
代入式（２１）和（２２）中，可以得到
Δｒｗ（ｚｉ）＝ｒ０Δｗ（ｚｉ）

＝ｒ０｛－
２（ｎ－１）
（ｎ－２）ａｃ

［（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）εｚ槡 １－（εｚ－εｚ１）］｝

（６１）

Δｒｖ（ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０Δｖ（ｚｉ）

＝
ｍ０
２槡ｅｒ０｛

２ｎ（Ｒａ－Ｒｃ）
（ｎ－２）ａｃ

｛（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）

－ １
槡 ａｃ
（εｚ－εｚ１）＋

２（ｎ－１）
（ｎ－２）槡 ａｃ

（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）εｚ槡 １｝

（６２）
在式（６１）和（６２）中引入 Ｅｃ和Ｍ，最后可以得到与

式（５５）和（５６）完全相同的表示式：
Δｒｗ（ｚｉ）＝ｒ０Δｗ（ｚｉ）

＝ｒ０［－
２（Ｍ－１）
ａｃ

（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）ε槡ｚ］ （６３）

Δｒｖ（ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０Δｖ（ｚｉ）

＝
ｍ０
２槡ｅｒ０

２Ｍ
Ｅｃ
［（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）－

１
槡 ａｃ
（εｚ－εｚ１）］

（６４）
这就完全证明了用 ＭＡＭｏｎａｓｔｙｒｓｋｉ提出的近轴方

程渐近解的方法求解成像电子光学的近轴横向像差问

题是正确的．

７ 讨论

现讨论式（６４）的第一项，它是二级近轴色球差，在
全部近轴横向像差中，它是唯一的二级小量，占有最主

要的部分，而且它是整个像面上处处存在（包括轴上

点）的像差．二级近轴色球差的表示式被称为莱克纳格
尔阿尔齐莫维奇（ＲｅｃｋｎａｇｅｌＡｒｔｉｍｏｖｉｃｈ）公式［１２，１３］，它在
像管设计中评价成像质量诸如图像分辨率时经常用

到．公式的最大优点是与系统结构和轴上电位分布无
关，仅与自光阴极逸出的电子的轴向初电位和径向初

电位、阴极面上的电场强度和系统的线放大率有关．
应该指出，尽管式（６４）是由一具体的两电极静电同

心球系统模型推导出来的，它对于实际应用仍具有普

遍意义．现说明如下．对一静电电子光学成像系统，不
管它的物面是平面还是球面，我们总能想象，在离阴极

面前不远的 ｚ＝ｚｍ处，有一类似透明栅网的等位面，由
此组成了一个虚拟的两电极静电同心球系统或虚拟的

平面均匀场系统．当由阴极面轴上点逸出初电位为（εｚ，

εｒ）的电子，通过此虚拟的阴极栅极系统后，它将在阴极
面后面的某处，由某一轴向初电位εｚ１决定的 ｚ＝－ｚｉ的
虚像面上形成近轴色球差．按照上述理论，可以想象在
虚像面 ｚ＝－ｚｉ处形成二级近轴色球差，它可表为：

Δｒｖ（ｚ＝－ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０

２Ｍ１
Ｅｃ
（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）（６５）

这里，Ｍ１是阴极栅极构成的虚拟系统的线放大率，Ｅｃ
一阴极面上的电场强度．

假设在上述的虚拟系统之前联接着一个短透镜，

其电位分布由场（－ｚｉ，ｚｍ）＝ｍ，″（ｚｍ，ｚａ）≠０，

（ｚａ，ｚｉ）＝ｉ所组成．假定位于 ｚ＝－ｚｉ处有高度为

Δｒｖ（ｚ＝－ｚｉ）的虚物．鉴于短透镜乃是一理想电子透
镜，它不产生附加的像差．此高度为Δｒｖ（ｚ＝－ｚｉ）的
虚物通过短透镜后，便在 ｚ＝ｚｉ处的像面上形成一个放
大或缩小的图像，其线放大率为 Ｍ２．于是有

Δｒｖ（ｚ＝ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０

２Ｍ１Ｍ２
Ｅｃ
（ε槡ｚ－ εｚ槡 １） （６６）

这里 Ｍ２一短透镜的线放大率．令 Ｍ１Ｍ２＝Ｍ．于是式
（６４）的第一项依然成立；但 Ｍ应理解为全系统的总的
线放大率．

现在总结一下上面的叙述．虽然求近轴像差可以
通过近轴轨迹方程的渐近解求解，但求解渐近解的系

数看来是过于复杂了．然而，由一两电极静电同心球系
统得到的近轴横向像差的表达式，具有极为简单和明

晰的形式，这对于实际应用是非常方便的．而且，在具
体的系统中证明了二级近轴色球差的莱克纳格尔阿
尔齐莫维奇（ＲｅｃｋｎａｇｅｌＡｒｔｉｍｏｖｉｃｈ）公式的普遍成立．此
外，首次求得了三级近轴色球差和三级近轴放大率色

差的具体表示式，虽则它较二级近轴色球差要小一个

数量级．
在通常的情况下，例如作电子光学像管的一般设

计，实际计算时，只须考虑二级近轴色球差，其表达式具
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有足够的精度评价系统的像质；三级近轴色球差和三级

近轴放大率色差是无须考虑的．但是，当系统要研究三
级几何横向像差时，不但二级近轴色球差必须考虑，三

级近轴色球差和三级近轴放大率色差也需要考虑，因为

它们与三级几何横向像差属于同一数量级．在此情况
下，我们建议采用如下的近轴横向像差简明表达式：

Δｒ（ｚｉ）＝
ｍ０
２槡ｅｒ０［

２Ｍ
Ｅｃ
（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）＋

２Ｍ
Ｅｃ （ｚｉ槡 ）

（εｚ－εｚ１）］

＋ｒ０
－２（Ｍ－１）
（ｚｉ）

（ε槡ｚ－ εｚ槡 １）ε槡ｚ （６７）

应该指出，式（６７）在实际应用中具有足够的精度，
虽然其第二项和第三项是近似表示式，但它在全部近

轴横向像差中只占很小的部分．式（６７）的表示同样与系
统结构和轴上电位分布无关，这对于实际的应用是很

方便的．我们相信，不久将会找到更为精确的三级近轴
横向像差表示式．

８ 结束语

本文由近轴方程渐近解出发研究了求解成像电子

光学系统近轴横向像差的途径，推导了普遍形式的近

轴横向像差表示式，文中探讨了两电极静电同心球系

统中渐近解各系数的求解，并通过此系统的近轴轨迹

的特解的精确解和渐近解，推导了近轴横向像差的表

示式，证明了渐近解求解近轴横向像差的途径是可行

的和精确的．同时，完全证明了著名的莱克纳格尔阿尔
齐莫维奇（ＲｅｃｋｎａｇｅｌＡｒｔｉｍｏｖｉｃｈ）公式在具体系统中成
立．首次获得三级近轴色球差和三级近轴放大率色差
具体表示式，虽然它们较二级近轴色球差要小一个数

量级，但在研究三级几何横向像差的同时也是不应该

忽略的．最后建议成像电子光学系统的近轴横向像差
的简明表示式，它同样与系统结构和轴上电位分布无

关，对于实际的应用是很方便的．其结果对于成像电子
光学系统的像差研究和像管设计具有实际意义．
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