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摘 要: 提出一种快速子空间分解方法. 该方法只需要知道某一期望信号的训练信号就可以实现信号子空间和

噪声子空间的快速估计. 给出快速确定子空间维数的方法. 子空间维数的估计和子空间的快速分解是同时进行的.本

文方法只需要多级维纳滤波器的前向递推, 不需要估计协方差矩阵和对其作特征值分解, 所以运算量可以明显地降

低, 而估计的性能接近于常规方法.最后 ,仿真结果验证了方本文法的有效性.
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A Fast Method for Subspace Decomposition and Its Dimension Estimation
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Abstract: A fast method for subspace decomposition is proposed. Given the training sequences of a desired signal, the signal

subspace and noise subspace can be obtained quickly. The dimension of subspace can be correctly estimated while the signal subspace

and noise subspace are acquired.The presented method does not require the formation of the covariance matrix and its eigendecomposi

tion, thereby reducing the computational complexity significantly . Finally, numerical results show that the novel approach can achieve

the asymptotic performance of the classical method.
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1 引言

信号子空间和噪声子空间的估计以及其维数的确定一

直是阵列信号处理中重要的研究方向. MUSIC[ 1] , EPSRIT[ 2]和

WSF[3]等超分辨方法均要求准确估计到信号子空间或噪声子

空间.而且这些方法均假设信源数是准确已知的.然而,在实

际应用中信源数往往是未知的, 需要估计. 而为了得到鲁棒

的估计,信号子空间和噪声子空间的估计均是对协方差矩阵

作特征值分解或奇异值分解得到的. 估计协方差矩阵和对其

作特征值分解所需要的运算量约为 O( M 2N + M3 ) , 其中 M

和N 分别是阵列的阵元个数和采样快拍数.如果阵元数较多

的话,协方差矩阵是高阶的, 对其进行估计和作特征值分解

的运算量是相当大的.

最近, Goldstein 等人提出了一种有效的用于干扰抑制的

降维滤波技术, 即所谓的多级维纳滤波器( MSWF) [4]技术. 与

主分量法( PC) [ 5]和互谱法( CS) [ 6]等降维滤波技术相比, 多级

维纳滤波器具有很多优点:如允许MSWF的级数远远小于信源

数; 不需要估计协方差矩阵从而使得该方法可以应用在小样

本支撑的信号环境中;收敛速度块, 能够对时变信号进行快速

跟踪;不用对协方差矩阵作特征值分解, 使得其运算量大大降

低.因而引起浓厚的研究兴趣[ 7, 8]并得到广泛应用[ 9, 10] .

过去许多学者把 MSWF 主要应用在干扰抑制和信道均

衡等方面.本文利用 MSWF前向递推的多级分解特性来实现

信号子空间和噪声子空间的快速估计以及信源数的快速确

定.只需要MSWF 的前向递推, 所以其运算量得到有效的降

低.而且估计的子空间接近于真实的子空间, 信源数的估计

达到常规方法的估计精度. Xu 提出的快速子空间分解方

法[ 11, 12]采用的是Lanczos 算法, 要求估计协方差矩阵,而且完

成Lanczos 算法的 D(D> P)次递推后, 还需要对一个维数是

D 的协方差矩阵作特征值分解. 算法的运算量较大, 并且只

能估计到信号子空间, 没有给出直接估计噪声子空间的方

法.与快速子空间分解方法相比, 本文方法还有一个显著的

区别就是,估计的子空间(信号子空间和噪声子空间 )的基矢

量与特征矢量虽然张成相同的子空间但它们不是渐近等效

的. 而 Xu 的信号子空间的基矢量, 即所谓的 Rayleigh Ritz

( RR)矢量与大特征矢量渐近等效.

2 问题公式

2 1 阵列信号模型

假设阵列是阵元数为 M 的等距线阵( LUA ) , 则阵列在 k
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时刻接收的 M 维观测数据矢量为

x( k) =  
P

i= 1

a( i) si ( k )+ n ( k)

= a( 1) a( 2) ! a( P ) s( k) + n( k )

= A( ) s( k) + n( k ) (1)

其中 s( k) ∀ CP # 1, n( k ) ∀ CM #1 , A( ) ∀ CM # P分别为信源

复振幅矢量, 噪声复矢量和 M # P 阶方向矩阵, k = 0, 1, !,
N- 1 是采样时刻, N 是快拍数, P 是信源数. 假定第一个信

号是期望信号(用户)且其波形先验已知. 导向矢量具有如下

的结构

a( i) =
1

M
1 ej ( i

) ! ej( M- 1) (
i
) T (2)

其中 ( i )=
2 d
!

sin( i) , i ∀ ( -  / 2, / 2) , 且 i ∃ j , i ∃ j , d

表示阵元间距, !是载波波长, T 表示转置. 本文的所有讨论

均假设阵元数大于信源数,即 M> P. 加性噪声是均值为零的

空时均白的复高斯随机过程,即

E[ n( k ) nH( l) ] = ∀2
nIM#k, l 和 E [ n( k ) nT( l ) ] = 0 (3)

其中 k , l = 0, 1, !, N- 1. 假设信号和噪声是不相关的,所以

x( k )也是复高斯随机过程,而且其协方差矩阵为

Rx= E[ x( k) xH( k ) ] = A( ) RsA
H( )+ ∀2

nIM (4)

显然, Rx 是 Hermitian 矩阵.

2 2 多级维纳滤波器

多级维纳滤波器是 Goldstein 等人最近提出的一种有效

的降维滤波技术, 其在最小均方误差的意义下得到Wiener

Hopf方程 Rxwwf= rxd的渐近最优解 wopt= R
- 1
x rxd .基于相关相

减结构的多级维纳滤波器(CSA MSWF)的算法
[ 8]
如下所示:

Step1:初始化 : d 0( k )= s1 ( k)和 x0( k )= x( k ) ;

Step2:前向递推: For i= 1, 2, !, M

hi= E [ d *
i- 1( k) xi- 1( k ) ] % E[ d

*
i- 1( k ) x i- 1( k ) ] %2 ;

d i( k ) = hHi x i- 1( k ) ;

xj ( k )= x i- 1( k )- hid i ( k) ;

Step3:后向递推: ∃M( k ) = dM( k ) , For i= M, M- 1, !, 1

w i= E[ d*
i- 1( k ) ∃i( k ) ] E[ | ∃i ( k ) |

2 ] ;

∃i- 1( k )= d i- 1( k )- w *
i ∃i ( k ) .

由多级维纳滤波器的 M 个相互正交的匹配滤波器 hi 构

成的预滤波矩阵为 TM= [ h1, h2, !, hM ] ∀ CM # M. 由于每级

的匹配滤波器 hi 最大化相邻级期望信号的相关性, 而阻塞矩

阵 Bi= I - hih
H
i 使得相隔各级的期望信号不相关, 所以经过

预滤波的协方差矩阵是三对角矩阵:

TH
MRx

0
TM=

∀2
d
1
#*
2

#2 ∀2
d
2
#*
3

#3 ∀2d
3

 

  #*
M

#M ∀2
d
M

! DM # M (5)

其中 ∀2
d
i
= E [ | d i|

2]和 #i + 1= E[ d i+ 1( k ) d
*
i ( k) ]分别是各级

期望信号的方差和相邻级期望信号的协方差.

3 子空间的快速分解

为了降低常规子空间估计方法的计算复杂度, 必须避开

协方差矩阵的估计及其特征值分解. 事实上, 给定某一目标

(或用户)的信号波形(或训练序列) ,由多级维纳滤波器的前

向分解则可以实现信号子空间和噪声子空间的快速估计. 这

由如下的定理给出.

定理 1 在给定某一期望信号的训练信号的条件下, 信

号子空间和噪声子空间可以分别估计如下

% ( P )S = span{ h1, h2 , !, hP} (6)

& ( M- P)
N = span{ hP+ 1, hP+ 2, !, hM } (7)

其中 % ( P )S 和 & ( M - P)
N 分别表示维数是 P 的信号子空间和维

数是M- P 的噪声子空间, P 是信源数, h1, h2, !, hM 是多
级维纳滤波器前向递推的匹配滤波器.

证明 对式(4)的协方差矩阵作特征值分解:

Rx
0
=  

M

i= 1

!iviv
H
i = Vs∋ sV

H
s + ∀

2
nVnV

H
n (8)

其中特征值 !1> !2> !> !P+ 1= != !M= ∀2
n , Vs= [ v1, v2 ,

!, vP] , Vn= [ vP+ 1 , vP+ 2, !, vM ] . Vs 的列数等于信源协方

差矩阵Rs 的秩P ,从而其张成 A( )的 P 维子空间. 这里 P

表示独立信源的个数.由式( 4)和式(8)则有如下的关系

Vs= A( ) Q (9)

其中 Q= RsA
H( ) Vs ( ∋ s- ∀

2
nI)

- 1 ∀ CP # P是满秩矩阵.

注意到滤波器 hi, i = {1, 2, !, P}是相互正交的, 所以级
数为 D 的 MSWF 相当于Wiener Hopf 方程在 Krylov 子空间

K ( P) ( Rx
0
, rx

0
d
0
) = span{ rx

0
d
0
, Rx

0
rx

0
d
0
, !, RP- 1

x
0

rx
0
d
0
}的解[9] ,

并有如下的结论[ 9,13] :

span{ h1, h2, !, hP }= span{ rx
0
d
0
, Rx

0
rx

0
d
0
, !, R ( P- 1)

x
0

rx
0
d
0
}

(10)

所以存在一个满秩矩阵 K ∀ CP # P ,使得

[ h1 , h2, !, hP ] = [ rx
0
d
0
, Rx

0
rx

0
d
0
, !, R( P- 1)

x
0

rx
0
d
0
] K (11)

令 T s= [ h1, h2 , !, hP ] , Tn= [ hP+ 1 , hP+ 2, !, hM ] . 注意到

VH
s Vs= IP 和 VH

nVn= IM- P ,由式(8)得

R( i)x
0
= Vs∋

( i )
s VH

s + ∀
2i
n VnV

H
n , i= 1, 2, !, P- 1 (12)

由多级维纳滤波器知, rx
0
d
0
落在信号子空间中, 从而有

VH
nrx

0
d
0
= 0. 把式(12)代入式(11) , 并考虑到 VsV

H
s + VnV

H
n= IM

及 Vs= A( ) Q ,得到

Ts = [ VsV
H
srx

0
d
0
, Vs∋sV

H
srx

0
d
0
, !, Vs∋ ( P- 1)

s VH
srx

0
d
0
] K

= Vs[ V
H
srx

0
d
0
, ∋ sV

H
srx

0
d
0
, !, ∋ ( P- 1)

s VH
srx

0
d
0
] K

= A( ) Q[ VH
srx

0
d
0
, ∋sV

H
srx

0
d
0
, !, ∋ ( P- 1)

s VH
srx

0
d
0
] K

= A( ) Q(K= A( ) H (13)

其中

( = [ VH
srx

0
d
0
, ∋sV

H
srx

0
d
0
, !, ∋ ( P- 1)

s VH
srx

0
d
0
] ∀ CP # P (14)

H= Q(K ∀ CP # P (15)

不难证得 ( ∀ CP # P是满秩矩阵. 又因为 Q 和 K 均是非奇异

矩阵,因而 H 也是非奇异矩阵. 所以,由式(13)得
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span{ h1 , h2, !, hP} = col{ A( ) } ! % ( P)
S (16)

由于矩阵 TM 的所有列矢量均是相互正交的, 则 hi & col

{ A( ) } , i = P + 1, P + 2, ! , M . 所以 Tn 的列矢量张成 col

{ A( ) }的正交补,即所谓的噪声子空间:

span{ hP+ 1, hP+ 2, ! , hM }= null{ A( ) } ! & ( M - P)
N (17)

证毕.

说明 1 本文快速子空间分解方法只利用到某一目标

(用户)的信号波形(或训练信号)和 MSWF的前向分解,不需

要计算其后向合成的标量维纳滤波器,也不需要估计协方差

矩阵及对其作特征值分解. 所以该方法的计算复杂度较低,

约为 O( M2P) .如果信源数是先验已知的, 那么采用该方法

计算信号子空间的运算量仅仅为 O( PMN) .而常规信号子空

间估计方法需要计算样本协方差矩阵并对其作特征值分解,

需要的运算量为 O( M 2P+ M 3) . 所以,本文快速子空间分解

方法的运算量远远小于常规子空间估计方法的运算量 . 此

外, Xu 提出的快速子空间分解方法采用的是 Lanczos 算法, 要

求估计协方差矩阵,而且完成 D(D > P )次递推后,还需要对

一个维数是 D 的协方差矩阵作特征值分解.算法的运算量较

大,约为 O( M 2D+ M2N + D 3) , 并且只能估计到信号子空间,

没有给出噪声子空间的估计方法. 所以本文方法优于 Xu 的

快速子空间分解方法.

4 子空间维数的快速估计

实在际应用中, 我们得到的样本数据是有限的, 因而真

正的协方差矩阵是获取不到的. 对估计的协方差矩阵作特征

值分解,得到

R̂x
0
! 1
N  

N- 1

k= 0

x0( k )x
H
0 ( k)=  

M

i= 1

!̂îvîv
H
i= V̂s∋̂

H
s V̂

H
s+ V̂n̂∋ n̂V

H
n (18)

如果真正的协方差矩阵是知道的, 则由其小特征值相等就可

以准确地估计到信源数,即信号子空间的维数. 然而, 正如前

面所述,我们只能得到协方差矩阵的估计, 而且其小特征值

!̂i , i = P+ 1, P + 2, !, M 是互不相等的, 并分布在噪声方差

∀2
n 的邻域, 即 !̂i= ∀

2
n+ O( N - 1/2 ) . 在这种情况下必须采用其

它技术来估计信源数.用于估计信号子空间的维数的两个准

则[14] , 即基于 Akaike 信息论 ( AIC) 准则和最小描述长度

( MDL)准则分别为

AIC= min
P̂
{2N( M- P̂ ) lg[ L ( !̂P̂+ 1, !̂P̂+ 2, !, !̂M ) ] + P̂ (2M- P̂ ) }

(19)

MDL= min
P̂
{N ( M- P̂ ) lg[ L( !̂P̂ + 1, !̂P̂+ 2, !, !̂M) ]

+
1
2
P̂( 2M- P̂ ) lgN } (20)

其中

L ( !̂P̂+ 1, !̂P̂ + 2 , !, !̂M )=

1
M- P̂  

M

i= P̂+ 1

!̂i

∋
M

i= P̂+ 1

!̂i
1

M - P̂

(21)

是似然函数.由式(19)和式( 20)容易看出,两个准则的似然函

数是相同的,区别仅仅是后面的罚函数. 常规的 AIC 和 MDL

准则均要求知道特征值 !̂i , i= 1, 2, !, M ,这意味着需要估计
协方差矩阵及对其作特征值分解. 事实上, 如果没有估计到

协方差矩阵和其特征值, 我们同样可以有效地估计到信号子

空间的维数.估计方法由定理 2给出.

引理 如果有 P 个统计不相关的窄带信号入射到阵列

天线,则 MSWF作 P 级分解后,得到第 P 级的观测数据:

x ( P)P ( k ) = ( I- hPh
H
P) x

( P)
P- 1( k )= BPx

( P)
P- 1( k ) (22)

是时间白的随机过程,并具有如下的形式

x ( P)P ( k ) = ∋
1

i= P

n ( k ) (23)

其中上标( ) ( P)表示信源数为 P 的情况, 下标( ) P 表示 MSWF

的第 P 级.

引理的证明见附录. 为了表示方便, 以下讨论我们均假

设信源数为 P ,并把 MSWF的第 P 级数据简记为xP ( k ) .

定理 2 在没有估计到协方差矩阵及其特征值的条件

下, AIC 和MDL准则的似然函数由下式给出

L( ∀̂2
d
P̂+ 1

, ∀̂2
d
P̂+ 2

, !, ∀̂2
d
M
) =

1
M- P̂  

M

i= P̂ + 1

∀̂2
d
i

∋
M

i= P̂+ 1

∀
2
d
i

1
M- P̂

(24)

其中 ∀̂2
d
i
是矩阵 DM # M的第 i个主对角线元素.

证明 容易证得矩阵 Tm 是酉矩阵,从而由式(5)得

Rx
0
= TMDM # MT

H
M (25)

注意到 DM # M是三对角矩阵,所以, 由式(8)和式(25)得到

Vs∋ sV
H
s+ Vn∋nV

H
n= TsDsT

H
s + TnDnT

H
n+ #P+ 1hP + 1 h

H
P

+ #*
P + 1 hPh

H
P + 1 (26)

其中 ∋ n= ∀
2
nI. 用 V

H
n 和 Vn 分别左乘和右乘式( 26) ,并考虑到

定理 1, 则

VH
nVn∋ nV

H
nVn = VH

nTsD sT
H
s Vn+ VH

nTnDnT
H
nVn

+ #P+ 1V
H
nhP+ 1h

H
PVn+ #

*
P+ 1V

H
nhPh

H
P + 1 Vn

= VH
nTnDnT

H
nVn= UDnU

H (27)

其中 U= VH
nTn, 不难看出 U是酉矩阵. 所以式( 27)可以表示

为

∋ n= UDnU
H (28)

引理表明, xP ( k )是时间白的随机过程, 所以 x i ( k ) , i = P +

1, P + 2, !, M - 1, 也是时间白的随机过程. 于是, 对于 i =

P , P + 1, !, M- 1, 则有

#i+ 1= E [ di+ 1( k) d
*
i ( k) ]

= E [ hH
i+ 1xi( k) x

H
i- 1( k) hi]

= hH
i+ 1

E

∋
1

t= i

Bt n( k ) ∋
1

s= i- 1

B s A ( ) s( k) + ∋
1

s= i- 1

B s n( k )

H

hi

= hH
i+ 1 ∋

1

t= i

Bt E [ n( k) n
H( k) ] ∋

1

s= i- 1

Bs
H

h i

= ∀2nh
H
i+ 1 1-  

i

t= 1

hth
H
t I-  

i- 1

s= 1

hsh
H
s hi= 0 (29)

从而 Dn ∀ C( M- P) # ( M- P) 是对角矩阵, 而且有 Dn = diag

( ∀2d
P+ 1

, ∀2
d
P+ 2

, !, ∀2
d
M
) . 所以,由式(28)得
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∀2d
i
= ∀2

n , i = P+ 1, P + 2, !, M (30)

如果用估计的协方差矩阵替代真正的协方差矩阵, 则有

∋̂ n= ÛD̂nÛ
H

(31)

于是

det( ∋̂ n) = det( ÛD̂nÛ
H)= det( D̂n ) (32)

用估计的信源数 P̂ 代替真实的信源数P ,则

∋
M

i= P̂+ 1

!̂i= ∋
M

i= P̂+ 1

∀̂2
d
i

(33)

由式(31)可以求得

tr( ∋̂ n )= tr( ÛD̂nÛ
H) = tr( D̂n ) (34)

所以

 
M

i= P̂+ 1

!̂i=  
M

i= P̂+ 1

∀̂2
d
i

(35)

把式( 33)和式( 35)代入式( 21)立即有式 (24)的结论. 定理得

证.

说明 2 如果我们能够正确地估计到信源数, 那么噪声功率

由下式容易求得

∀̂2
n=

1
M- P  

M

i= P+ 1

!̂i=
1

M- P  
M

i= P+ 1

!̂2
d
i

(36)

此外,注意到采用式(24)所示的似然函数估计信号子空间的

维数和子空间的快速分解是可以同时进行的, 完成 MSWF 的

前向递推即可.

5 仿真结果

为了证明本文方法的有效性和方便与常规子空间分解

方法相比较,我们做了如下的仿真. 所使用的阵列是等距线

阵(ULA) ,并假设阵元是无方向性的.阵元之间的间隔为半波

长.假设阵列接收到 4 个等功率的不相关的信号. 信号分别

以- 5(, 0(, 5(和 10(的波达方向入射到接收阵列天线. 噪声是
空时均白的复高斯随机过程. 信噪比(SNR)定义为 10log( ∀2

s /

∀2
n ) ,其中 ∀2

s 是信号的功率.图 1是四种方法的正确检测概率

随采样快拍数变化的情况,其中阵元数为 12, SNR为 10dB, 独

立实验次数为 5000. 正如文 [ 14]所述, 采用特征值分解估计

子空间的维数时, AIC 准则不是一致估计, 而往往是过估计,

所以其正确检测概率不高, 约为 90% .然而, 本文的 AIC 准则

具有很高的正确检测概率, 当快拍数大于 250 时就达到

100% .由于 MDL准则是一致估计, 所以随着快拍数的增大,

常规的MDL 和本文的MDL 均趋近于 100%的正确检测概率.

在快拍数较少的情况下, 本文的 MDL 准则优于常规的 MDL

准则.

为了评价本文方法估计到的信号子空间和真实信号子

空间的接近程度,定义如下的子空间距离[ 15] :

d{ %Ps , col[ A( ) ] } = % TH
s Vn% F

真正的协方差矩阵定义为

Rx
0
= lim

N ) ∗
1/ N  

N- 1

k= 0

x0( k ) x
H
0 ( k ) ! 1/ 4096  

4095

k= 0

x0( k ) x
H
0 ( k )

图2 是信号子空间的距离随快拍数的变化情况.其中阵元数

为32,信噪比为 15dB, 独立实验次数为 5000.为了方便比较,

采用基于特征值分解的常规方法估计到的信号子空间与真

实信号子空间的距离也给出. 由图 2 不难发现, 本文方法估

计到的信号子空间接近于常规方法估计到的信号子空间. 在

快拍数等于128时, 两个子空间距离之差约为 0. 04,当快拍数

等于 512 时,它们之差仅仅为 0. 0078,随着快拍数的增加, 它

们之差趋近于零.

6 结论

本文提出一种快速子空间分解方法. 在该方法中 , 信号

子空间和噪声子空间的估计以及维数的确定是同时进行的.

与常规的子空间分解方法不同, 本文方法不需要估计高阶的

协方差矩阵和对其作特征值分解, 也不需要多级维纳滤波器

的后向递推,从而使得其运算量和复杂度大大地降低 , 易于

实时处理.

附录 引理的证明

证明: (用数学归纳法证明)当 P = 1, 即只存在一个信号

的情况,由于

h1=
rx

0
d
0

% rx
0
d
0
%=

a( 1) ∀
2
s
1

% a( 1) ∀
2
s
1
%

=
a( 1)

% a( 1) %
(A1)

所以

x (1)1 ( k )= ( I- h1 h
H
1 ) x

( 1)
0 ( k )

= I-
a( 1) a

H( 1)

%a( 1) %2 [ a( 1) s 1( k )+ n ( k) ]

= B1n( k) = ∋
1

i= 1

Bi n( k ) (A2)

假设当 P = K 时,即存在 K 个信号的情况,仍然有

x ( K )K ( k ) = BKx
( K)
K- 1( k ) = ∋

1

i= K

Bi x ( K)0 ( k) = ∋
1

i= K

Bi n ( k)

(A3)

那么,当 P= K + 1 时,则有

x (K + 1)
K + 1 ( k )= ∋

1

i= K+ 1

Bi x ( K+ 1)
0 ( k )

= ∋
1

i= K+ 1

Bi [ x
( K)
0 ( k) + a( K + 1 ) sK + 1( k ) ]

= BK+ 1 ∋
1

i= K

Bi x ( K)0 ( k)+ ∋
1

i= K+ 1

Bi a( K + 1) sK + 1( k)

(A4)

因为

∋
1

i= K+ 1

Bi a( K + 1) sK+ 1( k)= ∋
1

i= K+ 1

( I- hih
H
i ) a( K+ 1) sK + 1( k)
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= I-  
K+ 1

i= 1

hih
H
i a( K + 1) sK + 1( k)

= [ I- TK+ 1T
H
K+ 1] a( K+ 1) sK+ 1( k )

( A5)

上式利用了匹配滤波器 hi, i = {1, 2, !, K + 1}的相互正交特

性.由定理 1 知, TK + 1 T
H
K + 1是 A ( ) = [ a ( 1 ) , a ( 2) , !,

a( K+ 1) ]列空间的投影. 从而[ I- TK+ 1T
H
K+ 1] a( k+ 1)= 0, 即

∋
1

i= K+ 1

Bi a( K+ 1) sK + 1 ( k) = 0 ( A6)

所以

x ( K + 1)
K + 1 ( k )= BK + 1 ∋

1

i= K

Bi n ( k )+ ∋
1

i= K+ 1

Bi a( K+ 1) sK + 1 ( k )

= ∋
1

i= K+ 1

Bi n( k ) ( A7)

引理得证.
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