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摘 要： 针对车轨耦合磁浮系统中的振动现象，利用双环 ＰＩＤ算法控制，研究其产生的根源．首先，建立了车轨
耦合磁浮系统动力学模型，并把该非线性模型在平衡点线性化；其次，由于控制参数变化，线性化系统特征多项式会出

现各种零实部根，分别得到了系统出现零实部根的条件；最后，利用中心流形对各种振动情况进行了分岔方程的推导

以及仿真分析，并讨论了出现混沌现象的可能．研究结果表明，磁浮车轨耦合系统会出现同宿分岔、Ｈｏｐｆ分岔、二次
Ｈｏｐｆ分岔和混沌，这是磁浮系统振动的根源．
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１ 引言

磁浮列车作为一种新型的轨道交通工具，与常规轮

轨列车相比，具有乘坐平稳舒适、噪音低、转弯半径小，

爬坡能力强，占地面积小，安全可靠等优点，而这些优点

与悬浮控制系统的性能息息相关．若控制不善，列车和
轨道将出现剧烈的耦合振动，严重时导致列车无法正常

运行．由于制造、安装存在差异，以及地质结构的不同，
轨道模态变化很大，导致悬浮控制难度很大，不可避免

的存在某种程度的耦合振动［１，２］．文献［３，４］讨论了振动
的部分原因，但探讨并不深入．文献［５，６］描述了磁浮系
统的混沌现象，但没有涉及磁浮车轨耦合系统．

车轨耦合磁浮系统如图１所示．其中，与轨道支敦
固联的坐标系为 ＯＸ，原点位于轨道支敦与轨道下表面
的交汇处；电磁铁为 ｍ；电磁铁绝对位移为 ｘ１；轨道绝

对位移为 ｘ３．
电磁铁通电后，和轨道之间产生电磁力，通过控制

电磁力的大小，可以把

电磁铁悬浮在预定位

置．从图 １也可以看出
轨道存在形变，若控制

不善，电磁铁和轨道会

产生耦合振动．仅考虑
轨道一阶振型的系统数学模型如式（１）所示：
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式中，Ｍ为列车二次系质量，ｍ为电磁铁质量，ｇ为重
力加速度，Ｃ１为与电磁铁物理结构参数有关的常数，Ｃ２
为与轨道物理结构参数有关的常数，η１为轨道一阶振

型阻尼，ω１为轨道一阶振型固有振动频率，ｕ为控制输
入电压，Ｒ为电磁铁电阻，ｘ５是电磁铁电流和悬浮间隙
ｘ１－ｘ３之比．
从系统模型也可以看出，变量 ｘ１，ｘ３通过变量 ｘ５

耦合在一起，若控制不善，显然将产生耦合振动．

２ 双环ＰＩＤ控制算法

采用双环ＰＩＤ控制的悬浮控制器，取控制 ｕ＝ｕｅｃ＋
ｋｓ（ｘ１－ｘ３－ｘ０）＋ｋｃｘ５（ｘ１－ｘ３）＋ｋｂｉｘ２，ｕｅｃ是位置环积
分而得到的一个固定电压值，目的在于保证系统处于

平衡点时满足 ｘ１＝ｘ０，把平衡点代人公式 ｕｅｃ＝Ｒｘ５ｘ１－
Ｒｘ５ｘ３＋ｋｃｘ５（ｘ１－ｘ３），得到

ｕｅｃ＝（Ｒ＋ｋｃ）ｘ０
Ｍ＋ｍ
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不考虑电流环以及积分环节，系统方程为：
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考虑电流环，系统方程为：
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（３）
取式（２）和式（３）的平衡点均为：
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３ 车轨耦合系统临界动力学分析

下面分别对特征多项式有零根，一对零实部根和

两对零实部根进行分析．
３１ 退化车轨耦合系统动力学分析

向量场在某奇点称为非退化的，如果它在该点的

线性部分算子是非奇异的，即它的所有特征根均非零；

否则称为退化的［７］．
３１１ 无电流环车轨耦合系统分岔分析

为了使得表达式更简单，所有控制参数都乘以比

例１／２Ｃ１，依据ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理，把控制系统式（２）
在平衡点（４）线性化后得到线性化矩阵为：
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（５）

λＩ－Ａ ＝０为五阶方程，由阿贝尔定理，没有一般的
代数解法．因此不能用因式分解的方法来解决这个问
题．

对式（５），若 ｋｓ≠０则系统特征多项式无零特征值，
若 ｋｓ＝０系统至少有一个零特征值．此时，线性化系统
状态 ｘ１，ｘ２，ｘ５独立于 ｘ３，ｘ４．为计算系统的稳定性，不
妨假设轨道是稳定的，则系统可转换为
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此系统特征多项式为：
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系统仅有一个参数，系统特征根有一个为零，ｋｂｉ＞０另
两个为纯虚根，当 ｋｂｉ＝０时，为零根，ｋｂｉ＜０，一正一负
根．故可知系统的拓扑结构在 ｋｂｉ＝０处发生改变：

（１）ｋｓ＝０，ｋｂｉ＝０，原系统为
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＝０

，

状态变量 ｘ２在扰动作用下不稳定，但系统不会出现振
动．

（２）ｋｓ＝０，ｋｂｉ＜０，特征多项式有正实部根，系统不
稳定．

（３）ｋｓ＝０，ｋｂｉ＞０，原系统为
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，

由于有纯虚根，系统会出现振动．
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为讨论（３）中振动的具体性质，设

ｙ１
ｙ２
ｙ









３

＝

ｘ１
ｘ２
ｘ５－ｋｂｉｘ









１

，则

ｙ１＝ｙ２

ｙ２＝
Ｍ＋ｍ
ｍ ｇ－

Ｃ１
ｍ（ｙ３＋ｋｂｉｙ１）

２

ｙ３










＝０

，由 ｙ３＝０，不妨设 ｙ３＝Ｃ，得到分岔方程：
ｙ１＝ｙ２

ｙ２＝
Ｍ＋ｍ
ｍ ｇ－

Ｃ１
ｍ（Ｃ＋ｋｂｉｙ１）

{ ２
（８）

可 知 系 统 两 个 奇 点，相 平 面 上 左 侧

（

－ Ｍ＋ｍ
Ｃ１槡 ｇ－Ｃ

ｋｂｉ
，０）为鞍点，右侧（

Ｍ＋ｍ
Ｃ１槡 ｇ－Ｃ

ｋｂｉ
，０）

为中心，系统发生同宿分岔．
为证实以上分析，对标准单位，取合适数据：ｍ＝

４００，Ｍ＝８００，ｇ＝１０，Ｃ１＝２×１０－４，ｋｂｉ＝１００，ｋｓ＝０，ｋｃ
＝－３，Ｒ＝３，ｓ０＝００１，ｘ１（０）＝００２，ｘ２（０）＝０，ｘ５（０）＝
０．得到电磁铁位移响应以及相轨迹的仿真结果如图 ２
和图３所示，从图上可以看出系统绕中心振动，与系统
出现同宿分岔的分析结果一致．

３１２ 含电流环车轨耦合系统分岔分析

考虑含电流环的系统方程式（３），其线性化系统有

纯零根的条件为：ｋｓ＋（Ｒ＋ｋｃ）
Ｍ＋ｍ
Ｃ１槡 ｇ＝０，线性化矩

阵同样可以简化为：

０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃ１
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式（９）的特征多项式为：

λＩ－Ａ ＝λ５＋（２η１ω１－ｋｃ）λ
４＋（ω２１－ｋｃ２η１ω１－Ｃ１ｋｂｉ）λ

３

＋（－ｋｃω２１＋２η１ω１Ｃ１ｋｂｉ）λ
２

＋Ｃ１ｋｂｉω２１λ
λ（λ

２－ｋｃλ－Ｃ１ｋｂｉ）（λ２＋２η１ω１λ＋ω
２
１） （１０）

从式（１０）可以得到下列结果：
（１）ｋｃ＞０，或 ｋｂｉ＞０，线性化系统有正根，因此原系

统不稳定；

（２）ｋｃ＜０且 ｋｂｉ＜０时，需要计算中心流形来确定
稳定性．

得到最终的中心流形为：

ｘ＝－２ｘ０
（Ｒ＋ｋｃ）
２Ｃ１

（ｘ＋（－
ｋｂｉＣ２１

８ｘ２０ｍ（Ｒ＋ｋｃ）２

－１８
Ｃ１

（Ｍ＋ｍ）槡 ｇ）·ｘ
２＋ο（ｘ２）） （１１）

此时，以式（４）为平衡点，含电流环的磁浮车轨耦
合系统的拓扑结构与式（１１）相同，不再进行讨论和仿真
分析．
３２ 车轨耦合系统Ｈｏｐｆ分岔现象

当向量场的 Ｊａｃｃｏｂｉ矩阵在奇点有一对复特征根，
并且随参数变化而穿越虚轴时，在奇点附近的一个二

维中心流形上，奇点的稳定性发生翻转，从而在奇点附

近产生闭轨的现象，称为Ｈｏｐｆ分岔．它是一种比较简单
而又重要的动态分岔问题，是工程中常见的现象［７］．
３２１ Ｈｏｐｆ分岔存在条件

对方程（３），简化线性化矩阵为
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０ ０ －ω２１ －２η１ω１ Ｃ２
ｋｓ ｋｂｉ －ｋｓ ０ ｋ














ｃ

（１２）

特征多项式出现两个零实部根，其它根具有负实

部的条件：

（１）下列四个方程中，至少有一个成立，
（ω
２
１－ｋｃ２η１ω１－Ｃ２ｋｂｉ）

± （ω
２
１－ｋｃ２η１ω１－Ｃ２ｋｂｉ）

２＋４· Ｃ１ｋｂｉω２１＋２η１ω１Ｃ１ｋ( )槡 ｓ

＝
－Ｃ１ｋｓ＋ｋｓＣ２－ｋｃω２１－２η１ω１Ｃ１ｋｂｉ

２η１ω１－ｋｃ

± ［
（－Ｃ１ｋｓ＋ｋｓＣ２－ｋｃω２１－２η１ω１Ｃ１ｋｂｉ）

２η１ω１－ｋｃ
］２＋４

Ｃ１ｋｓω２１
２η１ω１－ｋ槡 ｃ

（２） ｋｂｉω１＋２η１ｋｓ＞
ｋｓω１

２η１ω１－ｋｃ
，

（３） （ω
２
１－ｋｃ２η１ω１－Ｃ１ｋｂｉ）

＞
（－Ｃ１ｋｓ＋ｋｓＣ２－ｋｃω２１－２η１ω１Ｃ１ｋｂｉ）

２η１ω１－ｋｃ
（４） ２η１ω１＞ｋｃ
（５） ω２１－ｋｃ２η１ω１－Ｃ１ｋｂｉ＞０
（６） －Ｃ１ｋｓ＋ｋｓＣ２－ｋｃω２１－２η１ω１Ｃ１ｋｂｉ＞０
（７） ｋｂｉω１＋２η１ｋｓ＞０
（８） ｋｓ＞０

在上面条件满足的情况下，平衡点的稳定性发生

翻转，系统会出现极限环，也即系统会出现 Ｈｏｐｆ分岔．
３２２ 仿真分析
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Ｈｏｐｆ分岔的稳定性决定于高阶项，下面的两个仿
真例说明，随着控制参数的改变，稳定和不稳定的极限

环都存在．取参数η１＝０５，ω１＝１００，ｋｃ＝±１０，其它参
数同上．

仿真１：ｋｃ＝－１０．根据Ｈｏｐｆ分岔存在条件，得到对
应原方程的参数 ｋｃ＝－２００３，ｋｓ＝２．０６６６ｅ４，ｋｂｉ＝
３７２２９９，Ｃ１＝１，Ｃ２＝１０．

仿真２：ｋｃ＝１０．根据 Ｈｏｐｆ分岔存在条件，原方程的
参数 ｋｃ＝１９９７，ｋｓ＝－１７１０５ｅ４，ｋｂｉ＝３７２２９９，Ｃ１＝１，Ｃ２
＝１０．
如图４所示，在该系统模型和控制参数下极限环收

敛；如图５所示，在该系统模型和控制参数下极限环发
散．

３３ 车轨耦合系统二次Ｈｏｐｆ分岔现象
当向量场分岔为一个二维环面上的运动，两个极

限环代表的周期运动的频率不可有理通约，则系统作

拟周期运动；否则系统作倍周期运动．二维环面上的分
岔也常被称为二次 Ｈｏｐｆ分岔［７］．
３３１ 二次Ｈｏｐｆ分岔存在条件

若特征多项式有两对零实部根，可知下列四个条

件需要得到满足：

（１）ｋｓ＝
ｋｃω２１＋（ω２１－ｋｃ２η１ω１）（２η１ω１－ｋｃ[ ]）ω１

Ｃ１ｋｃ
（Ｃ２－Ｃ１）
Ｃ１ｋｃ ω１

＋２η１－
ω１

２η１ω１－ｋ
( )

ｃ

，

ｋｂｉ＝
（Ｃ２－Ｃ１）ｋｓ
Ｃ１ｋｃ

－
ｋｃω２１＋（ω２１－ｋｃ２η１ω１）（２η１ω１－ｋｃ）

Ｃ１ｋｃ
；

（２）ｃ＞０，即２η１ω１＞ｋｃ；
（３）为保证 ａ，ｂ均为正实数，
ａ＋ｂ＝ω２１－ｋｃ２η１ω１－Ｃ１ｋｂｉ＞０
ａｂ＝－Ｃ１ｋｂｉω２１－２η１ω１Ｃ１ｋｓ＞０；

（４）（ａ＋ｂ）２－４ａｂ≥０，即：（ω２１－ｋｃ２η１ω１－Ｃ１ｋｂｉ）
２

≥４（－Ｃ１ｋｂｉω２１－２η１ω１Ｃ１ｋｓ）．
此时，磁浮系统会出现对应于环面的拟周期解．实

际实验过程中，出现了哆嗦现象，即两个周期复合的振

动现象，可以用上面的方程加以解释．
３３２ 仿真分析

取参数η１＝０１，ω１＝１００，ｋｃ＝－９，其余参数同上，
利用上面推导的两对纯虚根的存在条件，对应原方程

的参数 ｋｃ＝－４５３，ｋｓ＝９．９５８３ｅ３，ｋｂｉ＝３１．１２７８，Ｃ１＝０．
２５，Ｃ２＝２５．

如图６所示，间隙存在大小两个周期信号，与系统
出现拟周期分岔的分析结果一致．

３４ 混沌现象

前面已提到过三种寻常吸引子：点———平衡态；极

限环———周期解；环面———拟周期解．对应于混沌运动
的是奇怪吸引子．由简单运动状态向混沌运动状态过
渡，即称为通向混沌的道路，目前研究较多的有倍周期

分岔，间歇，二次Ｈｏｐｆ分岔和ＫＡＭ环面破裂．
轨道初始值分别为０１ｍ和０１０１ｍ，其它系统参数

同上，得到间隙信号相轨迹如图７和图８所示：

对比图７和图 ８，可以看出，轨道对初始值有敏感
依赖性，似乎有混沌现象．分别对幅度作功率谱分析，
得到的结果基本一致，如图９所示．

周期运动的频谱是离散的谱线，而非周期运动的

频谱是连续的．由于上图频谱连续，因此可以初步判定
该系统出现了混沌．

依据参考文献［８］，对于自治系统：如果所有 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数均为负，系统将趋于静止；如果有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数为零而其余的为负，系统作周期性运动；如果存在正

４７０２ 电 子 学 报 ２０１０年



Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数而运动又是往复的，系统作混沌运动．利
用Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的定义［８］，采用四阶的 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ积分
方法，求 ｋｂｉ＝３５时系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数时间演化
曲线，如图所示，可见存在正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数．

４ 结论

本文详细讨论了车轨耦合磁浮系统的各种分岔现

象，给出了特征多项式出现零根，一对零实部根，两对

零实部根的条件，得到了系统会出现同宿分岔、Ｈｏｐｆ分
岔、二次Ｈｏｐｆ分岔和混沌的结论，仿真结果验证了推导
的正确性．本文得到的各种情况下系统的振动特点，对
深刻认识磁浮系统中振动产生的原因以及各种振动的

特点都具有重要的参考价值．
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