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　　摘　要 :　本文将一种高效率的数值计算方法———多重网格法引入三维静电场分布的计算 ,多重网格法利用限制

和延拓可迅速求得满足精度要求的场分布.研究了求解各种静电透镜电子光学系统三维场分布的多重网格法程序 ,验

算了静电同心球模型的三维场分布.通过与目前在场计算中常用的有限差分法进行比较 ,可以看出多重网格法的计算

效率和计算精度优于有限差分法.本文表明利用多重网格法计算三维场大大提高了场分布的计算效率 ,缩短了计算时

间 ,因此为后续计算打下了良好的基础.
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Abstract :　A highly efficient numerical algorithm by using Multi2grid Method (MGM) is introduced to solve the three dimen2
sional field distribution in the present paper. Formulae of the restriction and prolongation in MGM computation is deduced ,and a 3D

program of MGM is accomplished ,which can solve the field distributions in electron optical systems for various electrostatic lenses. The

3D field distribution in an electrostatic concentric spherical model is tested with MGM algorithm and an algorithm based on Finite Dif2
ference Method (FDM) respectively. Comparing these two results in view of computational efficiency and computational accuracy ,it

appears that MGM is superior to FDM in solving electrostatic field distribution for the electron optics problem. This paper shows that

the 3D field computation using MGM greatly improves the computational efficiency of field distributions in electron optical systems and

shortens the computational time.
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1　引言

　　到目前为止 ,大多数电子光学系统 CAD程序只能计算二

维场.虽然出现了一些专门的三维电子光学系统设计程序 ,但

是其中多数只适用于特殊情况 [1～4 ] .利用绝缘表面与网格臂

相交情况下改进的有限差分方程 ,J . Rouse研制了能够处理三

维电磁场的通用电子光学设计软件包 [5 ] ,然而其计算效率受

到三维场的复杂性和需处理数据的海量限制.一种应用于工

程边值问题的高效算法———多重网格法 (Multi2grid Method)在

近些年迅速发展起来 [6 ] .二维场的计算[7 ]表明 ,多重网格法大

大减少了场分布的计算时间 ,提高了计算效率 ,因而是一种高

效、实用的计算方法.本文首次将多重网格法引入求解三维电

子光学系统场分布的计算中.

传统的迭代方法能够处理具有封闭边界、区域形状任意

的边值问题 ,收敛速度随迭代次数的增加而减小 ,这种现象称

为光滑效应.考虑到上述问题 ,多重网格法将传统的迭代方法

与一种粗网格校正技术结合起来.其实质是在粗网格层上对

场值的误差进行迭代 ,因为场值的误差在粗网格层上是不“光

滑”的 ,从而使迭代迅速收敛.将迭代后的场值误差加回到细

网格层的对应点上 ,最后就得到满足精度要求的电位分布.

2　用多重网格法计算三维场的原理

　　本文所研究的多重网格法求解三维静电场分布就是求解

第一类边界条件下的泊松方程或拉普拉斯方程.这一过程与

用多重网格法求解二维轴对称静电场相似 [7 ] ,但是需要在三

维空间中进行 ,处理的数据和进行的计算都大大增加 ,因而问

题要复杂得多.首先需要进行三维笛卡尔坐标系中泊松方程

或拉普拉斯方程的推导.然后在光滑迭代过程中使用 Gauss2
Seidel迭代.在每一次迭代前对场值的误差进行限制 ,之后对

其进行延拓.重复上述过程直到迭代误差足够小为止 ,于是获
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得正确的场分布.

211　三维笛卡尔坐标系中的差分方程

在三维笛卡尔坐标系中 ,泊松方程给出如下

52 </ 5 x2 + 52 </ 5 y2 + 52 </ 5 z2 = -ρ/ε0 (1)

其中 x轴是电子光学系统的主轴 , y和 z分别是 y和 z方向到

x轴的距离 , <是静电电位 ,ρ=ρ( x , y , z)是空间电荷 ,ε0 是

真空中的介电常数.若ρ= 0 ,则泊松方程成为拉普拉斯方程.

由于本文研究静电透镜的弱流电子光学系统 ,不考虑空间电

荷的影响 ,因此下面讨论拉普拉斯方程的三维解.

假设在点 P0 ( x0 , y0 , z0)有 x = x0 + l , y = y0 + m , z = z0 +

n ,电位 <( x , y , z)可在点 P0展开为泰勒级数 ,近似到二次项

可得差分方程如下

<( x , y , z) = <(0 ,0 ,0)
0 + <(1 ,0 ,0)

0 ( x - x0) + <(0 ,1 ,0)
0 ( y - y0)

+ <(0 ,0 ,1)
0 ( z - z0) + <(0 ,1 ,1)

0 ( y - y0) ( z - z0)

+ <(1 ,0 ,1)
0 ( x - x0) ( z - z0) + <(1 ,1 ,0)

0 ( x - x0)

·( y - y0) + (1/ 2) <(2 ,0 ,0)
0 ( x - x0) 2 + (1/ 2) <(0 ,2 ,0)

0

·( y - y0) 2 + (1/ 2) <(0 ,0 ,2)
0 ( z - z0) 2 (2)

其中 <( i , j , k)
0 = (5 i + j + k</ 5 xi5 yj5 zk) 0

图 1　三维场计算的七点结构示意图　　图 2　限制和延拓

因为电位 <( x , y , z)满足 (1) ,在式 (2)中对 x , y和 z分别

求导并代入方程 (1)中可得

<(2 ,0 ,0)
0 + <(0 ,2 ,0)

0 + <(0 ,0 ,2)
0 = 0 (3)

将与 P0相邻六点 P1 , P2 , ⋯, P6 的值依次代入方程 (2)

(见图 1) ,得到相应的电位 <1 , <2 , ⋯, <6如下

<1 = <(0 ,0 ,0)
0 + h1 <(1 ,0 ,0)

0 + (1/ 2) h2
1 <(2 ,0 ,0)

0 ,

<2 = <(0 ,0 ,0)
0 - h2 <(1 ,0 ,0)

0 + (1/ 2) h2
2 <(2 ,0 ,0)

0 ,

<3 = <(0 ,0 ,0)
0 + h3 <(0 ,1 ,0)

0 + (1/ 2) h2
3 <(0 ,2 ,0)

0 ,

<4 = <(0 ,0 ,0)
0 - h4 <(0 ,1 ,0)

0 + (1/ 2) h2
4 <(0 ,2 ,0)

0 ,

<5 = <(0 ,0 ,0)
0 + h5 <(0 ,0 ,1)

0 + (1/ 2) h2
5 <(0 ,0 ,2)

0 ,

<6 = <(0 ,0 ,0)
0 - h6 <(0 ,0 ,1)

0 + (1/ 2) h2
6 <(0 ,0 ,2)

0

(4)

利用式 (3) 和 (4) 消去 <(1 ,0 ,0)
0 , <(2 ,0 ,0)

0 , <(0 ,1 ,0)
0 , <(0 ,2 ,0)

0 ,

<(0 ,0 ,1)
0 , <(0 ,0 ,2)

0 ,整理得到所求的三维笛卡尔坐标系中不等间

距的七点差分方程

　c1 <1 + c2 <2 + c3 <3 + c4 <4 + c5 <5 + c6 <6 = c0 <0 (5)

其中 c1 = 2/ ( h1 ( h1 + h2) ) , c2 = 2/ ( h2 ( h1 + h2) ) , c3 = 2/ ( h3

·( h3 + h4) ) , c4 = 2/ ( h4 ( h3 + h4) ) , c5 = 2/ ( h5 ( h5 + h6) ) , c6 =

2/ ( h6 ( h5 + h6) ) , c0 = (2/ ( h1 h2) ) + (2/ ( h3 h4) ) + (2/ ( h5 h6) )

= c1 + c2 + c3 + c4 + c5 + c6 .

212　Gauss2Seidel迭代作为光滑迭代

在计算区域中划分三维网格.网格点表示包括 x 轴上点

在内的所有区域内网格节点.在每一网格点应用差分方程 ,就

得到需要进行迭代的巨大的差分方程组 ,因此选择合适的迭

代方法对于后续计算有重要影响.

虽然超松弛迭代法 (Successive Over2relaxation Method)是目

前最成熟的迭代方法 ,但是由于其误差的光滑性差使其不适

于多重网格法.我们选择 Gauss2Seidel迭代作为多重网格法的

光滑迭代方法 ,详细过程见文献[8 ].

213　限制和延拓公式

与传统计算方法不同 ,多重网格法采用了一系列不同步

长的网格层.因为场值的误差在粗网格层上摆动剧烈 ,因此在

粗网格层上对误差进行迭代将加快收敛速度.误差从细网格

层到粗网格层的变换过程称为限制 ,即将细网格层上与某一

网格点相邻的 26个网格点的信息通过一定的权重浓缩到粗

网格层上的该点 .我们给出的限制公式如下

<k + 1
0 = (1/ 8) <k

0 = (1/ 16) ( <k
1 + <k

2 + <k
3 + <k

4 + <k
5 + <k

6)

+ (1/ 32) ( <k
8 + <k

10 + <k
12 + <k

14 + <k
15 + <k

16 + <k
17 + <k

18

+ <k
20 + <k

22 + <k
24 + <k

26) + (1/ 64) ( <k
7 + <k

9 + <k
11 + <k

13

+ <k
19 + <k

21 + <k
23 + <k

25) (6)

其中 <k
m 对应于某一网格点上场值的误差 ,其上标 k ( k = 1 ,

⋯, n)表示该点位于的网格层数 ,下标 m表示该点的位置 (见

图 2) .

在粗网格层上对场值的误差进行迭代后 ,必须将粗网格

层上的误差通过插值补充出细网格层上的函数值.这一插值

的过程称为延拓.可以看出 ,限制和延拓是互逆的.导出的延

拓公式如下

<k
0 = (1/ 8) ( <k + 1

7 + <k + 1
9 + <k + 1

11 + <k + 1
13 + <k + 1

19 + <k + 1
21 + <k + 1

23 + <k + 1
25 ) ,

<k
1 = (1/ 4) ( <k + 1

9 + <k + 1
11 + <k + 1

21 + <k + 1
23 ) ,

<k
2 = (1/ 4) ( <k + 1

7 + <k + 1
13 + <k + 1

19 + <k + 1
25 ) ,

<k
3 = (1/ 4) ( <k + 1

7 + <k + 1
9 + <k + 1

11 + <k + 1
13 ) ,

<k
4 = (1/ 4) ( <k + 1

19 + <k + 1
21 + <k + 1

23 + <k + 1
25 ) ,

<k
5 = (1/ 4) ( <k + 1

7 + <k + 1
9 + <k + 1

19 + <k + 1
21 ) ,

<k
6 = (1/ 4) ( <k + 1

11 + <k + 1
13 + <k + 1

23 + <k + 1
25 ) ,

<k
8 = (1/ 2) ( <k + 1

7 + <k + 1
9 ) , <k

10 = (1/ 2) ( <k + 1
9 + <k + 1

11 ) ,

<k
12 = (1/ 2) ( <k + 1

11 + <k + 1
13 ) , <k

14 = (1/ 2) ( <k + 1
7 + <k + 1

13 ) ,

<k
15 = (1/ 2) ( <k + 1

7 + <k + 1
19 ) , <k

16 = (1/ 2) ( <k + 1
9 + <k + 1

21 ) ,

<k
17 = (1/ 2) ( <k + 1

11 + <k + 1
23 ) , <k

18 = (1/ 2) ( <k + 1
13 + <k + 1

25 ) ,

<k
20 = (1/ 2) ( <k + 1

19 + <k + 1
21 ) , <k

22 = (1/ 2) ( <k + 1
21 + <k + 1

23 ) ,

<k
24 = (1/ 2) ( <k + 1

23 + <k + 1
25 ) , <k

26 = (1/ 2) ( <k + 1
19 + <k + 1

25 ) , 　　　(7)

多重网格法的数学描述请参阅文献[7 ].图 3给出了多重

网格法求解三维场的基本过程的原理图 .

214　程序设计

根据前述原理 ,编制多重网格法求解三维静电场的程序.

该程序在Windows环境下用 Borland C + + 415开发.图 4给出

了其流程图 .

在多数情况下 ,所要计算的静电场由任意形状的边界封

闭 ,因此如何处理边界点数据就成为非常重要的问题.为此采

取了如下措施 : (1)将欲求解电位的区域“镶嵌”到一个长方体

中 ,并将求解区域之外、长方体之内的网格点作为域外点 (电
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　图 3　多重网格法解三维静电场

的基本原理

位恒为零)处理 ; (2)采用

“虚拟网格点”的概念 ,即

在长方体的外面增加一层

网格点 ,并将增加的点作

为域外点处理 ,详见文献

[7 ].

3　同心球模型的三维

场验算
　　由两个有共同曲率中

心的球面电极所组成的球

形电容器系统简称为两电

极同心球系统 ,作为静电

聚焦像管的成像系统 ,其

发展已经比较成熟 ,系统

的电位分布可以写成解析

形式.

为验证多重网格法程

序的效率和精度 ,对由两

个同心放置的导体球组成

的同心球模型进行了计算

(见图 5) ,并与目前常用的

图 4　多重网格法程序流程图

有限差分法 (Finite Difference Method)计算程序进行了比较.

实心球内半径 Ra = 5mm ,其电位 <a = 1000V.外壳空心球

内半径 Rc = 20mm ,接地.用多重网格法程序和有限差分法程

序分别计算电位分布 ,表 1列出了从内球面到外壳的网格线

上 6个点的计算结果及相对误差 .表中第二列给出了各点电

位的解析值 <0 ,其解析公式为

<0 = [ ( <aRa) / ( Rc - Ra) ][ ( Rc/ x2 + y2 + z2 ) - 1 ] (8)

其中 x , y , z是该点的空间坐标.

相对误差ε由下式计算[5 ]

ε= [ ( <0 - <) / ( <max - <min) ]×100 % (9)

其中 <是电位的计算值 , <max和 <min分别对应于系统的最大和

最小电位.

表 1　同心球模型的计算结果

R (mm)
电位解析

值 <0 (V)

多重网格法 有限差分法

<( V) ε( %) <( V) ε( %)

Ra = 5 1000 1000 0 1000 0
8 500 5011627 011627 5021037 0102037
11 2721727 2731546 010819 2741076 011349
14 1421857 1431263 010406 1431713 010856
17 5818235 5910043 0101808 5912466 0104231

Rc = 20 0 0 0 0 0

图 5　同心球模型的几何结构

　　对此同心球模型的计

算 ,用多重网格法程序的

计算时间为 91秒 ,用有限

差分法程序的计算时间为

189秒.比较三维场计算二

者的结果 ,可以看出前者

的计算速度大约是后者的

二倍 ,而前者的最大误差

为 01189 % ,后者的最大误

差为 0122 % ,也就是说在

相同精度的情况下多重网格法程序比有限差分法程序运算快

约一倍.

4　结论

　　本文将多重网格法推广到求解三维电子光学系统的场分

布 ,导出了三维笛卡尔坐标系中的七点差分方程以及限制和

延拓公式 ,编制了计算三维静电场电位分布的多重网格法程

序.

作为实例 ,用多重网格法和有限差分法分别验算了一个

同心球模型.结果表明在达到相同计算精度的情况下前者的

计算速度比后者快约一倍 ,在大数据量实际系统的计算中是

比较可观的.这表明多重网格法是电子光学系统 CAD中计算

三维场分布的一种高效、实用的数值计算方法.
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表 4　

扫描

链数

常规测

试方法

情况 1 情况 2 情况 3

多项式时间算法[1 ] 区间构造法 多项式时间算法[1 ] 区间构造法 多项式时间算法[1 ] 区间构造法

1 49598 0 75197 % 0 70149 % 0 42172 %

2 25049 36154 % 75121 % 17159 % 69174 % 5114 % 41147 %

3 17033 34186 % 74132 % 23120 % 67188 % 0158 % 41177 %

4 13025 38144 % 72194 % 18191 % 68179 % 7116 % 41164 %

图 5

5　电路验证及比

较
　　以图 5中电路 2

为例 ,在应用全扫描

设计测试该电路条

件下 ,把应用区间构

造法与文献 [1 ]中的

多项式算法就实现

结果进行比较.对于

同一种电路结构 ,表 3给出电路的三种测试长度不同的情况 .

表 4给出区间构造法与多项式时间算法相对常规测试方法的

测试应用时间的减少效果的比较 ,其中第二列中为时钟周期

数 ,其后几列给出的是减少的百分比.区间构造法和常规测试

方法得到的多扫描链对应的最小 COST值见表 5.

表 3　　　　　　　　　　　　　　　表 5 3

情况 1情况 2情况 3

A 40 60 200

B 80 500 80

C 50 80 500

D 200 200 50

E 500 50 40

F 60 40 60

扫描

链数

常规测

试方法

区间构造法

情况 1 情况 2情况 3

1 13 18 18 26

2 14 24 25 40

3 15 28 33 53

4 16 37 37 58

注 : 3表示在α=β=μ=ν=ω= 1情况下计算 COST值

6　结论

　　本文提出一种多扫描链的构造方法———区间构造法 ,与

常规测试方法中的多扫描链的构造方法相近的是各扫描链的

长度相同.不同的是区间构造法建立在交迭测试体系的基础

上 ,测试应用时间与扫描寄存器在扫描链上的分布有关.实验

电路的验证结果表明应用此构造过程构造的多扫描链能够显

著地减少测试应用时间.但由于限制了扫描寄存器的分布区

间必然增加了硬件开销 ,本文通过对多扫描链的构造形式的

连线复杂度的定性标准 COST的计算实现了在硬件开销和测

试应用时间上取得了折衷.
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