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� � 摘 � 要: � LLE( Locally Linear Embedding)算法是一种较好的流形学习算法,但它只能以批处理的方式进行.只要有

新的样本加入,就必须重作该算法的全部内容,而原处理结果被全部丢弃.本文提出了一种基于正交迭代的增量 LLE

算法,能有效地利用前面的处理结果, 实现增量处理. 实验表明该算法是有效的.
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Abstract: � Locally Linear Embedding ( LLE) is a sort of powerful manifold learning algorithm. However, LLE is a batch

method. If only one new sample arrives, the who le algorithm must run repeatedly and all the former computational results are dis�

carded. In this paper, an incremental locally linear embedding algorithm based on orthogonal iteration method is proposed, which can

take advantage of former computational results effectively to process the increasing data sets. Experimental results show the effec�

tiveness of the proposed algorithm.
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1 � 引言

� � 流形学习是一种非监督学习方法,它能够提取出高
维数据的内在流形结构,其中最具代表性的有等距映射

( Isomap) [ 1]、局部线性嵌入( LLE) [ 2]、拉普拉斯特征映射

(Laplacian Eigenmap) [ 3]这三种.近年来,这些方法在医学

数据处理、人脸图像处理、数据挖掘等方面都有较好的

应用.但是, 它们不像 PCA( Principal Component Analysis)

和 LDA( Linear Discriminant Analysis)那样,能从训练集中

得到适用于待测样本的投影向量,只能以批处理的方式

进行,不具有增量处理能力.因此,为了求出待测样本的

投影值,必须将待测样本加入到原样本集中,重做该算

法的全部内容,这给实际处理带来了极大的不便.对此,

学者们提出了一系列的解决方法.

针对等距映射算法, M. H. Law等人[ 4] 提出了一种

增量的等距映射算法.针对拉普拉斯特征映射算法, Xi�
aoHe 等人[ 5]提出了保局投影算法 ( Locality Preserving

Projections) , 一种线性化的拉普拉斯映射算法. 针对

LLE, Saul等人[ 6]首先提出了一种线性化的 LLE算法.为

了得到待测样本 xN+ 1的投影值,该算法先在训练集中

找出它的 k 域邻点, 然后求出用这 k 个样本重建它的

权值w (N+ 1) j (1 � j � k ) ,最后待测样本的投影 yN+ 1, 就

用这 k 个样本在流形空间里的投影值{ y1, y2 ,  , yk } ,

加权而得到 yN + 1= !
k

j = 1

w (N+ 1) jyj . 这种方法是一种近似

的处理方法,它假设训练样本的投影值不会因新样本的

加入而发生改变.实际上,在LLE的处理中,当有新样本

加入时,由于训练集中某些样本的 k 域邻点会发生改

变,因此它的投影值也会发生改变.此外,还有一些其它

的线性化 LLE 算法, 基本思想都与此差不多. Olga

Kouropteva等人[ 7]提出了一种增量 LLE算法,他们假设

新的样本加入后,新代价矩阵 Mnew与原代价矩阵 M 的

前d 个最小特征值近似相等,通过最小化 ( YnewMnew Y
T
new

- diag( �1 , �2,  , �d ) ) , 求出所有样本的投影值,该算
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法在求新样本投影值的同时,也重新计算了原样本的

投影值.但是, 该方法有两个缺点: ∀ 牵涉到最优化问
题,处理不便. LLE本身是将最优化问题转化为求解矩

阵特征向量的问题,而这种方法实际上又重新回到了

最优化问题; #由于 Mnew的特征值没有更新,随着新增

样本数目的增加, Mnew与 M 的前 d 个最小的特征值间

的差值会越来越大,从而误差会越来越大.最近, 曾宪

华[ 8]等人提出了一种动态增殖流形学习算法,先用 LLE

计算各子集的流形,再将各子集的流形整合,得到整体

流形结构,这是一种分批处理的方法.

本文对 LLE算法进行了改进,提出一种基于正交

迭代的增量 LLE算法(简记为 OILLE) .该算法有效地利

用了原处理结果,避免了新样本加入时的重复运算,并

将求投影坐标时, 所需的对高阶矩阵的分解转化为对

低阶矩阵的分解,大大降低了数据的运算量,提高了处

理速度,实现了 LLE的增量处理.在 Rendered face 、Swiss

roll、S�curve数据库上验证了该算法的有效性.

2 � LLE算法概述

� � LLE算法在将高维数据集 X= { x 1, x 2,  , xN } ( x i
∃ RD)投影为低维数据集 Y= { y1, y2 ,  , yN } ( y i ∃ R

d
)

时,通常分三步来完成:

(1)计算数据集中每个样本 xi 的 k 域邻点{ xi (1) ,

xi (2) ,  , xi( k) } .

(2)通过最小化式( 1)的目标函数,计算重建每个样

本点 xi 的权值wij

�( W) = !
N

i= 1

xi - !
k

j = 1

wij xj
2

( 1)

(!
k

j = 1

w ij= 1,如果 xj  { xi(1) , xi (2) ,  , xi( k) } ,则 w ij= 0) .

(3)根据权值 wij ,最小化式( 2)的目标函数,求得 x i

的d 维投影向量y i .

�( Y) = !
N

i= 1

y i - !
k

j = 1

wijyj
2

( 2)

(
1
N
YYT= I ,!

N

i= 1

y i= 0)

根据 Rayleigh�Ritz 理论,对称稀疏代价矩阵 M= ( I

- W)
T
( I- W)的 d 个最小非零特征值所对应的特征

向量就是最小化式(2)的解.

由于 LLE是一种批处理算法,若有新的样本加入,

必须重做该算法的全部内容. 实际上,新样本加入时,

由于许多样本的 k 域邻点根本没有发生改变,它们的

权值也就没变,因此无需重新计算这些点的权值.

3 � 正交迭代 LLE

� � 本文提出的基于正交迭代的增量 LLE算法, 分两

步来完成新样本加入后投影值的计算: ∀ 更新代价矩

阵,在这个步骤中, 我们避免了一些重复的权值计算;

#利用原样本的投影结果,计算所有样本的投影值.在

这个步骤中, 我们将高阶矩阵的分解转化为对低阶矩

阵的分解.

3�1 � 更新代价矩阵
设原样本集为{ x1 , x2 ,  , xN } ,权值矩阵为 W, 样

本 xi 的 k 域邻点为 { x i(1) , xi(2) ,  , xi( k) } . xi ( k)为 xi 的

第k 个最近邻点, 若用  ji 表示xi 和 xj 间的欧氏距离,

则有  i (1)i �  i(2)i � ,  , �  i ( k)i .

现有 r 个新样本 { xN + 1,  , xN+ r )加入, 首先, 用
LLE算法原理,计算这 r 个样本的 k 域邻点,并计算出

它们的权值 { w (N+ 1) j ,  , w (N+ r ) j } ( 1 � j � k ) . 然后, 找

出原样本集中, k 域邻点有改变的样本,重新计算这些

样本的 k 域邻点和权值,对于 k 域邻点无变化的那些

样本,保持原权值不变.具体处理如下:

� if �  N + li <  i( k)i � (1 � l � r)

� � � 则 xi 的k 域邻点有变化

� � � 在{ xi(1) , xi(2) ,  , xi ( k- 1) , xN + l ,  }中,重新计算
xi 的k 域邻点和权值

� else

� � � xi 的 k域邻点无变化, xi 的权值不变

最后,根据所有的权值, 得到新的 ( N + r) % ( N+ r)阶

的权值矩阵 Wnew,从而得到新的代价矩阵:

Mnew= I- Wnew
T I- Wnew

更新代价矩阵时, 我们只对 k 域邻点有改变的那

些样本进行了权值的重新计算, k 域邻点的重新计算也

是在一个很小的子集{ xi (1) , xi(2) ,  , xi( k- 1) , xN+ l ,  }

上进行的.与重做 LLE,在整个数据集上重新计算所有

样本的域邻点和权值相比,大大降低了运算量,提高了

处理速度.特别是在原样本较多, 而新加入样本相对较

少时,更显本算法的优越性.

3�2 � 求投影值
设新代价矩阵 Mnew的特征值为:

�new= { �new1 , �new2 ,  , �newN+ r }, ( 0 & �
new
1 � { �

new
2 ,  , � �

new
N+ r)

对应的特征向量矩阵为 Z= { z 1, z2,  , zN+ r } ,根据矩
阵理论有

ZTMnewZ= diag( �new1 , �
new
2 ,  , �newN+ r) ( 3)

对式( 3)进行如下变换

ZTMnewZ+ �I= diag( �new1 ,  , �newN+ r) + �I

ZT (Mnew+ �I ) Z= diag( �new1 + �,  , �newN+ r + �)

ZT (Mnew+ �I ) - 1Z= diag( ( �new1 + �) - 1,  , ( �newN+ r+ �) - 1)

ZTBZ= diag( ( �new1 + �) - 1 ,  , ( �newN+ r + �) - 1)

( 4)
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这里 B= ( Mnew+ �I )- 1, �为一很小的正常数.

由式( 4)可知,矩阵 B 的前 d+ 1个最大特征值所

对应的特征向量,就是矩阵 Mnew前 d+ 1个最小特征值

对应的特征向量.设原代价矩阵 M的前d+ 1个最小特

征值对应的特征向量组成的矩阵为 V= { v1, v2,  ,

vd+ 1} , ( V ∃ R
N % ( d+ 1) ) .

我们采用 Ritz加速的正交迭代算法[ 9] ,求 B的前d

+ 1 个最大特征值所对应的特征向量.

初始化 Q0=
V

0
, Q0 ∃ R

(N+ r ) % ( d+ 1) , 0是 r % ( d+

1)阶的零矩阵,有 QT0Q0= I ( d+ 1)

for k= 1∋n

(1)计算 T = BQk- 1, 并对 T 执行 QR 分解, 记为

!QkRk= T

(2)计算 T* = ( !Qk (∋, 1∋d+ 1)) TB!Qk(∋, 1∋d+ 1)

(3)对( d+ 1) % ( d + 1)阶的矩阵 T* 执行 Schur分

解,记为 UTkT
* Uk= Dk

(4) Qk= !Q(∋, 1∋d+ 1) Uk

end

Vnew= Qk

[ V
new
(∋, 2∋d+ 1) ]

T
就是 N + r 个样本的d 维投影坐标

值.

因矩阵 Mnew奇异, rank ( Mnew ) = N + r - 1,我们引

入正常数 �, 使矩阵( Mnew+ �I )的逆存在.采用 Ritz加

速正交迭代算法,矩阵 B的第 i 个最大特征值 ( i= ( 1∋

d+ 1)所对应特征向量的收敛速度为 O
�newi + �
�newd+ 2+ �

k

,

所以正常数 �取值很小,否则会影响收敛速度, 我们取

�= 1e- 010.

通过 Ritz加速的正交迭代算法, 我们将原 LLE对

(N+ r) % ( N + r)阶矩阵 M new的分解,转化为对( N+

r ) % ( d+ 1)阶矩阵 T和( d+ 1) % ( d+ 1)阶矩阵 T* 的

分解,提高了求投影坐标值的速度(通常 d 很小, 一般

d 取 2或 3) .

4 � 实验结果及分析

4�1 � 实验
为了验证 该算法的 有效性, 我们在 Rendered

face [ 10]、Swiss roll 和 S�curve这三个数据库上进行了实
验. Rendered face数据库由 698 幅,分辨率为 64 % 64,不
同光照和位置的人脸图像组成,图 1是 Rendered face数

据库的一些样本. 我们用式( 5)来量化 OILLE算法的误

差.

error=
1
N !

N

i= 1

( yi - y
^

i (
2
/ (y

^

i (
2

( 5)

式中 y i 表示用 OILLE算出的投影值, y
^

i 表示用 LLE算

出的投影值.实验时,取邻域 k= 11,正交迭代次数 n=

5, �= 1e- 010.

在 Rendered face数据库上,先随机选取 100幅图像

作为原始样本集, 再将图像一幅一幅地加入,用 OILLE

计算投影,直到第 698幅.图 3( a )为 OILLE的误差曲线

图,表 1记录了初始样本数 N= 499,第 500幅图像加入

时,运用 LLE和 OILLE分别所消耗的时间.

在 Swiss roll和 S�curve这两个数据库上,我们先随
机地取 500个数据点作为原始样本集,用 LLE计算它们

的投影值.再将新数据一个接一个地加入, 用 OILLE计

算投影,直到 2000个数据点.图 2展示了 Swiss roll 数据

库上,用 LLE和 OILLE所得的投影的结果 (图中) + ∗表
示样本数据, )�∗表示用 LLE得到的投影点, ) o∗表示用

OILLE得到的投影点) .图 3( b)为在Swiss roll数据库上,

OILLE的误差曲线图.图 3( c ) 为在 S�curve 数据库上,
OILLE的误差曲线图. 表 1 也记录了原始样本数 N =

999、1499、1999时,第 1000、1500、2000个样本加入时,运

用 LLE和 OILLE各自所消耗的时间.
表 1 � 执行LLE与 OILLE的时间(单位:秒)

N + 1

Swiss roll

( 3 to 2)

S�curve

( 3 to 2)

Rendered

( 4096 to 3)

LLE OILLE LLE OILLE LLE OILLE

500 4. 56 0. 63 4. 53 0. 56 12. 47 0. 59

1000 28. 06 3. 82 29. 80 3. 78 N/A N/ A

1500 89. 47 11. 44 81. 23 11. 72 N/A N/ A

2000 234. 16 34. 41 208. 94 36. 34 N/A N/ A

4�2 � 结果分析
误差 � 在 Swiss roll数据库, LLE算法和 OILLE算法

的投影结果几乎没有什么差别, 如图 2 所示. OILLE的

量化平均误差,在 Rendered face数据库上为 1. 660e-

005,在 Swiss roll数据库上为 2�94e- 008,在S�curve数据
库上为 2�25e- 009,这些误差均很小,小于 0�01% ,可见

OILLE的处理精度完全满足要求.

处理速度 � 表 1 的数据展示,在 Rendered face数据

库上, OILLE的执行时间约为 LLE的 1/ 20, 在 Swiss roll

和 S�curve数据库上, OILLE的执行时间约为LLE的1/ 7.

与批处理的 LLE算法相比,改进后的 OILLE运行时间

短,处理速度快.

134 � � 电 � � 子 � � 学 � � 报 2009年



5 � 结束语

� � 本文的基于正交迭代的增量 LLE算法, 能够不断

地利用前一次的处理结果,来计算各样本的投影值.不

但避免了重做 LLE中的重复计算,而且降低分解矩阵

的阶数,从而提高了计算效率. 该算法是一种具有增量

处理能力 LLE算法,较好地解决了在新样本不断加入

的情况下,总体流形不断更新的问题.
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