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摘 要： 问题求解的环境往往非常复杂，不确定的环境因素、人为因素等都可导致问题处于噪声环境，从而影响

实际优化问题的目标函数值的评价．噪声环境下遗传算法的研究在国内外均起步较晚，特别是收敛性和收敛速度的分
析是该领域急待解决的问题．本文根据优胜劣汰遗传算法的特性，基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链的数学模型证明了噪声环境
下优胜劣汰遗传算法的收敛性，提出了噪声环境下优胜劣汰遗传算法的首达最优解期望时间的估算方法．
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１ 引言

传统的遗传算法（ＧＡ）虽已较为完善［１～３］，在经典
优化、经济调度等众多领域得以应用．但是，检测误差、
大空间不完善取样，以及人机交互过程等因素都会产生

噪声，从而影响实际优化问题的目标函数值的评价，利

用遗传算法求解噪声环境下的优化问题受到越来越多

的关注［４～６］．文献［７～９］的研究表明与其它局部启发
搜索算法在噪声环境下的性能相比，遗传算法具有明显

优势．Ａｒｎｏｌｄ与 Ｂｅｙｅｒ［１０］提出了噪声环境下进化算法的
通用模型，并分析了噪声对球函数优化过程的影响，Ｇｏ
ｈｈ［１１］等分析了噪声对多目标优化的影响．Ｎａｋａｍａ［１２］研
究了噪声环境下遗传算法的 Ｍａｒｋｏｖ模型，分析了噪声
环境下最优保留遗传算法的收敛性，但是没有分析算法

的收敛速度．对于噪声环境下遗传算法的收敛性和收敛
速度的研究是非常重要的，首先要保证算法在噪声环境

中的收敛性，进而对噪声环境下遗传算法收敛速度进行

分析，才能知道噪声环境下遗传算法求解最优解的计算

消耗时间，从而衡量算法的优化效率，以指明算法改进

的正确方向．
本文将干扰噪声作为遗传编码的一部分，建立噪声

环境下优胜劣汰遗传算法的 Ｍａｒｋｏｖ链模型，证明噪声
环境下优胜劣汰遗传算法是吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链，并基于
吸收态Ｍａｒｋｏｖ链证明了噪声环境下优胜劣汰遗传算法
的收敛性，提出了噪声环境下优胜劣汰遗传算法的首达

最优解期望时间的估算方法．

２ 噪声环境下的遗传算法

考虑最大化问题，个体编码为二进制，编码长度为

ｌ，搜索空间 Ｓ包含２ｌ个二进制串．无噪声干扰时，个体
Ｘ的目标函数值为ｆ（Ｘ），当个体评价受到加性噪声的
干扰后，个体 Ｘ的目标函数值为ｆδ（Ｘ）＝ｆ（Ｘ）＋δ，δ∈
φ为随机噪声，φ为有限状态噪声空间．这里列出噪声
环境下的优胜劣汰遗传算法的主要步骤：
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（１）确定种群规模 Ｍ和个体编码长度ｌ，取 ｎ＝０，
随机生成初始种群 Ｐ（０）；

（２）随机产生干扰噪声，叠加到个体的无噪目标函
数值得到有噪目标函数值；

（３）在 Ｐ（ｎ）中独立选择 Ｍ对母体（Ｙｋ１，Ｙｋ２），其中 ｋ
＝１，２，…，Ｍ；
（４）对于（３）中的所有母体进行单点交叉得到 Ｍ个

个体Ｙ′ｉ（ｎ＋１）（１≤ｉ≤Ｍ），对所有的 Ｙ′ｉ（ｎ＋１）进行变
异操作后，得到种群 Ｐ′（ｎ＋１）＝｛Ｙｉ（ｎ＋１），１≤ｉ≤
Ｍ｝，评价噪声干扰后个体的目标函数值．
对于 Ｐ（ｎ），计 ｊ０＝ｍａｘ｛ａｒｇｍｉｎ

ｊ
｛ｆδ（Ｘｊ（ｎ））｝｝，对于

Ｐ′（ｎ＋１），计 ｉ０＝ｍｉｎ｛ａｒｇｍｉｎ
ｉ
｛ｆδ（Ｙｉ（ｎ＋１））｝｝，执行优

胜劣汰操作后得到下一代种群 Ｐ（ｎ＋１）＝｛Ｙ１，Ｙ２，…，
Ｙｉ０－１，Ｘｊ０（ｎ），Ｙｉ０＋１，…，ＹＭ｝．

（５）当满足停止准则停止，否则转向（３）．

３ ＥＷＧＡＮＥ的Ｍａｒｋｏｖ模型

优化问题的个体编码为二进制，编码长度为 ｌ，个
体 Ｘ＝（ｂｘ１，ｂｘ２，…，ｂｘｌ），Ｓ为个体空间，ＳＭ＝｛Ｘ＝（Ｘ１，
Ｘ２，…，ＸＭ），Ｘｉ∈Ｓ｝为种群空间，Ｍ称为种群规模．为
研究噪声环境下遗传算法的收敛性，将个体的干扰噪

声作为编码的一部分，则为 Ｘ＝（ｂｘ１，ｂｘ２，…，ｂｘｌ，ｒｘｌ＋１），
ｒｘｌ＋１∈φ．可以认为噪声环境下问题的扩展种群空间为

Ψ＝Ｓ×φ．噪声环境下的优胜劣汰遗传算法，包含五个
算子：Ｔｓ，Ｔｃ，Ｔｍ，Ｔδ，Ｔｅｄ分别表示选择算子、交叉算子、
变异算子、噪声扰动算子和优胜劣汰算子．

定义１［１３］ 令 ｆ：Ｓ→Ｒ＋为实际适应值函数，即个
体空间到正实数空间的映射，记全局最优解集为 Ｓ ＝
｛Ｘ；Ｙ∈Ｓ，ｆ（Ｘ）≥ｆ（Ｙ）｝．

定义２ 令 ｆδ：Ψ→Ｒ
＋视在适应值函数，即个体空

间到正实数空间的映射，记扩展搜索空间全局最优解

集为Ψ＝｛Ｘ；Ｙ∈Ψ，ｆδ（Ｘ）≥ｆδ（Ｙ）｝．
定义３［１３］ 选择算子 Ｔｓ：ΨＭ→Ψ２，即在一个种群

中选择两个个体的随机映射，设种群 Ｐ∈ψＭ，则个 Ｘｉ
与Ｘｊ被选择作为父代个体的概率为：

Ｐ｛Ｔｓ（Ｐ）＝（Ｘｉ，Ｘｊ）｝＝
ｆδ（Ｘｉ）×ｆδ（Ｘｊ）

∑
Ｎ

ｋ＝１
ｆδ（Ｘｋ( )）２

定义４［１３］ Ｔｃ：Ψ２→Ｓ是单点随机交叉算子，ｌ为
编码长度，ｋ为用单点交叉（ζ（Ｘｉ），ζ（Ｘｊ））可以生成个
体 Ｙ的基因位置的个数，映射ζ：Ψ→Ｓ，删除扩展编码
中的扰动编码部分，则：

Ｐ｛Ｔｃ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝Ｙ｝＝

ｋｐｃ
ｌ， Ｙ≠ζ（Ｘｉ）

１－ｐｃ＋
ｋｐｃ
ｌ， Ｙ＝ζ（Ｘｉ

{
）

定义５［１３］ 变异算子是个体空间到个体空间的随
机映射 Ｔｍ：Ｓ→Ｓ，其作用方式是独立地以概率 ｐｍ改变
个体分量的取值，ｄ（Ｙ１，Ｙ２）表示 Ｙ１与 Ｙ２之间的海明
距离．任意两个个体 Ｙ１，Ｙ２∈Ｓ，有

Ｐ｛Ｔｍ（Ｙ１）＝Ｙ２｝＝ｐｄ（Ｙ１，Ｙ２）ｍ （１－ｐｍ）（ｌ－ｄ（Ｙ１，Ｙ２））

定义６ 噪声扰动算子将个体空间的个体映射到

扩展搜索空间的映射 Ｔδ：Ｓ→Ψ，对任意个体 Ｘ∈Ｓ，Ｚ
∈Ψ有

Ｐ｛Ｔδ（Ｘ）＝Ｚ｝＝
ｐδ（ε（Ｚ）），ε（Ｚ）＝Ｘ
０，{ ｅｌｓｅ

式中，映射ε：Ψ→φ，若 Ｚ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｌ，ｒｌ＋１），则

ε（Ｚ）＝ｒｌ＋１．
定义７ 优胜劣汰算子 Ｔｅｄ：ψＭ→ψＭ，即将种群规

模为 Ｍ的种群空间映射到种群规模为Ｍ的种群空间，
对 Ｐ（ｎ），Ｐ′（ｎ＋１），Ｐ（ｎ＋１）∈ψＭ，有

Ｐ′（ｎ＋１）＝Ｔ（Ｐ（ｎ））＝ＴδＴｍＴｃＴｓ（Ｐ（ｎ））
对于 Ｐ（ｎ），计 ｊ０＝ｍａｘ｛ａｒｇｍｉｎ

ｊ
（ｆδ（Ｘｊ（ｎ）））｝，对于

Ｐ′（ｎ＋１），计 ｉ０＝ｍｉｎ｛ａｒｇｍｉｎ
ｊ≤Ｎ
（ｆδ（Ｙｊ（ｎ＋１）））｝，则

Ｐ（ｎ＋１）
＝Ｔｅｄ（Ｐ（ｎ），Ｐ′（ｎ＋１））
＝（Ｙ１（ｎ＋１），…，Ｙｉ０－１（ｎ＋１），Ｘｊ０（ｎ），…，ＹＮ（ｎ＋１））

定理１ 噪声环境下的优胜劣汰遗传算法的种群

序列｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝是有限齐次马尔可夫链．
证明 由算法流程可知，算法的种群空间Ψ

Ｍ是有

限状态空间，且

Ｐ（ｎ＋１）＝（ｘｉ（ｎ＋１）＝ＴｉδＴ
ｉ
ｍＴｉｃＴｉｓ（Ｐ（ｎ）），

ｉ≤Ｍ，ｉ≠ｉ０，ｘｉ０（ｎ＋１）＝ｘｊ０（ｎ））

因此，Ｐ（ｎ＋１）仅与 Ｐ（ｎ）有关，所以噪声环境下
的优胜劣汰遗传算法的种群序列｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝是有限
状态的马尔可夫链．

对于任意的 Ｐｘ，Ｐｙ∈ΨＭ，当 ｊ≠ｉ０时，
Ｐ｛Ｔ（Ｐ（ｎ））ｊ＝Ｙｊ／Ｐ（ｎ）＝Ｐｘ｝

＝ ∑
（Ｙ
（ｊ）
１ ，Ｙ

（ｊ）
２ ）∈Ψ

２
，Ｚｊ∈Ｓ

Ｐ｛Ｔｓ（Ｐｘ）＝（Ｙ（ｊ）１ ，Ｙ（ｊ）２ ）｝

·Ｐ｛Ｔｃ（Ｙ（ｊ）１ ，Ｙ（ｊ）２ ）＝Ｚｊ｝·Ｐ｛Ｔｍ（Ｚｊ）＝ζ（Ｙｊ）｝
·Ｐ｛Ｔδ（ζ（Ｙｊ））＝Ｙｊ｝＞０

其中 Ｔ＝ＴδＴｍＴｃＴｓ与ｎ无关，当 ｊ＝ｉ０时，

Ｐ｛Ｘｉ０（ｎ＋１）＝Ｙｊ／Ｐ（ｎ）＝Ｐｘ｝＝
１， Ｙｊ＝Ｘｊ０（ｎ）

０， Ｙｊ≠Ｘｊ０（ｎ
{ ）

于是，种群序列｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝是齐次Ｍａｒｋｏｖ链．
定义８［１４］ 给定一个 Ｍａｒｋｏｖ链｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝，和

最优解空间 Ｓ，若｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝满足 Ｐ（Ｐ（ｎ＋１）∩
Ｓ＝Φ／Ｐ（ｎ）∩Ｓ≠Φ）＝０，则称｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝为一
个吸收态Ｍａｒｋｏｖ链．
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定理２ 噪声环境下优胜劣汰遗传算法的种群序

列｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝是一个吸收态Ｍａｒｋｏｖ链．
证明 由定理１可知噪声环境下优胜劣汰遗传算

法的种群序列｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝是有限齐次Ｍａｒｋｏｖ链．
设最优解空间为Ψ由定义可知，

Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ，
∵ Ｘｊ０（ｎ）＝ｍａｘｊ｛ｆδ（Ｘｊ（ｎ）），Ｘｊ（ｎ）∈Ｐ（ｎ）｝，

∴ Ｘｊ０（ｎ）∈Ψ
且 Ｘｊ０（ｎ）∈Ｐ（ｎ＋１）

∴ Ｐ（ｎ＋１）∩Ψ≠Φ
∴ Ｐ｛Ｐ（ｎ＋１）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ｝＝１
∴ Ｐ｛Ｐ（ｎ＋１）∩Ψ＝Φ／Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ｝＝０

原命题得证．

４ ＥＷＧＡＮＥ的收敛性分析

定义 ９［１４］（收敛性） 给定一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链
｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝和最优解空间 Ｓ，记λ（ｎ）＝Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩
Ｓ≠Φ｝表示在 ｎ时刻搜索到最优解的概率，若
ｌｉｍ
ｎ→＋∞
λ（ｎ）＝１，则称｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝收敛．
定理 ３ ＥＷＧＡＮＥ对应的一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链

｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝和最优解空间Ψ，若
Ｐ｛Ｐ（ｎ＋１）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ）∩Ψ＝Φ｝

＝μ（ｎ）≥γ（ｎ）≥０

ｌｉｍ
ｎ→＋∞∏

ｎ

ｉ＝０
［１－γ（ｉ）］＝０，

则 ｌｉｍ
ｎ→＋∞
λ（ｎ）＝１

其中λ（ｎ）＝Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ｝．
证明 （１）求 Ｐ｛Ｐ（ｎ＋１）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ）∩Ψ

＝Φ｝，由算法流程有
Ｐ｛Ｔ（Ｐ（ｎ））ｊ＝Ｙｊ／Ｐ（ｎ）＝Ｐｘ，Ｐｘ∩Ψ＝Φ｝

＝ ∑
（Ｙ
（ｊ）
１ ，Ｙ

（ｊ）
２ ）∈Ψ

２
，Ｚｊ∈Ｓ

Ｐ｛Ｔｓ（Ｐｘ）＝（Ｙ（ｊ）１ ，Ｙ（ｊ）２ ）｝

·Ｐ｛Ｔｃ（Ｙ（ｊ）１ ，Ｙ（ｊ）２ ）＝Ｚｊ｝·Ｐ｛Ｔｍ（Ｚｊ）＝ζ（Ｙｊ）｝
·Ｐ｛Ｔδ（ξ（Ｙｊ））＝Ｙｊ｝
若 Ｐ（ｎ＋１）∩Ψ≠Φ，则ｊ≤Ｍ，Ｙｊ∈Ψ，有
Ｐ｛Ｐ（ｎ＋１）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ）∩Ψ＝Φ｝

＝ ∑
（Ｙ１

（ｊ）
，Ｙ２

（ｊ）
）∈Ψ

２
，Ｚｊ∈Ｓ，Ｙｊ∈Ψ



Ｐ｛Ｔｓ（Ｐｘ）＝（Ｙ１（ｊ），Ｙ２（ｊ））｝

·Ｐ｛Ｔｃ（Ｙ（ｊ）１ ，Ｙ（ｊ）２ ）＝Ｚｊ｝·Ｐ｛Ｔｍ（Ｚｊ）＝ξ（Ｙｊ）｝

·Ｐ｛Ｔδ（ξ（Ｙｊ））＝Ｙｊ｝≥Ｍｐ
ｌ
ｍｐδｍａｘ≥０

式中 ｐδｍａｘ为δｍａｘ的概率．
所以γ（ｎ）＝Ｍｐｌｍｐδｍａｘ，有１－Ｍｐ

ｌ
ｍｐδｍａｘ＜１．

ｌｉｍ
ｎ→＋∞∏

ｎ

ｉ＝０
［１－γ（ｉ）］＝ｌｉｍ

ｎ→＋∞∏
ｎ

ｉ＝０
［１－Ｍｐｌｍｐδｍａｘ］

＝ｌｉｍ
ｎ→＋∞
［１－Ｍｐｌｍｐδｍａｘ］

ｎ＝０

（２）证明｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝收敛
由全概率公式，有

λ（ｎ）＝λ（ｎ－１）
×Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ－１）∩Ψ≠Φ｝
＋（１－λ（ｎ－１））
×Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ－１）∩Ψ＝Φ｝

由于｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝是吸收态Ｍａｒｋｏｖ链，即
Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ－１）∩Ψ≠Φ｝＝１，

∴λ（ｎ）＝λ（ｎ－１）＋（１－λ（ｎ－１））
×Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ／Ｐ（ｎ－１）∩Ψ＝Φ｝
＝λ（ｎ－１）＋（１－λ（ｎ－１））μ（ｎ－１）

∴１－λ（ｎ）＝１－λ（ｎ－１）－（１－λ（ｎ－１））μ（ｎ－１）
＝（１－λ（ｎ－１））（１－μ（ｎ－１））

同理

１－λ（ｎ－１）＝（１－λ（ｎ－２））（１－μ（ｎ－２））
∴１－λ（ｎ）＝（１－λ（ｎ－１））（１－μ（ｎ－１））

＝（１－λ（ｎ－２））（１－μ（ｎ－２））（１－μ（ｎ－１））

＝（１－λ（０））∏
ｎ－１

ｉ＝０
（１－μ（ｉ））

≤（１－λ（０））∏
ｎ－１

ｉ＝０
（１－γ（ｉ））

∴ｌｉｍ（１
ｎ→＋∞

－λ（ｎ））≤（１－λ（０））ｌｉｍ
ｎ→＋∞∏

ｎ－１

ｉ＝０
（１－γ（ｉ））

∵ ｌｉｍ
ｎ→＋∞∏

ｎ－１

ｉ＝０
（１－γ（ｉ））＝０

∴ｌｉｍ（１
ｎ→＋∞

－λ（ｎ））≤０

∴ ｌｉｍ
ｎ→＋∞
λ（ｎ）＝１

即 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩Ψ≠Φ｝＝１．
原命题得证．

５ ＥＷＧＡＮＥ的收敛速度分析

本节将基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链，分析噪声环境下优
胜劣汰遗传算法的收敛速度，提出噪声环境下优胜劣

汰遗传算法的首达最优解期望时间的估算方法并给出

算法的首达最优解期望时间的上、下界．
定义１０［１２］（首达最优解期望时间） 给定一个吸

收态Ｍａｒｋｏｖ链｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝和最优解空间 Ｓ，称τ＝
ｍｉｎ｛ｎ；Ｐ（ｎ）∩Ｓ≠Φ｝为首达最优解时间，则称τ的
期望Ｅ（τ）为首达最优解期望时间．

引理１［１４］ 给定吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝
和最优解空间 Ｓ，ｌｉｍ

ｎ→＋∞
λ（ｎ）＝１，则其首达最优解期望

时间为

Ｅ（τ）＝∑
＋∞

ｉ＝０
（１－λ（ｉ））

根据引理１，如果算法的λ（ｉ）是已知的，则可以准
确地计算出算法的首达最优解期望时间，从而可以衡
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量算法的收敛速度．但是，λ（ｉ）很难确定，首达最优解
期望时间也就不能确定．

引理２［１４］ 给定一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥
０｝和最优解空间 Ｓ，若
λ（ｎ）＝Ｐ｛Ｐ（ｎ）∩Ｓ≠Φ｝，
Ｐ｛Ｐ（ｎ＋１）∩Ｓ≠Φ／Ｐ（ｎ）∩Ｓ＝Φ｝＝μ（ｎ）≥０
满足０≤ａ（ｎ）≤μ（ｎ）≤ｂ（ｎ）≤１（ｎ＝０，１，２，…），则

（１－λ（０））＋∑
＋∞

ｎ＝１
（１－λ（０））∏

ｎ－１

ｉ＝０
（１－ｂ（ｉ））≤Ｅ（τ）

≤（１－λ（０））＋∑
＋∞

ｎ＝１
（１－λ（０））∏

ｎ－１

ｉ＝０
（１－ａ（ｉ））

定理 ４ ＥＷＧＡＮＥ对应的一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链
｛Ｐ（ｎ）；ｎ≥０｝和最优解空间 Ｓ，最优解 Ｘ与次优解
珘Ｘ的目标函数值的差为Δｆ，若Δｆ＜（δｍａｘ－δｍｉｎ），则

（１－λ（０））［Ｍ（１－ｐｍ）ｌｐ（δｍａｘ－Δｆ，δｍａｘ）］
－１

≤Ｅ（τ）≤（１－λ（０））［Ｍｐｌｍｐ（δｍａｘ－Δｆ，δｍａｘ）］
－１

（１）

若Δｆ≥（δｍａｘ－δｍｉｎ），则
（１－λ（０））［Ｍ（１－ｐｍ）ｌ－１ｐｍ］－１

≤Ｅ（τ）≤（１－λ（０））［Ｍｐｌｍ］－１
（２）

（因篇幅限制，证明过程略）

Ｇｒｅｉｎｅｒ［１５］多次采样个体的适应度，以平均值作为
个体的有效适应度，有效降低了噪声的幅值，使得噪声

的干扰区间小于Δｆ．此时的首达最优解期望时间由式
（２）确定，比较式（１）和（２）可知，式（２）对应情况的首达
最优解期望时间小于式（１）的情况．因此，定理４从理论
上说明了重采样方法确实能有效改善算法的性能．Ｄａｒ
ｗｅｎ［１６］的研究表明加大种群规模能有效提高噪声环境
下进化算法的优化性能，而由式（１）和（２）可知，加大种
群规模 Ｍ可以减小首达最优解期望时间，因此，定理４
从理论上补充了文献［１６］的研究．

６ 结论

本文针对噪声环境下遗传算法收敛性和收敛速度

估计，提出了噪声环境下优胜劣汰遗传算法的吸收态

Ｍａｒｋｏｖ链模型、基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链的特性证明了噪
声环境下优胜劣汰遗传算法的收敛性，并给出了首达

最优解期望收敛时间的估算方法，估计了噪声环境下

优胜劣汰遗传算法首达最优解期望收敛时间的上下

界，理论上实现了对噪声环境下遗传算法收敛速度的

衡量．
基于本文对噪声环境下遗传算法收敛速度的分析

结论，在未来的工作中将集中研究提高噪声环境下遗

传算法收敛速度的改进方法，提高噪声环境下遗传算

法的优化性能．
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