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摘 要： 提出了基于多项式厄米多项式变换（ＰＨＰＴ）的多项式相位信号（ＰＰＳ）参数估计算法．其基本思路是将相
位系数转化为泰勒系数的估计，并用ＰＨＰＴ实现泰勒系数的估计．该方法为线性算法，对最低阶系数有很好估计效果，
且计算复杂度比已有算法低，等效于三次ＦＦＴ运算．仿真验证了该方法的有效性．
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１ 引言

许多领域如通信、雷达、声纳以及地震，其接收信号

具有连续的瞬时相位．根据 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ定理，连续的瞬
时相位可以通过有限区间上的有限多项式逼近．因此，
多项式相位信号（ＰＰＳ）成为处理这类连续瞬时相位信号
的有效模型，其参数估计也成为信号处理领域关注的热

点．对于单分量 ＰＰＳ，最大似然估计（ＭＬ）［１］和非线性瞬
时最小二乘法（ＮＩＬＳ）［２］提供了高精度的估计算法，在加
性白色高斯噪声背景中其估计方差逼近克拉门罗下限

（ＣＲＬＢ）［３，４］．但由于基于多维最大化搜索运，它们计算
复杂度很高．此外，ＭＬ代价函数不能保证全域的收敛
性，一定程度上限制了其应用范围．为了减少计算复杂
度，离 散 多 项 式 变 换 （ｄｉｓｃｒｅｔｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍ，
ＤＰＴ）［５，６］，后来被称为高阶模糊函数（ｈｉｇｈｏｒｄｅｒａｍｂｉｇｕｉｔｙ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＨＡＦ）［７］，以及多项式魏格纳分布（ＰＷＶＤ）［８］被
提出并引起广泛的关注．通过对接收信号进行多重非线
性处理，ＨＡＦ能实现一维搜索运算对 ＰＰＳ参数的估计．

作为 ＨＡＦ的推广，乘积型高阶模糊函数（ｐｒｏｄｕｃｔｈｉｇｈｏｒ
ｄｅｒａｍｂｉｇｕｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＨＡＦ）［９］采取不同时延的 ＨＡＦ相
乘，可提高最高阶相位系数的识别及估计性能．近些年
来，涌现了许多基于经典算法扩展的新方法［１０～１７］，如广

义相位导数展开（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｐｈａｓｅｄｅｒｉｖａ
ｔｉｖｅｓ，ＧＲＰＤ）、广义高阶相位函数（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｈｉｇｈｏｒｄｅｒ
ｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ＧＨＯＰＦ）．尽管 ＨＡＦ类算法相对于 ＭＬ或
ＮＩＬＳ算法能大幅度减少计算量，但由于引入了非线性
处理过程，造成误差传递效应，具有较高的信噪比

（ＳＮＲ）门限．本文提出了一种不同于之前讨论的 ＰＰＳ参
数估计新算法．其基本思路是利用泰勒展开系数来估计
实值ＰＰＳ，而所有未知参数都包含在泰勒系数中，只需估
计前几阶泰勒系数便可建立待估参的代数方程组．对于

复值的恒幅度单分量 Ｐ阶ＰＰＳｆ（ｔ）＝Ａｅｘｐ ｊ∑
Ｐ

ｐ＝０
ａｐｔ{ }ｐ ，

其实部和虚部可分别进行分析．一般地，如果未知参数
个数为 Ｎ，则需要得到 Ｎ阶泰勒系数，以建立 Ｎ个代数
方程．通过解方程组，最后得到 Ｎ个参数的估计．由
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于泰勒展开得到的多项式并不是正交多项式，直接估

计泰勒系数是非常困难，需要转换为对应的正交多项

式进行处理．本文提出的多项式厄米多项式变换（ｐｏｌｙ
ｎｏｍｉａｌｔｏＨｅｒｍｉｔｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＰＨＰＴ）能实现泰勒
多项式到具有正交性的厄米多项式的变换，并保证对

应阶数的系数之间为一一映射．利用厄米多项式的正
交性，可实现对泰勒系数的估计并建立待估参数的代

数方程组．

２ 泰勒展开和厄米多项式特征

２．１ 信号的泰勒展开

信号的泰勒展开可表示为：

ｆ（ｔ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｆ（ｋ）（０）
ｋ！ ｔｎ （１）

对于单分量复值ＰＰＳｆ（ｔ）＝Ａｅｘｐ ｊ∑
Ｐ

ｐ＝０
ａｐｔ{ }ｐ ，其实部和

虚部可分别进行泰勒展开

Ｒｅ｛ｆ（ｔ）｝＝Ａｃｏｓα０－Ａａ１ｓｉｎα０·ｔ＋∑
∞

ｎ＝２
ｂｎｔｎ （２）

ｌｍ｛ｆ（ｔ）｝＝Ａｓｉｎα０＋Ａａ１ｃｏｓα０·ｔ＋∑
∞

ｎ＝２
ｃｎｔｎ （３）

其中 ｂｎ表示由Ａ和ａｐ构成的函数．而高阶相位系数 ａｐ
（ｐ＞１）可以用过低阶的相位系数 ａｍ（ｍ＜ｐ）和幅度 Ａ
估计出

Ｒｅ｛ｆ（ｔ）｝－Ａｃｏｓ∑
ｐ－１

ｍ＝０
ａｍｔ{ }ｍ

＝－（Ａｓｉｎα０·ａｐ）·ｔｐ＋∑
∞

ｎ＝０，ｎ≠ｐ
ｂｎｔｎ （４）

２．２ 厄米多项式及其性质

为了方便后文讨论，本文采用的厄米多项式定义

与通常定义相差系数１／２ｎ，定义为：

Ｈｎ（ξ）
１
２ｎ
（－１）ｎｅξ

２ｄｎ
ｄξ
ｎ（ｅ

－ξ
２

） （５）

厄米多项式有两个重要的回归性质：

Ｈｎ＋１（ξ）－ξＨｎ（ξ）＋
ｎ
２Ｈｎ－１（ξ）＝０ （６）

Ｈｎ－１（ξ）＝
１
ｎＨ

′
ｎ（ξ） （７）

以及正交性质：

∫
＋∞

－∞
Ｈｍ（ξ）Ｈｎ（ξ）ｅ

－ξ
２

ｄξ ＝
槡π
２ｎ
·ｎ！δｍｎ （８）

式（８）显示所有的正交多项式加上权ｅ－ξ
２

构成 Ｌ２（Ｒ）空
间上一组完备的正交基．而厄米高斯函数（Ｈｅｒｍｉｔｅ
Ｇａｕｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎ）Ｈｎ（ξ）ｅｘｐ（－ξ

２／２）也是傅里叶变换的特
征函数，对应的特征值为ｅｊｎπ／２，即

ＦＦ Ｈｎ（ξ）ｅｘｐ（
－ξ

２

２{ }） ＝ｅｊｎπ／２Ｈｎ（ｕ）ｅｘｐ（－ｕ２／２）（９）
其中ＦＦ｛·｝表示傅里叶变换算子．如果将厄米多项式直

接展开

Ｈｎ（ξ）＝∑
Ｋ

ｋ＝０
ｅｊｋπｃｎ－２ｋξ

ｎ－２ｋ （１０）

其中 Ｋ＝
（ｎ－１）／２，ｎ为奇数
ｎ／２，ｎ{ 为偶数

．我们可以通过数学归

纳法得到一个有趣的性质：

ξ
ｎ＝∑

Ｋ

ｋ＝０
ｃｎ－２ｋＨｎ－２ｋ（ξ） （１１）

式（１１）除了对应的系数有正负交叠外，基本和式
（１０）相同，式（１０）和（１１）的前六项可清楚地显示这一特征：
Ｈ０（ξ）＝１； １＝Ｈ０（ξ）
Ｈ１（ξ）＝ξ； ξ＝Ｈ１（ξ）

Ｈ２（ξ）＝ξ
２－１２； ξ

２＝Ｈ２（ξ）＋
１
２Ｈ０（ξ）

Ｈ３（ξ）＝ξ
３－３２ξ； ξ

３＝Ｈ３（ξ）＋
３
２Ｈ１（ξ）

Ｈ４（ξ）＝ξ
４－３ξ

２＋３４；ξ
４＝Ｈ４（ξ）＋３Ｈ２（ξ）＋

３
４Ｈ０（ξ）

Ｈ５（ξ）＝ξ
５－５ξ

３＋１５４ξ；ξ
５＝Ｈ５（ξ）＋５Ｈ３（ξ）＋

１５
４Ｈ１（ξ）

（１２）
此外，下面的卷积公式展现了多项式与厄米多项

式的一种转换关系：

Ｈｎ（ｔ）
１
槡π
ｅｘｐ（－ｔ２）＝ｔｎ （１３）

其中表示卷积．其证明可采用数学归纳法．
（１）当 ｎ＝０，１时，直接计算可得成立．

Ｈ０（ｔ）
１
槡π
ｅｘｐ（－ｔ２）＝∫

＋∞

－∞

１
槡π
ｅｘｐ（－ｔ２）ｄｔ＝１ （１４）

Ｈ１（ｔ）
ｅｘｐ（－ｔ２）
槡π

＝∫
＋∞

－∞
（ｔ－ｘ）ｅｘｐ

（－ｘ２）
槡π

ｄｘ＝ｔ（１５）

（２）假设 ｎ≤ｋ时式（１３）成立，则 ｎ＝ｋ＋１时，代入
式（６）到式（１３）可得

Ｈｋ＋１（ｔ）
ｅｘｐ（－ｔ２）
槡π

＝［ｔＨｋ（ｔ）＋
ｎ
２Ｈｋ－１（ｔ）］

ｅｘｐ（－ｔ２）
槡π

＝∫
＋∞

－∞
（ｔ－ｘ）Ｈｋ（ｔ－ｘ）

ｅｘｐ（－ｘ２）
槡π

ｄｘ＋ｎ２ｔ
ｋ－１

＝ｔｋ＋１＋ｎ２ｔ
ｋ－１－ｎ２Ｈｋ－１（ｔ）

ｅｘｐ（－ｔ２）
槡π

＝ｔｋ＋１ （１６）
综合（１）和（２），可得式（１３）成立．

对式（１３）求逆卷积，可直接实现从多项式到厄米多
项式的频域转换，即

ＦＦ｛ｔｎ｝·ｅｘｐ（ｕ
２

４）＝ＦＦ｛Ｈｎ（ｔ）｝ （１７）

然而，由于 ｅｘｐ（ｕ２／４）不衰减，式（１７）要求 ｔ取值范围为
整个实数区间．因此有限区间内，式（１７）并无实用价值．
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另一种可实现有限区间的多项式到厄米多项式变换的

算法—ＰＨＰＴ，将在下一节介绍．

３ ＰＨＰＴ算法
多项式厄米多项式变换（ＰＨＰＴ）定义为

ＰＨＰＴ｛ｆ｝ｅｕ
２／２ＦＦ｛ｆ（ｔ）ｅ－ｔ

２／２｝ｅ－ｕ
２

／槡π （１８）
若 ｆ（ｔ）＝ｂｎｔｎ，合并式（１１），（９），（１３）和（１０），可得到一
个重要的性质：

ＰＨＰＴ｛ｂｎｔｎ｝＝ｅｊｎπ／２ｂｎＨｎ（ｕ） （１９）
式（１９）不要求 ｔ的取值覆盖整个实数区间，因为ＦＦ｛ｂｎｔｎ

·ｅｘｐ（－ｔ
２

２）｝得到 ｅ
ｉｎπｂｎＨｎ（ｕ）ｅｘｐ（－ｕ２／２），其包含的

ｅｘｐ（－ｕ２／２）可以抵消非衰减因子 ｅｘｐ（ｕ２／２）．由傅里叶
变换和卷积的线性叠加性，可自然地得到式（１８）定义的
ＰＨＰＴ满足线性叠加性．因此式（１９）可推广得到

ＰＨＰＴ∑
Ｎ

ｎ＝０
ｂｎｔ{ }ｎ ＝∑

Ｎ

ｎ＝０
ｅｊｎπ／２ｂｎＨｎ（ｕ） （２０）

由式（２０）可得，多项式变换到厄米多项式，其对应 ｎ－
阶系数 ｂｎ变换到ｅｊｎπ／２ｂｎ．结合式（２），（３）和（２０）有

ｂ０＝
１
槡π
〈ＰＨＰＴ｛Ｒｅ（ｆ（ｔ）｝，Ｈ０（ｕ）〉

ｃ０＝
１
槡π
〈ＰＨＰＴ｛ｌｍ（ｆ（ｔ）｝，Ｈ０（ｕ）〉 （２１）

其中〈，〉表示〈ｇ，ｆ〉＝∫
∞

－∞
ｇ（ｕ）ｆ（ｕ）·ｅｘｐ（ｕ２／２）ｄｕ．则

参数 Ａ和ａ０可用 ＰＨＰＴ算法估计：

Ａ^＝ ｂ２０＋ｃ槡 ２
０

ａ^０＝ａｒｃｔａｎ（ｃ０／ｂ０
{

）
（２２）

其他相位参数 ａｐ（ｐ＞０）通过 Ａ^ａｎｄ^ａ０估计得到：

ｂｐ＝
１
ｐ！槡π

〈ＰＨＰＴ ｄ
ｐ

ｄｔｐ
［Ｒｅ（φ（ｔ{ }））］，Ｈ０（ｕ）〉（２３）

ａ^ｐ＝－ｂｐ／ｃ０ （２４）

其中φ（ｔ）＝ｆ（ｔ）－Ａ^ｃｏｓ（∑
ｐ－１

ｎ＝０
ａ^ｎｔｎ）．整个算法的流程图

如图１所示．

４ 仿真与结果讨论

在本节中，我们给出单分量５阶 ＰＰＳ在高斯白噪声
环境下的参数估计仿真实验．对最低阶相位系数 ａ０的

估计性能与其他已有的典型算法以及 ＣＲＬＢ进行对比．
在一般非线性算法中，相位参数估计是从最高位开始

的，由于误差传递影响，ａ０具有最差的估计性能．而本
文采用的算法则从最低位 ａ０开始，因此能获得较好的
ａ０估计性能．设信号幅度 Ａ＝１，相位参数 ａ０＝π／６，ａ１
＝０，ａ２＝１，ａ３＝０，ａ４＝０和 ａ５＝１／１２，即

ｆ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｊπ／６＋ｊｔ２－ｊｔ５／１２）＋ｎ（ｔ），
ｔ∈（－１２．５π，１２．５π） （２５）

其中 ｎ（ｔ）复高斯白噪声．当 ＳＮＲ＝３０ｄＢ时，进行１００次
蒙特卡罗实验估计得到 Ａ和ａｎ（ｎ＝０，１，２，３，４，５）估计
值为：

Ａ^＝１００４３７７０５， ａ^０＝０５２３３１３９５， ａ^１＝００００２４６４７，
ａ^２＝１００５３０８９０， ａ^３＝－０００００９３６， ａ^４＝－０００１３６２５，
ａ^５＝－００８２５８４２３ （２６）

图２给出了本文算法和已有典型算法对最低阶相
位参数 ａ０估计的均方根误差（ＲＭＳＥ）比较．

从图２中，我们可以看到本文算法对 ａ０有较低的
估计 ＲＭＳＥ并靠近ＣＲＬＢ［３］，而 ＨＡＦ等其他算法则具有
明显的信噪比门限（大约６－１０ｄＢ）．不同 ＳＮＲ下其他相
位参数的 ＲＭＳＥ如图３所示．

由图 ３可以得到，随着 ＳＮＲ增加，所有参数的
ＲＭＳＥ都靠近ａ０，因为高阶相位系数的估计需要参考低
阶相位系数的估计值．一般地，本文算法的高阶相位系
数估计性能不如ＨＰＦ、ＰＨＡＦ等非线性算法．但因为本文
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算法为线性算法，且从低阶相位系数开始估计，因此最

低阶相位系数的估计性能则明显优于非线性类算法，

实际的应用中可采取本文算法与其他算法相结合的方

法．另外 ＰＨＰＴ的计算可采用三次 ＦＦＴ完成（其中卷积
可采用两次 ＦＦＴ实现），不需要作峰值搜索，本文算法
的总计算复杂度为 Ｏ（３Ｎｌｏｇ２Ｎ），当待估 ＰＰＳ阶数 Ｐ大
于３时，优于其他非线性算法 Ｏ（ＰＮｌｏｇ２Ｎ）．

５ 结论

本文提出了一种基于 ＰＨＰＴ的参数估计算法．该方
法能快速有效地估计单分量高阶 ＰＰＳ的幅度与相位参
数，并能对最低阶相位系数提供逼近克拉门罗下限的

估计性能．事实上，本文提出的方法不仅局限于分析
ＰＰＳ信号，只要信号能进行泰勒展开分析，都可采用本
文算法进行分析处理．
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