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� � 摘 � 要: � 将偏心 Preissmann 格式应用于高速电路互连线分析, 导出一种互连线离散模型. 通过调整偏心参数, 可

以获得二阶精度的差分格式.数值仿真表明, 该方法能够应用于一般互连线的瞬态分析,改善间断之后的数值扰动现

象,并与特征法进行了比较, 说明了方法的有效性.

关键词: � 偏心 Preissmann格式; 高速互连线; 超大规模集成电路; 数值计算

中图分类号: � TN405�97� � � 文献标识码 : � A � � � 文章编号: � 0372�2112 ( 2008) 05�0914�05

Eccentric�Preissmann�Scheme Based Analysis of High�Speed Interconnects

JI Xiao�peng, WANG Zhi�quan, GE Long
( College of Automation, Nanjing University of Science and Technology , Nanjing , Jiangsu 210094, China )

Abstract: � Eccentric Preissmann Scheme ( EPS) is introduced to the analy sis of high�speed interconnect lines, and a discrete

model of interconnect lines is derived. An efficient difference scheme with second order accuracy is obtained by adjusting the eccen�

tric parameters. Compared to the method of characteristics ( MOC) , EPS can be applied to the transient analysis of general intercon�
nect lines, and it can efficiently improve the numerical oscillation phenomena after the discontinuity.
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1 � 引言

� � 随着超大规模集成电路各代工艺中器件尺寸的不
断缩小和工作频率的不断提高, 互连线迅速控制了时

序、等比功耗、噪声和设计的可用性和可靠性,成为影响

电路系统性能的主导因素[ 1] .互连线本质上是分布性质

的,当器件的物理尺寸和信号的波长可比拟的时候,集

总阻抗模型就不能满足实际设计和优化的需要,此时就

必须用分布参数电路元件对其进行较为精确的建模.

目前广泛使用的分布模型是传输线模型,其数学描

述为电报方程.电报方程是一组偏微分方程,加上各种复

杂的初边值条件,一般难以获得解析解,这给互连线的分

析带来了极大的困难.国内外的专家学者对此做了大量

的工作,提出了许多近似分析的方法[ 2~ 10] .这些方法的

基本思想是将原分布参数系统,通过离散化的方法,转化

为集总参数系统来处理.其中比较典型的方法是时间和

空间同时离散化,转化为一组代数方程, 如有限差分方

法
[ 7, 8]

.这类方法简单直观,易于编程进行数值计算;缺

点是需要耗用较多的计算机内存和计算时间,但是随着

计算机性能的不断提高、分布式和并行计算技术的发展,

这个缺点逐渐被掩盖了.同时人们不断对差分格式进行

研究,希望能够提高计算的精度和效率.

电报方程是双曲型偏微分方程组,常用的数值求解

方法是差分法.特征法[ 3~ 6]是其中一种用来求解互连线

问题的传统方法,通过变量代换,沿着特征线将原偏微

分方程组化为常微分方程组,然后按照特征线确定的空

间和时间步长的关系进行离散求解.该方法涉及特征线

的计算,并且时空离散步长必须满足确定的关系, 使用

不便.文献[ 9 ]研究了电报方程的时空离散方法,并用

Lax�Friedrichs差分格式分析互连线的瞬态行为,但是它

在分析阶跃信号时存在间断的过渡区过宽的问题.文献

[ 10]采用了二阶精度的 Lax�Wendroff差分格式,提高了

求解的精度,解决了过渡区过宽的问题.但是该差分格

式存在间断过后出现振荡的问题,不利于互连线上升时

间的估计.另外, Lax�Wendroff 格式是显示格式, 求解时

涉及到两层四点的计算值,计算量较大.

本文研究了电报方程的时空离散方法,给出了基于

偏心 Preissmann 格式的离散方案,改善了间断振荡, 并

且具有较高的数值稳定性.分析表明,与 Lax�Wendroff格

式相比,计算量明显减小;与传统的特征法相比,计算时
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间和存储量相当,但不需要计算特征线,更易于编程实

现.最后通过两个数值实验与特征法进行比较,说明该

方法的有效性.

2 � 偏心 Preissmann 格式

� � Preissmann于 1961年提出了一个取时间加权和空

间平均的四点差分格式 � � � 经典的 Preissmann 格式.经

典的 Preissmann 格式在定床水流模型中得到广泛的应

用,但是存在数值振

荡的问题. 为了解决

间断后的数值振荡问

题,偏心 Preissmann 格

式 ( Eccentric Preiss�
mann Scheme, EPS) [ 14]

应运而生. 这是一个

在时间和空间上都分

别加权的差分格式.

对于任意连续函数,

可以用 EPS 差分逼近为如下格式(网格如图 1所示) :

u= �[ �un+ 1
j+ 1+ ( 1- �) un

j+ 1] + (1- �) [ �un+ 1
j + (1- �) un

j ]

( 1a)

 u
 t

=
�( un+ 1

j+ 1- un
j+ 1) + (1- �) ( un+ 1

j - un
j )

!
( 1b)

 u
 x

=
�( un+ 1

j+ 1- un+ 1
j ) + ( 1- �) ( un

j+ 1- un
j )

h
( 1c)

式( 1)中 !和h 分别为时间和空间步长, �, �为偏心加

权参数.

3 � 偏心 Preissmann 格式应用分析

� � 考虑如下形式的线性偏微分方程:

Lu=
 u
 t

+ a
 u
 x

+ bu= 0, ( a  0, b  0) ( 2)

其 EPS 逼近为如下形式:

[ �( un+ 1
j + 1- u n

j+ 1) + ( 1- �) ( un+ 1
j - un

j ) ] + �∀[ �( un+ 1
j+ 1-

u
n+ 1
j ) + ( 1- �) ( u

n
j+ 1 - u

n
j ) ] + b!{ �[ �un+ 1

j + 1 + ( 1- �)

un
j+ 1] + ( 1- �) [ �un+ 1

j + (1- �) un
j ] } = 0 ( 3)

其中 ∀=
!
h

.

下面对 EPS 逼近式(2)的精度和稳定性问题进行分

析.

结合式(2),将式(3)在点(x j , tn+ 1)处Taylor 展开可得:

Lu=
 u
 t

+ a
 u
 x + bu+

1
2

{ a[ ( 1- 2�) + ∀a[ ( 1- 2�) ]

 2
u

 x 2 + 2∀ab( 1- 2�)  u
 x

+ ∀b2( 1- 2�) u} h+
1
6

{[ a

( 1- 3�) + 3a2∀( 1- �- �) + ∀2a 3(2- 3�) ]
 3u

 x 3 +

3ab[ ∀( 1- �- 2��) + ∀2a( 2- 3�) ]
 2u

 x 2 + 3b2[ ∀�

( 1- 2�) + ∀2
a( 2- 3�) ]

 u
 x + ∀2

b
3
( 2- 3�) u} h

2
+

! ( 4)

由式( 4)显然可见:当 � 
1
2
和 � 

1
2
时,该格式具有一

阶精度;当 �= 1
2
且 �= 1

2
时,该格式具有二阶精度;如

果能够适当的选取 ∀,还可以具有更高精度.

分析采用 EPS求解式 ( 2)的稳定性问题, 只需考虑

相应的齐次方程:

 u
 t + a

 u
 x= 0

采用 Fourier 分析法[ 12, 13] , 可以求得稳定性条件

为[ 14] :

�- 1
2

Cr
+ ( �- 1

2
) ∀0 ( 5)

式中 Cr 为柯朗数.

由式 ( 5)可见, 只要偏心参数调整合适, 若取 �∀

1
2

, �∀
1
2

,则只要求 Cr > 0就能保证其数值稳定性.这

使得进行数值仿真时,对时间和空间步长的选择更为灵

活.

4 � 基于偏心 Preissmann格式的互连线离散模型

� � 本节基于偏心 Preissmann格式, 导出一种互连线的

离散模型.首先给出描述互连线的一般数学模型 � � � 电

报方程:

 V( x , t)
 x

= - R( x ) I ( x , t) - L( x )
 I ( x , t)

 t
( 6a)

 I ( x , t)

 x
= - G( x ) V( x , t) - C( x)

 I ( x , t )

 t
( 6b)

x # ( 0, D) , t # R+ .

边界条件为:

f ( V( 0, t ) , I ( 0, t ) , e( t) ) = 0 ( 6c )

g( V( D, t ) , I ( D , t) , e( t ) ) = 0 ( 6d)

式中 V( x, t )和 I ( x, t )分别表示沿线的瞬态电压和电

流值,为了行文方便,在不引起误解的情况下简写为 V

和I . D 表示互连线的长度; R( x )为互连线的分布电阻;

L( x )为互连线的分布电感; C( x )为互连线的分布电

容; G( x)为互连线的分布电导.对于均匀互连线的情

况, R( x )、L( x )、C ( x )和 G( x )均为常数,可直接表示

成 R, L, C和G. f (∃, ∃)和 g (∃, ∃)为互连线端点的电

压、电流值必须强制满足的函数关系, e( t )为外加激励

源矢量.

为了将 EPS差分格式应用于互连线分析,将上述电
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报方程写成如下形式:

 U
 t

+ M
 U
 x

+ NU= 0 ( 7)

式中 U =
I

V
, M =

L 0

0 C

- 1 0 E

E 0
, N =

L 0

0 C

- 1 R 0

0 G
, E为适当维数的单位矩阵.

将式(7)按 EPS差分成如下形式:

[ �( U
n+ 1
j+ 1- U

n
j+ 1) + ( 1- �) ( U

n+ 1
j - U

n
j ) ] + ∀M [ �( U

n+ 1
j+ 1

- Un+ 1
j ) + ( 1- �) ( Un

j + 1- Un
j )] + !N{ �[ �Un+ 1

j+ 1+ ( 1-

�) Un
j+ 1] + (1- �) [ �Un+ 1

j + ( 1- �) Un
j ] }= 0 ( 8)

其中, Un
j = U(jh , n!) , ∀=

!
h

, !和 h 分别为离散的时间

和空间步长.

整理式(8)成如下形式:

AUn+ 1
j + BUn+ 1

j + 1= CUn
j + DUn

j+ 1 ( 9)

其中: A= ( 1- �) ( I+ !�N) - ∀�M

B= �( I+ !�N) + ∀�M

C= ( 1- �) [ I- !( 1- �)N] + ∀( 1- �) M

D= �[ I- !( 1- �) N] - ∀( 1- �) M.

I 为适当维数的单位矩阵.

假设传输线分为 K 等分, 各分点值依次表示为:

U0, U1 , U2, !, Uk - 1, Uk , 共有 k+ 1 个待求未知量.当

从 n 时间层推进到n+ 1层时,其关系如下:

AUn+ 1
j + BUn+ 1

j+ 1= CUn
j + DUn

j + 1, j = 0, 1, 2, !, k- 1

( 10)

这样可以得到 k 个方程,由边界条件还可以得到另外

的一个方程. k+ 1 个方程联立成方程组, 则得到基于

EPS格式的互连线差分模型.

从差分形式来看,该模型是一个涉及两点双层的隐

式格式,计算过程简单,计算量明显小于 Lax�Wendroff格

式的两层四点形式. 求解该方程组, 则可以得到 n + 1

时间层上所有分点的值.由于所得到的方程组的系数矩

阵呈带状,具有稀疏特征,采用稀疏矩阵表示技术,那么

存储容量大约是普通方法的 1/ N ( N 为系数矩阵的规

模) .对稀疏矩阵方程可以采用各种快速算法进行求

解[ 12, 13] ,提高计算效率.

5 � 数值实验

� � 本小节用两个例子来说明 EPS 在高速互连线分析

中的应用,并通过数值仿真, 与用传统的特征法计算得

到的结果进行比较,验证 EPS 方法处理问题的简便和有

效性.

例1[ 15] � 单根有损耗传输线,长度 l= 0�2m, 电路

连接情况如图 2所示:

其分布参量为:

L = 500nH/m, C= 200pF/ m

R= 100# / m, G= 0

传输线以梯形电压激励,其上升和下降时间均为 1�0ns,
顶部持续时间为 2�0ns,幅度为 1V, 激励端和电压源串

联的内阻以及负载端电阻均为 50# .

按前面描述的 EPS方法,用Matlab编程可以计算出

互连线两端的电压波形如图 3所示. 图中实线为用 EPS

方法算得的结果,点划线为用传统的特征法( MOC)计算

所得结果,划线为软件HSPICE仿真所得结果.图中三种

方法所得曲线差别几乎不可分辨.在电压曲线 u2( t )上

随机地选取 250个时间点上的数据进行统计分析, EPS

与MOC所得结果的平均相对偏差为 0�0014, 说明 EPS

所得结果具有较高的准确性.此外, EPS 和MOC两种方

法都将互连线均匀离散成 50 段,但是 EPS方法不需要

考虑特征线问题,因而使用起来更为灵活.

例 2
[ 15] � 三根相互耦合的互连线段, 其长度 l =

14cm,其激励端和负载端的端接情况如图 4所示:

传输线的分布参量矩阵为:

L=

300 100 50

100 400 100

50 100 300

nH/ m

C=

44 - 10 - 4

- 10 35 - 10

- 4 - 10 44

*
100
24

pF/ m
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R=

25 5 1

10 50 10

1 5 25

# /m � G= 0

其余为:

R11= R13= 35�35# , R12= 28�2# , R21= 10#

R22= 70# , R23= 30# , L 1= 10nH, C1= 1pF

激励电压为梯形波, 幅度为 1V, 上升和下降时间各为

1�5ns,顶部持续时间为 4�5ns.
如图 5所示,实线为用 EPS 方法计算所的结果,点划

线为MOC方法计算所得结果,划线为软件HSPICE仿真

所得结果.由图可见,三种方法所得曲线吻合得很好.在

电压曲线 u1( t ) , u4( t )和 u6( t )上分别随机地选取 250个

时间点上的数据进行统计分析,图( a) , ( b) , ( c )中 EPS

与MOC所得结果的平均相对偏差分别为 0�0040, 0�0011,
3�4269e- 004,验证了 EPS方法的有效性.

特征法对于耦合多导体的情况,一般采取特征模变

换的方法来实现解耦,即将方程组系数矩阵对角化,将

多导体转化成单根线的情况, 对每个特征模用单线

MOC来处理,然后反变换为实际电压电流, 再结合边界

条件求得真实解.但是对于有耗多导体情况, 只有少数

特殊形式的系数矩阵能够实现同时对角化, 如 Toeplitz

阵[ 15] . EPS方法对于这样的情况则无需作特殊处理,求

解的方法与单根线的情况相同,具有很强的通用性.

6 � 结论

� � 本文对电报方程采取了基于偏心 Preissmann 格式

的时空离散方法,求解了单根互连线和耦合多导体互连

线问题.理论分析显示,适当选取偏心加权参数,可以获

得至少二阶精度的差分离散方法.这种方法不需要考虑

特征线问题,对单根线和耦合线的处理方法相同, 具有

较强的通用性,并且对时间和空间步长的选择也较为灵

活.数值仿真表明,该方法计算简单, 数值稳定,具有较

高的效率和计算精度,可用于一般非频变互连线的瞬态

分析.由于文中方法是一种时域数值方法,处理含频变

参数的互连线时较为困难,这也是今后值得进一步研究

的方向.
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