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　　摘 　要 : 　通过改造Lagrange 乘子项 ,对不等式约束和等式约束用同样的方法处理 ,构造出一种新型的Lagrange 非

线性规划神经网络 ,并对网络的稳定性和收敛性进行严格的理论分析. 而且 ,用增加惩罚项的方法 ,放宽网络收敛的条

件.
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Abstract : 　By modifying the Lagrange multipliers ,both equality and inequality constraints can be treated identically. Based on

this idea ,a new type of Lagrange nonlinear programming neural network is constructed ,and the stability and convergence of the neural

network are analyzed rigorously. Furthermore ,the convergence condition of the network is relaxed by the approach of adding the penalty

terms in the Lagrangian function.
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1 　引言
　　自从 Hopfield 提出神经优化的思想以来 [1 ,2 ] ,有很多人对

这个问题进行了深入研究. 文献[3 ,4 ]介绍了用神经网络求解

线性规划和非线性规划问题的方法以及电路实现. 然而 ,文献

[4 ]只讨论了不等式约束的非线性规划问题. 尽管在数学上等

式约束可用两个耦合的不等式代替 ,但应用文献[4 ]的方法处

理等式约束问题 ,其电路由两个反向的二极管耦合而成 ,不能

正常工作. 另外 ,文献[4 ]中的方法基于罚函数法 ,如果没有选

取罚因子和初始点的信息 ,罚函数法在理论上必须通过极小

化一系列罚因子逐渐增加的无约束问题来求问题的解 ,或采

用试凑法确定罚因子和初始点 ,这两种方法在实际中都不可

行. 而且 ,罚函数法总会碰到病态问题 [7 ] . 针对这些缺点 ,文献

[5 ]提出用 Lagrange 乘子法构造神经网络解决一般非线性规

划问题. 文献[6 ]通过改造 Lagrange 乘子的方法直接处理不等

式约束 ,不用增加“松弛变量”,可减少网络的复杂程度和实现

难度. 本文根据文献[6 ]提出的方法 ,使用数学规划理论 ,严格

地分析如何处理不等式约束的问题 ,并用在 Lagrange 函数中

增加惩罚项的方法 ,放宽网络收敛的条件.

2 　非线性规划神经网络

　　考虑如下的一般非线性规划问题 ( GNP) :

( GNP) 　　
min
x ∈X

f ( x)

X = { x| h ( x) = 0 , g ( x) Φ0}
(1)

式中 , x ∈Rn , f : Rn →R , h : Rn →Rm 和 g : Rn →Rr 是给定的函

数 ,且 m Φ n. 假设 h ( x) 和 g ( x) 二次连续可微.

定义 1 :设 x 3 满足约束条件 ,且 I ( x 3 ) 是由 gi ( x 3 ) = 0

的 i 组成的指标集 ,即

I ( x 3 ) = { i| gi ( x 3 ) = 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r}

如果梯度向量 ¨ hj ( x 3 ) ,1 Φ j Φ m , ¨ gi ( x 3 ) , i ∈I ( x 3 ) 线性

无关 ,则称 x 3 是正则点.

定义 2 :Lagrange 函数 L : Rn + m + r →R 定义为

L ( x ,λ,μ) = f ( x) +λTh ( x) +μT
+ g ( x) (2)

式中 ,μ∈Rr 和λ∈Rm 是 Lagrange 乘子 ,μ+ = (μ2
1/ 2 ,μ2

2/ 2 ,

⋯,μ2
r/ 2) T .

这里需要说明的是 ,我们定义的 Lagrange 函数与经典优

化理论不同 ,将不等式约束的乘子取为μ+ = (μ2
1/ 2 ,μ2

2/ 2 , ⋯,

μ2
r/ 2) T ,当然 ,也可以取为分量的其它正定可微函数. 这样做

的目的是避免对不等式约束乘子附加非负约束 ,直接对不等

式约束进行处理. 如果将这些正定函数看成经典优化理论中

不等式约束的乘子 ,那么相关的最优性条件都可以移植过来.

与经典优化理论相似 ,有以下定理成立 [6 ,7 ] .

令

Z ( x 3 ) = { z| zT ¨ gi ( x 3 ) = 0 , i ∈I ( x 3 ) ,

　　　　　zT ¨ hj ( x 3 ) = 0 , j = 1 ,2 , ⋯, m}

定理 1 :假设 x 3 是 GNP的局部极小点 ,且 x 3 是正则点 ,
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那么存在λ3 ,μ3 ,使得下式成立 :

¨ xL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) = 0

μ3
i gi ( x 3 ) = 0 , i = 1 , ⋯, r

(3)

且对任何 z ≠0 , z ∈Z ( x 3 ) ,有

zT ¨2
xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) z Ε 0 (4)

定义 3 :称满足定理 1 的 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 为 GNP 的 Kuhn2
Tucker 点.

定理 2 :假设 x 3 满足约束条件 ,存在λ3 ,μ3 ,使得下式

成立 :

¨ xL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) = 0

μ3
i gi ( x 3 ) = 0 , i = 1 , ⋯, r

(5)

且满足严格互补性条件 ,即 ,μ3
i ≠0 , Π i ∈I ( x 3 ) . 如果对任

何 z ≠0 , z ∈Z ( x 3 ) ,有

zT ¨2
xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) z > 0 (6)

那么 x 3 是 GNP的局部严格极小点.

我们的目的是 ,构造收敛于 GNP的 Kuhn2Tucker 点的神经

网络 ,其暂态行为由下列方程决定 :

dx
dt

= - ¨ xL ( x ,λ,μ)

dλ
dt

= λ̈L ( x ,λ,μ)

dμ
dt

= ¨μL ( x ,λ,μ)

(7)

按照在求解过程中的作用不同 ,可将网络的神经元分为

变量神经元 x 和 Lagrange 神经元λ、μ. Lagrange 神经元使网络

的轨迹落入可行区域内 ,而变量神经元使 Lagrange 函数减少.

定义 4 :如果对任何 x ∈Rn ,λ∈Rm ,μ∈Rr ,有

L ( x 3 ,λ,μ) ΦL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) ΦL ( x ,λ3 ,μ3 ) (8)

成立 ,则称Lagrange 函数 L ( x ,λ,μ) 在 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 具有鞍点

性质 ,且 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 称为 L ( x ,λ,μ) 的鞍点.

定理 3 :设 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 为 GNP 的 Lagrange 函数的鞍点 ,

则 x 3 是 GNP的最优解. 换句话说 ,Lagrange 函数的鞍点性质

是最优性的充分条件[8 ] .

文中定义的网络类似于梯度系统. 当λ、μ保持常值时 ,

L ( x ,λ,μ)随 x 减小 ;当 x 保持常值时 ,随λ、μ增大. 因此 ,网

络的稳定点 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 就是 Lagrange 函数的鞍点.

3 　收敛性和稳定性分析

　　定理 4 :设 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 是 GNP 的 Kuhn2Tucker 点 , x 3 是

正则点 ,且严格互补性条件满足 , ¨ xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) > 0 ,那

么 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 是网络的渐近稳定点.

证明 :根据一次近似稳定原理 ,在 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 处将系统

(7) 线性化 ,那么平衡点的局部性质由线性化系统决定. 由定

理 1 , gi ( x 3 ) ≠0 ,有μ3
i = 0. 从式 (7) 看出 ,在μ3

i 的邻域 ,μi

对其它神经元没有影响 ,构成一个稳定的自闭环. 因此 ,可以

将其删除而不影响结果. 令μ′是由μi , i ∈I ( x 3 ) 组成的向量 ,

定义μ′= (μ1 ,μ2 , ⋯,μs ) T ,其中 , s 是 I ( x 3 ) 中指标的个数.

¨ g′( x 3 ) = (μ3
i ¨ g1 ( x 3 ) , μ3

2 ¨ g2 ( x 3 ) , ⋯, μ3
s ¨ gs

( x 3 ) ) . 考虑到 ¨ xL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) = 0 , h ( x 3 ) = 0 , gi ( x 3 ) =

0 , i ∈I ( x 3 ) ,则线性化系统为
dx
dt

dλ
dt

dμ′
dt

= -

¨ xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) ¨ h ( x 3 ) ¨ g′( x 3 )

- ¨ h ( x 3 ) T 0 0

- ¨ g′( x 3 ) T 0 0

x - x 3

λ- λ3

μ′- (μ′) 3

= G

x - x 3

λ- λ3

μ′- (μ′) 3

(9)

用 vH 表示复向量 v 的共轭转置 , Re (γ) 表示复数γ的实部.

令β是 G的特征值 , ( z , w , y) ≠(0 ,0 ,0) 为相应的特征向量 ,

于是

Re [ zH 　wH 　yH ] G

z

w

y

= Re β[ zH 　wH 　yH ]

z

w

y

= Re (β) ( | z| 2 + | w| 2 + | y| 2) (10)

又

Re [ zH 　wH 　yH ] G

z

w

y

　　= Re{ zH ¨2
xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) z - wH ¨ h ( x 3 ) z

- yH ¨ g′( x 3 ) z + zH ¨ h ( x 3 ) w + zH ¨ g′( x 3 ) y} (11)

由于 Re ( wH ¨ h ( x 3 ) z) = Re ( zH ¨ h ( x 3 ) w) 和 Re ( yH ¨ g′
( x 3 ) z) = Re ( zH ¨ g′( x 3 ) y) ,所以

Re (β) ( | z| 2 + | w| 2 + | y| 2) = Re{ zH ¨2
xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) z} > 0 ,

Π z ≠0

根据上式推出 ,或者 Re (β) > 0 ,或者 z = 0. 若 z = 0 ,由

G[ z 　w 　y ] T =β[ z 　w 　y ] T

有 [ ¨ h ( x 3 ) 　¨ g′( x 3 ) ]
w

y
= 0

又因õ¨ h ( x 3 ) 　¨ g′( x 3 ) 」的秩为 m + s ,所以 w = 0 , y = 0 ,

与假设 ( z , w , y) ≠(0 ,0 ,0) 矛盾 ,于是 Re (β) > 0. 因此 , ( x 3 ,

λ3 ,μ3 ) 是网络的渐近稳定点.

与定理 2 的充分条件相比 ,上述定理给出的网络局部渐

近收敛的条件要求 ¨2
xxL ( x ,λ,μ) 在 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 点正定. 如

果增加惩罚项 ,只要满足定理 2 的充分条件 ,网络可获得同样

的收敛性质. 为了证明这个断言 ,先给出下列引理 [7 ] :

引理 :令 P 是 n ×n 对称阵 , Q 是 n ×n 正半定对称阵. 若

Π x ≠0 , xT Px > 0 满足 xTQx = 0 ,那么存在标量 c > 0 ,使

P + cQ > 0

我们定义增广 Lagrange 函数 Lc : Rn + m + r →R 为

Lc ( x ,λ,μ) = f ( x) +λTh ( x) +μT
+

g( x) +
c
2

[ h ( x) Th ( x) + g ( x) Tdiag (μ4
1/ 4 μ4

2/ 4

⋯μ4
r/ 4) g ( x) ]

其对 x 的梯度和 Hess 矩阵为

¨ xLc ( x ,λ,μ) = ¨ f ( x) + ¨ h ( x) [λ+ ch ( x) ] + ¨ gμ+

+ c ¨ g ( x) diag (μ4
1/ 4 μ4

2/ 4 ⋯μ4
r/ 4) g ( x)

和

¨2
xxL c ( x ,λ,μ) = ¨2f ( x) + ∑

m

j =1
[λj + chj ( x) ] ¨2 hj ( x)
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　　　+ c ¨ h ( x) ¨ h ( x) T + ∑
r

i =1

μ2
i

2 1 + c
μ2

i

2
gi ( x) ¨2 gi ( x)

　　　+ c ¨ g ( x) diag (μ4
1/ 4 μ4

2/ 4 ⋯μ4
r/ 4) ¨ g ( x) T

如果 x 3 满足定理 2 的充分条件 ,由引理可知 ,存在 �c ,使

¨ xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) + �c [ ¨ h ( x 3 ) ¨ h ( x 3 ) T + ¨ g ( x 3 ) diag

( (μ3
1 ) 4/ 4 ⋯ (μ3

r ) 4/ 4) ¨ g ( x 3 ) T ] > 0

因此 ,对任意 c Ε �c ,有

¨ xxLc ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) = ¨ xxL ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) + c[ ¨ h ( x 3 ) ¨ h

( x 3 ) T + ¨ g ( x 3 ) diag ( (μ3
1 ) 4/ 4 ⋯

(μ3
r ) 4/ 4) ¨ g ( x 3 ) T ] > 0

如果根据增广 Lagrange 函数构造神经网络 ,与定理 4 的

证明一样 ,可得下列定理 :

定理 5 :如果定理 2 的假设成立 ,那么存在 �c > 0 ,对任意 c

Ε �c ,有 ¨2
xxLc ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) > 0 ,且 ( x 3 ,λ3 ,μ3 ) 是网络的渐

近稳定点.

4 　数值仿真

　　为了说明上述方法的有效性 ,我们对下列例子进行数值

仿真 :

min x1

s. t . 3 ( x1 - 3) 2 + x2 Ε 0

　　( x1 - 3) 2 + x2
2 - 10 = 0

Lagrange 函数为 L ( x ,λ,μ) = x1 - λ2 [3 ( x1 - 3) 2 + x2 ] +μ[ ( x1

- 3) 2 + x2
2 - 10 ] , ¨ xx L ( x ,λ,μ) 为

- 6λ2 + 2μ 0

0 2μ
, 在

Kuhn2Tucker 点 (3 - 10 , 0 , 0 , 1/ 2 10) T 上正定 ,满足定理 4

的条件. 按照式 (7) 构造网络 ,随机选取动态方程的初值 ,用四

阶/ 五阶 Runge2Kutta2Felhberg法仿真 ,结果如图 1 所示.

图 1 　( a) 、( b) 、( c) 和 ( d) 分别表示状态 x1 , x2 ,λ和μ的演化轨迹

5 　结束语

　　通过改造 Lagrange 乘子项 ,可对不等式约束和等式约束

用同样的方法处理 ,不用增加“松弛变量”. 基于这个思想构造

神经网络 ,可减少复杂程度和实现难度 ,并且只需满足定理 2

的充分条件 ,通过增加惩罚项 ,能使网络局部渐近稳定. 为了

验证文中方法的有效性 ,我们对例子进行数值仿真 ,结果表明

文中的方法可行. 关于神经网络的物理实现 ,我们在文献 [ 6 ]

中已有详细的论述 ,这里不再重复.
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