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摘 要： 多数现有的压缩感知重建算法基于单观测向量，处理图像信号时将其表示成一维信号，算法效率低，重

建图像的效果也有待提高．本文提出了一种基于多观测向量和稀疏贝叶斯学习的重建算法，通过同时处理观测矩阵的
每一列直接求得加权系数矩阵，从而快速重建图像．在相同的采样率条件下，该算法的重建图像效果更好，算法效率明
显提高．采用标准测试图像进行实验，验证了算法的有效性．
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１ 引言

压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ），又称为压缩传
感，由Ｃａｎｄｅｓ，Ｒｏｍｂｅｒｇ等［１］和Ｄｏｎｏｈｏ［２］于２００６年正式提
出，是一种新颖的采样理论．与此同时，Ｃａｎｄｅｓ等人也为
该理论的提出做了大量理论基础研究工作［３，４］．该理论
一经提出就得到了来自各研究领域专家学者的广泛关

注，国内研究人员也已经开始了相关研究［５，６］．信号重
建算法是压缩感知理论的关键所在，目前已经提出了不

少比较成熟的信号重建算法，如基追踪法［７］（ＢａｓｉｓＰｕｒ
ｓｕｉｔ，ＢＰ）、正交匹配追踪法［８］（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，
ＯＭＰ）以及在ＯＭＰ算法上进行改进的算法［９，１０］等．传统
的ＢＰ和ＯＭＰ算法针对一维信号进行处理，因此它们可
以看成是单观测向量（ＳｉｎｇｌｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＶｅｃｔｏｒ，ＳＭＶ）下
的压缩感知重建算法．在处理图像信号时，将二维图像
信号转换成一维信号，造成了算法的效率不高，重建图

像的效果也有待进一步提高．本文基于与图像信号相适

应的多观测向量［１１］（ＭｕｌｔｉｐｌｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＶｅｃｔｏｒｓ，ＭＭＶ）
模型，结合稀疏贝叶斯学习［１２～１４］（ＳｐａｒｓｅＢａｙｅｓｉａｎＬｅａｒｎ
ｉｎｇ，ＳＢＬ）算法，提出了一种基于多观测向量和稀疏贝叶
斯学习的图像信号压缩感知重建算法（ＭＭＶＳＢＬ）．通过
对标准测试图像进行的仿真实验，证明该算法完成图像

重建过程所需时间明显缩短，并且能得到效果更好的重

建图像，是一种有效的压缩感知图像重建算法．

２ ＣＳ理论

压缩感知理论处理的信号必须是稀疏的或者可以

表示成稀疏的．考虑 ＲＮ空间的一个长度为Ｎ的一维列
信号ｘ，它可以视为一个 Ｎ×１的列向量，其中的元素由
ｘｉ表示，ｉ＝１，２，…，Ｎ．ＲＮ空间中的任意一个信号可以
表示成一组Ｎ×１的正交基向量 ψ{ }ｉ Ｎｉ＝１的线性组合，由

ψ{ }ｉ作为列的Ｎ×Ｎ矩阵Ψ＝［ψ１｜ψ２｜…｜ψＮ］称为基
矩阵．自然界中大多数信号本身并不是稀疏的，通过选
取适当的基矩阵Ψ，例如傅里叶变换基矩阵，小波变换
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基矩阵等，可以将信号 ｘ稀疏表示．此时信号 ｘ可以表
示为：

ｘ＝Ψｓ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉψｉ （１）

其中 ｓ是由加权系数ｓｉ组成的长为Ｎ×１的列向量，ｓｉ
＝＜ｘ，ψｉ＞＝ψＴｉｘ，（ｉ＝１，２，…，Ｎ）．Ｔ表示转置，ｓ中
只有Ｋ个加权系数ｓｉ不为零，ＫＮ，其余 Ｎ－Ｋ个元
素等于零或者非常小，从而满足了压缩感知理论的前

提条件．为了获得采样信号，需要设计一个与基矩阵Ψ
不相干的Ｍ×Ｎ随机测量矩阵Φ，ＭＮ，通过式（２）将
稀疏信号在随机测量矩阵Φ 上进行投影，得到一个比

原始信号长度小得多的 Ｍ×１的观测向量 ｙ．
ｙ＝Φｓ＋ε＝ΦΨＴｘ＋ε （２）

其中，ε表示一个Ｍ×１的随机噪声．文献［２］指出了测
量矩阵需要满足的条件，文献［３］和文献［４］从不同的角
度定义了测量矩阵的性质，并且指出高斯测量矩阵、贝

努力测量矩阵等可以应用到式（２）中．考虑到高斯测量
矩阵良好的性能和普适性，本文使用它作为随机测量

矩阵．当满足条件 Ｍ≥Ｏ（ＫｌｏｇＮ）时，原始信号可以通
过采样信号 ｙ精确重建［１］．由于 ＭＮ，式（２）可以看成
一个欠定方程组，通过观测向量 ｙ和测量矩阵Φ 直接
求解得到原始信号ｘ是不可能的，但可以通过重建算
法对原始信号进行逼近．

３ ＭＭＶＳＢＬ图像重建算法

根据上一节介绍的压缩感知理论，将一幅 Ｎ×Ｎ
自然图像表示成Ｘ（实际上图像的行数和列数不需要相
等，这里只是为了表述上的方便），其对应的 Ｎ×Ｎ加
权系数矩阵为Ｓ，Ｍ×Ｎ噪声矩阵为Ｅ，Ｍ×Ｎ观测矩阵
为 Ｙ，则对于图像信号式（２）可以写为下式．

Ｙ＝ΦＳ＋Ｅ＝ΦΨＴＸ＋Ｅ （３）
其中 Ｓ＝［ｓ·１｜ｓ·２；｜…｜ｓ·Ｎ］，Ｙ＝［ｙ·１｜ｙ·２｜…｜ｙ·Ｎ］，Ε
＝［ε·１｜ε·２｜…｜ε·Ｎ］．为了表述方便，分别用 ｓ·ｊ和ｓｉ·来
表示 Ｓ的第ｊ个列向量和第ｉ个行向量．Ｙ中的每一列
对应一个一维的观测向量，因此式（３）是一个多观测向
量模型，其与单观测向量下式（２）对应的形式可以写成
下式．

ｙ·ｊ＝Φｓ·ｊ＋ε·ｊ，ｊ＝１，２，…，Ｎ （４）
在以前的压缩感知理论研究中，大多数学者在实

际处理图像信号时都会将二维的图像信号转换成一维

信号处理．比如将 Ｎ×Ｎ图像的每一列首尾相接组成
一个Ｎ２×１的列向量，这样相当于在单观测向量下处理
一个长的一维信号，如式（２）所示，但是这种情况下测
量矩阵Φ的尺度非常大，将显著增加计算量和存储空

间，处理时间会很长．为了不增加Φ 的尺度，可以将图
像的每一列作为一个 Ｎ×１的一维信号单独处理，如式

（４）所示得到一个 Ｍ×１的观测向量，重建图像的每一
列后再重组成二维的图像，这样做比前一种方法大幅

度的减少了计算量和存储空间，是目前实际应用中用

得比较多的方法，但是算法运行仍然需要较多时间．与
上述两种方法不同，本文采用多观测向量模型式（３），
观测矩阵 Ｙ的每一列对应一个观测向量，通过稀疏贝
叶斯算法对所有的观测向量同时进行处理以重建图像

的每一列，从而提高了算法效率．
对于一幅非稀疏的自然图像，通过小波变换基矩

阵可以得到其加权系数矩阵 Ｓ，选取固定的测量矩阵

Φ，如式（３）所示，得到观测矩阵 Ｙ．根据稀疏贝叶斯算
法，假设式（３）中的噪声为均值为零，方差为σ２的高斯
噪声，ｓｉ·的先验分布是方差为γｉ的高斯分布［１２～１４］，则
式（４）中 ｙ·ｊ的似然函数和ｓｉ·的先验分布分别为式（５）和
式（６）．对于加权系数矩阵 Ｓ，则有式（７）．

ｐ（ｙ·ｊ｜ｓ·ｊ）＝（２πσ２）－
Ｍ
２ｅｘｐ －１２σ２

ｙ·ｊ－Φｓ·

 

ｊ( )２２ （５）
ｐ（ｓｉ·，γｉ）＝（２πγｉＩ）－

１
２ｅｘｐ －

ｓ２ｉ·
２γｉ( )Ｉ （６）

ｐ（Ｓ，γ）＝∏
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｓｉ·，γｉ） （７）

其中，γ＝［γ１，γ２，…，γＮ］Ｔ是 Ｎ维的超参数向量．ｓ·ｊ的
后验分布为式（８）［１３］．

ｐ（ｓ·ｊ｜ｙ·ｊ，γ）＝
ｐ（ｙ·ｊ｜ｓ·ｊ）ｐ（ｓ·ｊ｜γ）

ｐ（ｙ·ｊ，γ）
～Ν（μ·ｊ，Σ）（８）

其均值和方差分别为

Μ ＝［μ·１，μ·２，…，μ·Ｎ］Ε［Ｓ｜Ｙ，γ］＝σ－２ΣΦＴＹ
（９）

ΣＣｏｖ［ｓ·ｊ｜ｙ·ｊ，γ］＝（σ－２ΦＴΦ＋Γ－１）－１，

ｊ＝１，２，…，Ｎ （１０）
其中Γｄｉａｇ（γ），均值Μ 作为加权系数矩阵Ｓ的一个
点估计，即 Ｓ^＝Ｍ．为了求得均值 Μ，需要求得超参数
向量γ的估计，它可以通过最大化 ｐ（Ｙ；γ）获得．
γ^ ＝ａｒｇｍａｘ

γ
ｐ（Ｙ，γ）

＝ａｒｇｍａｘ
γ∫ｐ（Ｙ｜Ｓ）ｐ（Ｓ，γ）ｄＳ

＝ａｒｇｍａｘ{
γ

（２π）－
Ｍ
２ Σｙ

－Ｎ２∏
Ｎ

ｊ＝１
[ｅｘｐ －１２ｙＴ·ｊΣ－１

ｙｙ· ] }ｊ
（１１）

其中Σｙσ２Ｉ＋ΦΓΦＴ，为了方便求解，对上式进行适当
转化，利用最大似然估计求解超参数向量等价于最小

化－２ｌｏｇｐ（Ｙ，γ），则式（１１）可以写为

γ^ ＝ａｒｇｍｉｎ{
γ

[－２ｌｏｇ（２π）－
Ｍ
２ Σｙ

－Ｎ２∏
Ｎ

ｊ＝１
[ｅｘｐ－１２ｙＴ·ｊΣ－１ｙｙ· ] ] }ｊ

＝ａｒｇｍｉｎ[
γ
ＮｌｏｇΣｙ ＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｙＴ·ｊΣ－１

ｙｙ· ]ｊ （１２）
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定义求解超参数向量γ的代价函数为

Ｌ（γ）ＮｌｏｇΣｙ ＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｙＴ·ｊΣ－１

ｙｙ·ｊ （１３）

根据文献［１３］中附录部分的方法，对式（１３）求偏导

数Ｌ（γ）
ｌｏｇ（γｉ）

，得到超参数的迭代方程式

γ
（ｎｅｗ）
ｉ ＝１Ｎ μｉ

 

·
２
２＋Σｉｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ （１４）

在实际的求解运算中，很多超参数γｉ都会收敛于

零．当γｉ＝０时，ｐ（ｓｉ·，γｉ＝０）＝δ（ｓｉ·），使得后验分布满
足Ｐｒｏｂ（ｓｉ·＝０｜Ｙ，γｉ＝０）＝１，从而满足了解的稀疏性
要求．利用式（１４）对超参数向量γ进行更新，求得超参
数向量的固定解γ^后，就能够根据式（１５）求出 Ｓ的最
大后验概率估计 Ｓ^，并由 Ｘ^＝ΨＳ^得到重建图像 Ｘ^．

Ｓ^＝Ε（Ｓ｜Ｙ，^γ）＝σ－２^ΣΦＴＹ （１５）

４ 实验仿真与分析

４．１ 实验说明

实验选取４幅大小为２５６×２５６的标准灰度图像作
为测试图像，如图 １所示，它们分别是人物图像 Ｌｅｎｎａ
和Ｃａｍｅｒａｍａｎ，植物图像 Ｐｅｐｐｅｒｓ，动物图像 Ｂａｂｏｏｎ．实验

中将图像信号用小波变换基矩阵进行稀疏表示，随机

测量矩阵采用高斯矩阵，对图像在小波域中进行随机

降采样．采样过程中的随机噪声是均值为零，方差为σ２

＝１的高斯噪声，采样率为 Ｍ／Ｎ．考虑到ＯＭＰ及其类似
的算法在重建过程中求解速度快并且精度较高，目前

在压缩感知领域中使用广泛，因此选取单观测向量下

的正交匹配追踪法（ＳＭＶＯＭＰ，实验中将图像的每一列
当作一维信号单独处理），多观测向量下的正交匹配追

踪法［１５，１６］（ＭＭＶＯＭＰ）与本文提出的算法进行比较实
验．并从算法运行时间（Ｔ，单位：ｓ），重建图像峰值信噪
比（ＰＳＮＲ，单位：ｄＢ），相对误差（Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ，简写为
Ｒｅｒｒ）方面来评价算法的优劣．所有实验都是在 ＭＡＴＬＡＢ
Ｒ２００９ａ环境下完成，计算机的 ＣＰＵ是 Ｅ７５００２９３ＧＨｚ，
内存大小为２００ＧＢ．

ＰＳＮＲ１０×ｌｏｇ１０
２５５×２５５

１
ｍ×ｎ∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘ（ｉ，ｊ）－Ｘ^（ｉ，ｊ）








２

（１６）

Ｒｅｒｒ
Ｘ－＾

 

Ｘ ２
＾ Ｘ ２

（１７）

４．２ 实验一

该部分实验对四幅标准测试图像在采样率为

３００８％和３９８４％条件下进行，以比较相同采样率条件
下各算法的优劣．表 １列出了实验中得到的数据，图 ２
给出了 Ｌｅｎｎａ图像在采样率为３９８４％的条件下各算法
得到的重建图像．
４．３ 实验二

该部分实验对 Ｌｅｎｎａ图像在采样率为 １９９２％，
３００８％，３９８４％，５０００％条件下进行，以比较不同算法
得到的重建图像的峰值信噪比和相对误差．由于采样
率的范围较大，实验还可以验证各算法的鲁棒性．图３
给出了不同采样率条件下各算法得到的峰值信噪比对

比图，图４给出了不同采样率条件下各算法得到的相对
误差对比图．

表１ 标准测试图像在不同算法下的实验数据

图像 算法
采样率＝３０．０８％ 采样率＝３９．８４％

ＰＳＮＲ（ｄＢ） Ｒｅｒｒ Ｔ（ｓ）ＰＳＮＲ（ｄＢ） Ｒｅｒｒ Ｔ（ｓ）

Ｌｅｎｎａ
ＳＭＶＯＭＰ ２２．３３ ０．０５３５２．９０ ２５．５９ ０．０３４０４．０２
ＭＭＶＯＭＰ １８．９７ ０．１０６９０．３３ ２４．７１ ０．０４８９０．４１
ＭＭＶＳＢＬ ２５．２７ ０．０４０００．２６ ２７．９５ ０．０２７００．４０

Ｃａｍｅｒａ
ｍａｎ

ＳＭＶＯＭＰ ２０．９４ ０．０５７７２．８８ ２３．３２ ０．０３８５４．００
ＭＭＶＯＭＰ １６．６１ ０．１２１４０．３３ ２２．３９ ０．０６４００．４０
ＭＭＶＳＢＬ ２３．３４ ０．０４８３０．２４ ２５．６７ ０．０３０００．３９

Ｐｅｐｐｅｒｓ
ＳＭＶＯＭＰ ２１．１２ ０．０７５１２．９３ ２４．５７ ０．０３７０３．９９
ＭＭＶＯＭＰ １９．７８ ０．０８５９０．３３ ２４．７４ ０．０４３００．４０
ＭＭＶＳＢＬ ２５．２８ ０．０３６９０．２３ ２７．６８ ０．０２４２０．３８

Ｂａｂｏｏｎ
ＳＭＶＯＭＰ １７．６３ ０．０４７７２．９４ １８．５１ ０．０４４１３．９９
ＭＭＶＯＭＰ １３．０６ ０．１９６６０．３２ １７．６３ ０．０７６００．４１
ＭＭＶＳＢＬ ２０．１２ ０．０４１８０．２４ ２１．３２ ０．０３５４０．３９
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４．４ 实验分析

表１的实验数据表明，对于同一幅图像，在同样的
采样率条件下，ＭＭＶＳＢＬ算法所用时间与 ＭＭＶＯＭＰ算
法相当，ＳＭＶＯＭＰ算法所用时间大约是以上两种算法
的十倍左右．产生这一结果的原因是 ＳＭＶ模型将图像
的每一列作为一个 Ｎ×１的一维信号单独处理，通过重
建图像的每一列后再重组成二维的图像，ＭＭＶ模型将
观测矩阵 Ｙ的每一列对应一个观测向量，对所有的观
测向量同时进行处理以重建图像的每一列，从而使

ＭＭＶ模型能够以更少的时间完成对图像的重建．考虑
到各算法终止条件的差异以及计算机硬件配置对算法

的影响，要精确的得到各算法在完全相同条件下所需

要的运行时间是非常困难的，但不失一般性，仍然可以

得出结论：在处理图像信号时，ＭＭＶＳＢＬ算法能够快速
完成重建．从表 １中各算法所得到的 ＰＳＮＲ和 Ｒｅｒｒ数
值，并结合图２给出的 Ｌｅｎｎａ图像在采样率为 ３９８４％
条件下所得到的重建图像，可以看出在随机噪声是均

值为零，方差为σ
２＝１的高斯噪声的环境下，以相同的

采样率条件对图像在小波域中进行随机降采样，无论

是从人眼的主观视觉效果，还是从客观的 ＰＳＮＲ和 Ｒｅｒｒ
值大小进行比较，ＭＭＶＳＢＬ算法能够以最快的速度完
成图像重建，并且重建图像的质量优于另外两种算法．

结合表１，图 ３和图４可以看出，在同样的采样率

条件下，ＭＭＶＳＢＬ算法重建图像的 ＰＳＮＲ值始终大于另
外两种算法，Ｒｅｒｒ值始终小于另外两种算法．随着采样
率的变化，ＭＭＶＳＢＬ算法的性能没有出现大幅度的波
动，保持了较好的稳定性，这是另外两种算法所不具有

的．在采样率为 １９．９２％的情况下，ＭＭＶＯＭＰ算法和
ＳＭＶＯＭＰ算法的 Ｒｅｒｒ值急剧增大，ＰＳＮＲ值急剧减小，
此时这两种算法已经不能对图像进行准确重建．与之
相对应的，ＭＭＶＳＢＬ算法的这两项关键数据并没有大
幅变动，在低采样率条件下仍然能够得到质量较高的

重建图像，具有比其它两种算法更好的鲁棒性．综上所
述，本文提出的 ＭＭＶＳＢＬ算法能够快速得到高质量的
重建图像，具有良好的鲁棒性，是一种有效的压缩感知

图像重建算法．

５ 小结及后续工作

本文提出了一种用于图像信号的压缩感知重建算

法，该算法基于多观测向量模型，结合稀疏贝叶斯学习

算法，是一种高效、鲁棒的压缩感知图像重建算法．对
标准测试图像进行的对比实验结果表明，该算法能够

快速重建图像，在峰值信噪比和相对误差两个关键数

据上与作为比较对象的两种算法相比都具有明显优

势．在采样率较小的情况下，该算法仍然能够对原始图
像进行准确重建，具有良好的鲁棒性．

９９７２第 １２ 期 李志林：一种有效的压缩感知图像重建算法



尽管本文算法在图像的压缩感知重建上取得了较

好的效果，但是算法性能仍然有很大的空间可以提高．
本文使用的ＳＢＬ算法假设信号的先验分布服从高斯分
布［１２～１４］，虽然也取得了较好效果，但是最新的研究表

明，将信号的先验分布假设为服从拉普拉斯分布能更

好的利用信号的稀疏度［１７］．因此，作为压缩感知理论中
的关键所在，其重建算法还有待更深入的研究，对于本

文算法的改进将是接下来的工作．
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